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致 学 生 


这 本 习题 解 集 包 括 离散 数学 课程 中 的 2000 多 道 习题 及 其 解答 , 其 中 既 有 计算 题 双 有 理论 
是 (包括 其 证 明 ). 

本 书 的 每 一 节 都 是 从 基本 的 习题 开始 , 逐渐 增加 难度 , 客 数 学 生 对 证 明 都 感到 困难 , 所 以 
把 理论 题 及 其 证 明 安排 在 预习 所 述 理 论 的 计算 题 之 后 . 

T, 学 生 学 习 离 散 数学 课程 都 是 被 指定 使 用 一 本 教科 书 , 本 书 的 章节 是 按 多 数 教科 书 的 
顺序 安排 的 (或 许 有 些 差异 } 但 是 , 我 们 尽 可 能 把 各 章节 写成 轻便 于 改变 其 阅读 顺序 又 不 失 其 
连贯 性 . 

每 道 习 题 的 解答 紧 接 在 习题 之 后 . 你 可 在 阅读 习题 解答 之 前 自己 试 着 解 一 下 .你 也 可 以 在 
阅读 题解 之 后 , 不 看 木 书 , 自己 再 做 一 中. 

本 节 可 以 作为 离散 数学 课程 的 辅导 书 , 亦 可 作为 独立 复习 离散 数学 的 读物 ， 
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第 一 党 * 合 + 


在 这 一 章 中 ,大 写字 母 A, B, C,… 表 示 集 合 ,小 写字 母 a, 5,c,p,… 表 示 集 合 中 的 元 圳 或 


成 员 . 我 们 也 用 集合 记号 ; 


1.1 


1.1 


1.2 


1.4 


p EA 表示 pp 是 A 的 :一 个 元 案 或 p 属于 A; 
ATBÄBIARRA 是 B 的 一 个 子 集 或 B 包含 A; 
及 CB 或 B 忆 A 表示 A 是 日 的 一 个 真子 集 ; 

2 表示 空 集 ; 

UR. 

下 列 集合 将 用 特殊 符号 ; 

N= 正 整 数 集合 ;1,2,3,…; 

Z= 整数 集 合 ;… ,一 2, 一 1,0,1,2,…; 


Q= 有理数 集合 


R= 实数 集合 . 
£ 元素、 集合 相等 


用 和 集合 记号 量 写 下 列 陈述 ， 
(a) 元 案 1 不 是 集 台 A 的 一 个 成 员 ， 
(DLR 5 是 集合 B 的 一 个 成 员 ; 
(cA E C 的 一 个 子 集 ; 
(DA 不 是 DD 的 一 个 子 集 ; 
(e) F EE G 的 所 有 元 素 ; 
(DE HF AERAN. 
W F 应 用 上 述 集 合 记 号 以 及 通过 AS mE -ERRARE ANE: alg A, (5)5€ B, 
(ACC (GALD. (HGF, 或 等 价 地 , FOG, (DE=F. 
举 一 个 例子 , 氢 述 表示 一 个 特殊 集合 的 两 个 基本 方法 ， 
W EF 若 有 可 能 的 话 ，- 种 方法 是 列 出 集合 的 成 员 , 例如 
A = |a etosul ` 

表示 集合 A EBE ESERRa e,e,i,oa ,注意 ,用 喜 号 隔 开 元 索 , BAKES] 1 括 起 来 .第 二 种 方 
法 是 指出 集合 中 的 元 素 所 具有 的 特征 性 质 . 例 如 

B- ir; 是 整数 ,7 > 01, 
读 作 "B E r 的 集合 ,使 得 * 是 整数 且 了 大 于 0", 它 表示 集合 B 的 元 素 是 正 整数 . 通常, 一 个 字母 z 用 
来 表示 集合 的 - -典型 成 员 , 冒号 该 作 * 合 得”, 去 号 读 作 “ 且 ”. 
秀 述 (a 扩 张 原 则 (形式 上 拖 述 -- 个 集合 完全 为 其 成 员 所 确定 ), (ORECA EA 
述 一 个 集合 能 用 一 个 性 质 来 描述 ). 
解 Ga} 扩张 原则 ;两 个 集合 A FI B 相等 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 元 素 . 
(HARRUA :个 集合 U 和 一 个 性 质 P, 存 在 一 个 集合 A 使 得 A 的 各 元 素 恰 好 是 局 的 其 有 性 质 
P HARER R. 
列 出 下 列 集合 的 元 款 ( 此 处 N= 1,2,3, 0h): 
(aA =]z;:rC€ N 3< u < 12; ; 
(B=!r;ir CN r 是 偶数 ,x 之 151; 


解 Eg (a) A 由 3 和 12 之 间 的 正 整数 组 成 ,因此 4= 14,5,6,7,8,9,10,11+. 
(b)B 由 小 于 15 的 正 偶 数组 成 , 因此 B=12,4,6,8,10,12,14}. 
{c) 没 有 正 整 数 满足 条 忻 4+ z= 3, 因 号 C 不 含 元素 , 换 句 话说 , C = G (23). 
1.5 列 出 下 列 集 合 的 元 素 : 
(DA= izizC€CN,3< z<9|; 
(DB= |zr:xEN, r+1=10|; 
(cjC= zzEN,z 是 奇数 , —5< xz <5|. 
F (0A 由 3 和 9 之 间 的 所 有 正 整 数组 成 ,因此 A=14,5,6,7,8}. 
{b}B 会 有 满足 方程 z*+1=10 的 所 有 正 整 数 ,因此 B= 13|. 
(co)C 会 有 -5 各 5 之 阅 的 所 有 正 衣 数 , 因 此 C= 11,3;. 
1.6 ”至 出 下 列 集合 的 元 素 ( 此 处 Z= | 整数 | )，; 
fa)4=j] zzEZ3<z<9i; 
(bB=l]z;z€Z,z2+1=101; 
(c)C= zzEzz 是 奇数 , -5< < 5 
与 习题 1.5 比较 .) 
解 EF (4 由 3 和 9 之 间 的 所 有 整 教 组 成 ,因此 4 = 14,5,6,7,8|， 
(b)B 由 所 有 满足 x* +1= 10 的 整数 组 成 ,因此 B= | -3,31， 
{oC 由 -5 和 5 之 间 的 扬 有 奇数 组 成 ,因此 C= | 一 3 -1,1,31. 
1.7 列 出 下 列 集 合 的 元 素 ， 
(afz:z 是 一 个 元 音字 苹 , z 不 是 "a R i”: 
(blr: 是 美国 一 州 名 ,> 以 字母 A 开头 1. 
E EF (sa) 从 元 音字 母 ceioya 中 删 去 "a" 和 "i" 得 到 fe,o, ni. 
tb) 恰好 有 4 个 这 样 的 州 名 ; 1 亚 拉巴 马 ,阿拉 斯 加 ,亚利桑那 ,阿肯色 |. 
1.8 列 出 下 列 集 合 的 元 素 简 明 这 些 集合 ; 
(aJA= izí/z€R,-5<zr<5l; 
(b B=|]zxr;z€N,z 是 3 的 倍数 }，; 
{oC= jz;z 是 一 美国 公民 ,xz 是 一 个 青少年 上 
Ñ EP (a) T À 是 无 限 的 ,我 们 不 能 列 出 它 的 元 素 . 因 此 ,我 们 用 给 定 的 4 的 性 质 来 表示 A. 
(bj) 由 于 B 大 无 限 的 ,尽管 我 们 常常 写成 
B = 13,6,9, 71 
来 表示 该 集合 ,此 处 每 个 元 素 比 其 前 面 的 元 素 大 3, 但 不 能 列 出 它 的 所 有 元 素 ， 
{e) 昌 热 在 任 一 给 定 的 时 间 里 C 是 有 限 的 集合 ,但 要 列 出 安 的 元 素 几 乎 是 不 可 能 的 ,因此 我 们 用 给 定 
的 的 性 质 来 表示 CC. 
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(c)C=1z;zC€N,4+zx=3!, 
: 


1.9 设 A=izr:3r=6|1.A=27? 
H EF 4 是 由 单个 元 素 2 组 成 的 集 人 台 , 即 4= 121. 数 2 属于 及 , 它 不 等 于 A, -ER p 和 单个 


TRMA PEA REI. 
1.10 Eir seh lz. s rl ls.r th itrysl 中 哪些 是 相等 的 呢 ? 


解 EF 它们 都 相等 .顺序 不 改变 一 个 集合 . 
1.11 考虑 下 列 集合 : 


lwj, ] TW zh jrw, yr rl, ly, z wh so, z y, zl,lz, wt. 


它们 之 中 那些 等 于 和 = |w,y r}? 


第 一 章 集合 论 


E EF 集合 1y, ww,z| 和 |y, z wi 与 A 相等 ,就 是 说 ,它们 有 相同 的 3 个 元 家 .其 他 集合 不 等 于 
A REIRE A 的 所 有 元 案 或 含有 其 他 元 泰 . 
1.12 考虑 集合 ; 
Ih Zh iriz? 6z +8 = Of, Iz; zr € N, z E089.1 < x < 51, 
它们 之 中 哪些 等 于 B= 12,412 
E EF 由 于 它们 都 含 元 素 2 和 4, 且 无 其 他 元 素 ,因此 它们 都 等 于 B. 


FKA U 


1.13 XE 
Ø, 101, ii 
3 个 集合 中 哪些 是 相同 的 ? 
E F 它们 是 互 不 相同 的 .集合 10| 含 一 个 元 妹 : 数 零 .集合 扣 不 含 元 素 , 它 是 空 集 .集合 i 名 | 也 含 
一 个 元 京 ; 空 虞 . (第 三 个 集合 是 集合 的 集合 .) 
习题 1.14 一 1.16 参照 下 列 集 合 ; 
X = [zz = 9,2x = 4|, Y = {rr Z = Iz;z +Ë = 8l. 
i.i4 X EZR? 
W F 没有 数 辣 时 满足 z2=9 A 2z-4, RE ERS, El X= 2. 
1.15 了 是 空 集 吗 ? 
E wm 我 们 指出 "=" 意 即 " 等 于 ", 因 而 Y 也 是 空 集 . 实际 上 , 8 3 RL FE E X == fE 5 2 = 
了 
1.16 Z 是 空 集 吗 ? 
E F 数 零 满足 zx+8=8, 国 此 2Z= 10| ,于 是 ,由 于 Z 含有 0, 因 此 它 不 是 空 集 , 凤 Z< Z. 
1.17 考虑 单词 (i)empty, (iijvoid (ii)zero, (iv)null. 哪个 单词 不 同 于 其 他 单词 ,为 什么 ? 
解 ” 旱 ”第 一 .第 二 和 第 四 个 单词 为 不 售 元 素 的 集合 ,单词 zero 为 一 个 具体 的 数 .因此 zero E F 
其 他 单词 . 
1.18 结合 一 个 例子 ,定义 全 集 U. 
解 ¿F 在 任何 集合 理论 药 应 用 中 , 道 常 所 研究 的 全 悼 集合 属于 某 个 固定 的 大 集合 ,该 集合 称 为 全 
集 或 论 域 .例如 , 在 平面 几何 中 , 全集 由 平面 中 所 有 点 组 成 ;在 人 类 人 口 研究 中 , 全 集 由 让 界 上 所 有 的 
人 组 成 ， 
1.19 给 定 U=N=| 正 整数 | , 指出 下 列 哪些 集合 等 于 |2,41: 
A =| 小 于 6 的 偶数 |， B = lz;z <5], 
C=ix:(r -2)XXz -—4)(z +2) = 01. 
解 ¿r 集合 A 和 CC 等 于 12,4| .集合 A 不 含 负 侦 数 或 零 , 因 它 们 不 在 全 集中 .集合 B 同时 含有 不 
在 指定 集合 的 1 和 3, 集 合 忆 不 含 -2, 因 ~2 FREER, 
1.20 HEER U 是 空 集 的 情形 . 
E ¿p 设 品 是 某 学 院 的 所 有 音乐 课 的 集合 .可 以 想象 在 某 一 年 里 没有 这 样 的 课程 ,因此 u= 2. 


1.2 子 焦 


1.21 解释 AC B 和 CB 之 间 的 闫 别 . 
解 KF AS B(A É B 的 一 个 子 集 ) 表 示 A 的 每 个 元 杂 也 都 属于 4, 这 里 有 可 能 A = RB. 
ACREA 是 B 的 -~ 个 真子 掠 ] 表 示 A 是 日 的 一 个 子 集 ,但 A 关 B, 因 而 B 中 至 少 有 一 个 元 素 不 在 
A h. 


一 
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1.22 如何 用 文字 叙述 下 列 陈 述 的 证 明 ， 


1.24 


1.26 


1.27 


1.29 


1.30 


1.31 


(a)A SB; 

(ba EB 的 一 个 子 集 ; 

(ce)4 是 B 的 一 个 真子 集 ; 

(dA 不 是 B 的 一 个 子 集 . 

解 EF (0 证明 A 的 每 个 元 素 都 属于 B B. B 的 每 个 元 素 也 都 属于 A. 

(b) 证 明 A 的 每 个 元 素 都 属于 B. 

(NEH A 的 每 个 元 素 都 属于 卫 , 昌 也 全 少 有 一 个 元 素 不 属于 4 .注意 ,没有 必要 证 明 B 有 包 于 一 个 
元 素 不 在 4 中 . 

(dE A 有 一 个 元 系 不 在 B 中 ， 


证 明 A = 12,3,4,5 B= 1z;z € N, z 是 偶数 | 的 一 个 子 集 ， 
证 e 我 们 需要 证 明 A 中 至 少 有 一 个 元 素 不 在 B 中 .现在 3€ A. 由 于 BB 由 偶数 组 成 ,因而 
3& B.I&A KE B 的 一 个 子 集 ， 
证 明 A = |2,3,4,51E C =|11,2,3,…,8,9| 的 一 个 真子 集 . 
证 QA4 的 每 个 元 素 都 局 于 ,因此 AC. 另 一 方面 ,IE C B 16 4, 光 此 A#C. 故 4 是 C 的 
一 个 真子 集 . 
定理 1.1 
{让 对 任 一 集合 A, 我 们 用 三 AU; 
(i) 对 任 一 集合 A, RITE ATA; 
GDE ASB HBSC, M ASC: 
Gv) A =B HA4 ASB 且 BSA. 
证 明定 理 1.1(i). 
证 Ew 据 定 义 ,4 的 所 有 成 员 都 属于 全 集 U, Bls T RA 4 都 是 全 集 U 的 子 集 , 而且, ZRA 
是 和 4 的 一 个 于 集 . 
证 明定 理 1.1(ii) . 
证 e 由 于 A 的 元 素 属 于 4, 因 此 每 个 集合 A 是 其 自身 的 一 个 子 集 ， 
证 明定 理 1 .1(iii) ， 
W EF 若 集 合 上 的 每 个 元 素 都 属于 集合 B, H B 的 每 个 元 素 都 属于 集合 C, MER A 的 每 个 元 
ARAT C HHA, E AZB B BSC, N ASC. 
证 明定 理 1.1(iv). 
证 EF 若 4SB 且 BSA, 则 4 和 日 有 相同 的 元 素 , 即 4= 卫 ,反之 , 设 和 = 如 .由 于 紫 个 集合 是 
其 自身 的 一 个 子 集 ,因此 AGB H BGA. 
证 明 A= Ja, b,c PÆ B= fayeyiyoyai 的 一 个 子 集 . 
证 £w NJEM A 至少 有 一 个 元 素 不 在 日 中 .现在 ,5E 4, 但 5 起 B, 因 此 点 不 是 中 的 一 个 子 
集 , 另 一 方面 ,cc A 但 :所 8B, 因 此 中 B.( 没 有 必要 证 明 5 和 都 不 属于 B.) 
FETARE: 
A= lal}, B= la, bl, C=lcealh D = lc,b al, E = ib), Ø. 
它们 之 中 哪些 是 站 = {a,5,cl 的 于 集 ” 哪些 是 X 的 真子 集 ? 
解 FÉ 由 于 每 个 集合 的 元 察 都 属于 多 (包括 没有 元 素 的 空 集 ), 因此 它们 都 是 X 的 子 集 .特别 地 ， 
因 4,C,E 各 不 等 于 基因 此 它们 是 x 的 真子 集 . 
考虑 下 列 集合 : 


X=ļjz:z 是 一 个 整数 ,> 四 
Y= |y;y 是 可 被 2 整除 的 正 整数 | ， 


= 


.32 


33 


.34 


.35 


.56 


2=fxizx 是 一 个 大 了 了 10 的 偶数 | . 
它们 之 中 哪些 是 W = 12,4,6,…! 的 子 集 ? 
€ E 只 有 Y 和 Z 是 多 的 子 集 , 因 它们 的 元 素 都 属于 W (EEE, y= W.)H T X f3u 3 + 
属于 W, A, 3E x {3g w, EE xX pE W AiE, 
设 A=iz yrl A 包含 多 少 个 子 集 , 旦 它们 是 什么 ? 
E E 我 们 列 出 4 的 所 用 可 能 的 子 集 , 它 们 是 1 了 ,yz ls zl, zs zy3| |z|, |y|,!1z| 称 
KRZ A 有 8 个子 集 . 


习题 1.33 一 1.36 考虑 下 列 集合 : 


Ø,A=|l, B= 1,31, C=11,5,9), 
D=11,2,3,4,51, E= 11.3,5,7,9|, 
U=|1,2,-: 8,91. 
EaD, A; bA, B ZAMA ERF SRE. 
E F (gc a RAR 60 TE. 
()ASB,N A 只 有 一 个 元 素 1 且 它 也 属于 B. 
在 (ayB, Cifb)B, 王 之 问 插入 正确 的 符号 扣 或 笠 . 
E F (aBC, BH 3C B IE 3&C. 
(bB E, B 的 元 素 也 局 子 E. 
在 (a)C, DD;(b}C, 忆 之 间 插 入 正确 的 符号 忆 或 生 . 
E F (ajC 和 ED, 因 9&C 但 9 包 攻 . 
{bjCESE, 因 CC 的 元 素 也 属于 EE. 
f#(a)D,E;(b)D,U 之 间 插 入 正确 的 符号 守 或 生 . 
E EF (aper N 28 D IE26E. 
(b)DCU, A D 的 元 素 也 属于 U. 


习题 1.37 一 1.40 考虑 下 列 集合 : 


A= jrz|, B= yzl, C= jzryzl， 卫 = |v,w,?!, E = |z,yl. 


.37 


.38 


-39 


-40 


.41 


.42 


#(a)A, Ci(b)A, D ZARA IF BJP C sk. 

B EF (ajACC, 因 A 是 C 的 一 个 子 集 ,但 A 关 C. 

(bjACD, 因 xEA 但 xz&DD, 即 4 其 至 不 是 局 的 一 个 子 集 . 

在 (a)B8B,C;(b}B, 下 之 间 插 入 正确 的 符 导 志 或 区 . 

E EF (aiB 二 C, 因 里 是 C 的 一 个 子 集 ,但 BAC. 

(OBCE. BI BEER- TR ERIKS B= E. 

求 包含 所 有 这 些 集 合作 为 其 子 集 的 最 小 集合 X. 

E F 令 多 是 由 这 此 集合 的 所 有 元 素 (不 重复 ) 组 成 ,因此 X= lu, way zl. 

求 含 上 所 有 这 些 集合 之 中 的 最 大 集合 Y. 

W E 令 Y 是 由 所 有 这 些 集 合 的 公共 元 素 组 成 ,因此 Y= zi. 

Ë X=|1,2,31, Y= 和 ,3,4|,Z= 121. 求 最 大 集合 W, EFA TIREE ER: 
W = Xx. W = Y, Z= w. 

解 F hT wCy,BUk HT 2,3 fl 4 W| 85 8 T W. hF ZG w, ky; 8 2 不 属于 W. IH Jt. 

W = 3,41 380 TE ka i .集合 14! 也 满足 所 要 求 的 条 件 , 但 它 不 是 最 大 的 集合 . 

指出 包含 集合 ， 


1 狗 , 猫 !， 1 鱼 , 猫 , 需 狠 |， J, A 
的 最 小 集合 X. 
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W EF 令 X 由 这 些 集合 的 所 有 元 素 组 成 ， 

X= |M, ë m, mi. 
设 和 = 11,2,31,Z= 11,2,3,4,5|1. 求 所 有 可 能 的 集合 了 使 得 XCY 且 YC2Z, 即 多 是 
Y 的 真子 集 , 了 k Z 的 真子 集 . 
解 0 Y 必须 由 外 的 元 素 1,2,3 以 及 了 的 至 少 一 个 其 他 元 素 4 或 5 组 成 .因此 Y= 1,2,3,41 
成 了 = |1,2,3,5| .福音 , 因 Y 是 2 的 一 个 真子 集 ,因此 Y 不 能 同时 含有 4 和 5. : 
设 A, B,C 是 非 空 集合 使 得 4 三 B,BEC, 且 CEA. 你 能 对 这 些 集合 导出 什么 结论 ? 
解 F 由 于 BEC,CSEA, 我 人 有 BSA. Yh ASB 得 到 A=B. 同 理 ,B=C. 因 此 这 3 个 集合 
是 相等 的 . 


习题 1.45 一 1.50 考虑 一 个 未 知 集合 X 和 下 列 5 个 集合 ， 
A = 11,2,3,41, B = 12,3,4,5,6,7|， C 三 13,41, D = 14,5,61, E = 131. 


1.45 


# XGA 且 XEB, 则 这 5 个 集合 中 哪些 集合 能 等 于 X? 

解 =m X 可 以 等 于 C 或 王 .注意 卫生 不 是 上 的 子 集 , 以 及 4 TE B fi T ns. 
XED 且 XSC, 则 这 5 个 集合 中 哪些 集合 能 等 于 X? 

解 sm x 能够 等 于 CC 或 EE. 注 意 , A,B 和 DD 都 不 足 忆 的 子 集 , 并 且 CC 是 自身 的 一 个 子 集 ， 
# XED EXEB, WÈ 5 个 集合 中 哪些 集合 能 等 于 X? 

W EF 能 等 于 .注意 B,C,D 和 EE 是 B 的 子 集 . 
# xE RX B, HX 5 个 集合 中 哪些 能 等 于 X? 

解 EF 和 能 等 于 B,C 或 D.A 不 是 了 的 一 个 子 集 ,下 是 自身 的 一 个 于 集 . 
求 包含 所 有 5 个 集合 的 最 小 集合 M. 

解 = M 由 这 5 个 集合 的 所 有 元 来 组 成 ,因此 M= 11,2,3,4,5,6,7}. 
求 最 大 集合 N, 使 它 是 这 5 个 集合 的 子 集 . 

解 zF N 由 这 5 沾 集 含 的 共同 元 素 组 成 ,不 存在 这 样 的 元 素 , 因 此 N=, ERZ. 
任何 一 个 集合 都 有 一 个 真子 集 吗 ? 

N = 空 集 没 有 一 个 真子 集 . 其 他 任何 一 个 集合 都 有 铬 作为 它 的 一 个 真子 集 . 有 些 教科 书 不 称 空 
集 是 一 个 真 于 集 , 在 这 种 情况 下 , 只 全 一 个 元 来 的 集合 没有 真子 集 . 
征明 ;车 A 是 空 集 的 一 个 子 集 , 则 4 = Z. 

证 F 空 集 是 任 一 集合 的 一 个 子 集 ,具体 地 说 ,名 刁 有 A, 据 假设 , A 刁 儿 .这 两 个 条 忻 意味 状 
A= @. | 
设 ASB 且 BSC, 以 及 aEA,5EB,cEC. 下 面 的 陈述 ;(1)a € C, 2)b € A, 
(3)c 乞 4, 哪些 是 正确 的 ? 

解 cr (1) 据 定理 1.1,4 是 C 的 一 个 于 集 .因此 a& A 建言 EC, 因 而 这 个 陈述 总 是 正确 的 - 
(DEFEK 5EB 无 需 是 A HEK, 因此 该 陈述 可 能 是 错 的 . 

(OJER c€ C 可 能 是 4 的 元 家 ,因此 c & A 未必 是 对 的 . 

设 ACB 且 BSC, 以 及 设 d 久 A,e 仿 B,C. 下 面 的 陈述 :(1)ad € B, (2)e & A, 
(3) £ & A, 哪些 是 正确 的 ? 

解 #5 (1) 不 在 A 中 的 元 素 d 无需 在 B 中 ,因此 该 陈述 可 能 不 对 . 


(i (é B RACB,IE e & A 总 是 对 的 ， 
{3) 由 于 &C HASC, DE fF& A 总 是 正确 的 ， 


可 比较 ,不 可 比较 和 不 相交 的 集合 , 文 图 


1.55 


定义 :(a) 可 比较 和 不 可 比较 的 集合 , (b) 不 相交 (分 高) 的 集合 . 


_— 


1.60 


1.61 


解 EF (a) 没 A HI D EB r. t AS B= BCA,N A Tü B En 3206; AGR B pA, 


则 A 和 了 如 是 不 可 比较 的 . 
HERA A IS B 没有 共同 的 元 岩 , 即 A 没有 元 素 属于 日 旦 日 没有 元 素 属 于 4, 则 4 和 所 是 不 


相交 (分 离 ) 的 . 
考虑 下 列 集 合 : 
A = il,2i, B = [1,2,3,4], C = 11,5}, D = {3,4,5|, E = 4,51. 


土 面 的 集合 中 哪些 是 可 比较 的 ? 

解 kp 因 ASB, 因 此 A 和 8B 是 可 比较 的 , 因 ESD, 因 而 DD 入 基 呆 比较 的 .其 他 任何 一 对 不 
同 的 集合 都 是 不 可 比较 的 . 

习题 1.56 中 , 哪些 集合 是 不 相交 的 ? 

W 和 集合 A 和 DD 以 及 集合 A 和 和 到 是 不 相交 的 .其 他 任何 一 对 集合 有 一 个 或 更 多 个 公共 元 素 . 
般 述 哪些 集合 与 集合 : 空 集 ( 儿 ), 全 集 (U) 可 比较 ? 

解 ” 任何 一 个 集合 4 Ano EAAS :在 何 一 个 集合 4 都 和 如 可 比较 , 因 ASU. 
描述 集合 的 一 个 文 图 . 

W E 文 (venn) 图 是 用 平面 上 的 点 集 来 表示 集合 的 一 种 图 形 表 示 . 我们 用 个 矩形 内 部 表示 全 


集 U, 用 该 矩形 内 的 图 盘 表 未 其 他 的 集合 .车 AC B, WER A 的 圆 盘 将 整个 在 表示 B 的 圆 稻 内 ,如 
E 1-1(a).3 A 5 B E BJ (disjoint), 即 没 有 公共 元 素 , 则 表示 A 的 图 盘 与 表示 B HARER, 


如 图 1-1(b). 
BE, B: A fü B 是 人 尾音 的 两 个 集合 , 则 有 可 能 某 上 站 对 向 在 A 中 但 不 在 B 中 , AEE B 中 但 不 
EA 中 ,有 些 同 时 在 A 各 BB 中 ,有 有些 茎 不 在 A XR B 中 , 国 此 ,一 般 地 我 们 表 基 4 和 BB 如 图 


1-1(c). 


(a) ATR 4 与 下 是 分 离 的 


Ç 


(2 


图 1-1 


画 出 集合 4,B,C 的 一 个 文 图 , 此 处 A 和 B 有 共同 元 素 ,B 和 C 有 共同 元 素 ,但 A 和 
C 不 相交 ， 

WW F 见 图 1-2(a). 

HERS A, B,C 的 一 个 文 图 ,此 处 AC B, ES A 和 CC 不 相交 ,但 B 和 C 有 公共 元 
=. 

8 EF 见 图 1-2(b). 

画 出 集合 A, B,C 的 一 个 文 图 ,此 处 ASB, RE BAC, (HB A 和 C 有 公共 元 
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— 


#. 


解 zz 不 存在 这 样 的 文 图 . 若 A sü C 8523263, 比方 说 z, ASB, W| > CORF. RE, B 
和 也 必 有 公共 元 紊 . 

1.63 BHH RS 4,B,C 的 一 个 文 图 ,此 处 三 个 集合 互 不 相交 ， 
W F 见 图 1-2fc). 


g OP 


. (a) t 


(o) 


图 1-2 


1.64 。 画 出 任意 的 三 个 集合 4, B,C 的 一 个 文 图 , 使 得 它们 将 全 集 口 分 成 23=8 个 区 域 .为 


什么 有 8 个 区 域 ? 
W F 见 图 1-3. 由 于 可 能 有 元 来 ， 
全 (1) # A,B# C H; 
g (2) 在 4 和 日 中 ,但 不 在 C 中 ; 
全 全 (3) 在 4 和 C F, EFE B P; 
Wo (4) # BACH, BA A 中 | 
(5) 仅仅 在 A F; 
(6) COE B rh; 
图 1-3 (7) 仅仅 在 C 中， 
(8) 不 在 A, B, C rB, 


因此 有 8 个 区 域 , 换 和 名 话说 ,对 于 每 个 给 定 的 集合 XURDE ER z 有 了 两 种 选择 , 即 属 于 XX 或 未 局 
于 处 .因此 对 于 3 个 给 定 的 集合 有 23 =8 种 可 能 性 . 


1.65 ”考虑 4 个 集合 A, Ar As, A, 的 一 个 一 般 的 文 图 . 它 可 将 爹 集 品 分 成 多 少 个 区 域 ? 
W E 23 U MORO 2-6 EW. 


1.3 集合 运算 


1.66 定义 集合 运算 :(a) 并 ;(b) 交 . 


E ”上 (a) 两 个 集合 A 和 B 的 并 ,用 AUB 表示 , 它 是 由 局 于 4 或 者 属于 B 的 所 有 元 素 构 成 的 
集合 ， 

AUB= xz:z € ARIE Bl. 
AIR“ sk” 8 LESA). 


第 -- 章 R A iË 


1.67 


1.68 


1.70 


(b) 两 个 集合 A 和 8 的 交 . 用 A 门 B 表示 , 它 是 既 属 于 A 又 属于 B 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 : 
ANB=- rxrEAHrE BI. 

(注意 , A4 门 B= 名 意 指 A 和 B 没有 任何 公共 元 素 , 卯 4 与 B 是 不 相交 的 .) 

应 用 集合 A HB 的 文 图 ,使 阴影 (shaded) 区 域 表示 ,;(a)A UB;(b)A 门 B. 


E EF (JLA 1-4). (bLA 1-4(b). 


(a) AU B BDE Niy (y 4 但 上 8 为 阴影 部 分 


图 1-4 


定义 集合 运算 ;(a) 一 个 集合 的 绝对 补 集 , 或 简单 地 , 补 集 ;(b) 两 个 集合 的 相对 补 集 或 
ER. 

解 F (a) 我 们 知道 ,在 一 个 特定 时 刻 里 ,所 考虑 的 所 有 集合 都 是 “个 固定 的 全 集 吕 的 子 集 . 一 个 
集合 A 的 绝对 补 集 ,或 简单 地 , 补 ,用 A 表示 , 它 是 由 属 十 全 集中 但 不 属于 A 的 所 有 元 素 构成 的 集 


z 
H: 


A = |=:z € U, z & Ai. 
有 些 教科 书 用 A SA 表示 及 的 补 . 
{b) 一 个 集合 日 关于 集合 4 的 相对 补 和 全 ,或 简单 地 ,4 和 B 的 整 ,用 AA B kR, EE HMT A 而 不 
展 F B 的 元 素 构 成 的 集合 ; 
ANB= [z z € A,> Bi. 
集合 ANBA M B" 许多 教科 书 用 A - B A-B 3RARANB. 
应 用 文 图 ,使 阴 影 (shaded) 区 域 表示 :(a)A' 和 (b)A\B. 


E F (a) 见 图 1-5(a);(tp) 见 图 1.5(b). 


yi 
人 


(a) 4" 为 阴影 部 分 (b) 418 为 阴影 部 分 


习题 1.70 一 1.78 考虑 下 列 集 合 ， 
U = (1,2,3, 8,9}, = 1,2,3,4}, B 一 2,4,6,8}, C 一 [3,4,5,6]. 


KODAURB, (HAUC, (eBUC, dBUB. 
S EF 为 了 形成 4 和 了 的 并 ,我 们 把 4 动 互 的 所 有 元 素 放 在 -起 ,因此 
AU B= ]|1,2,3,4,6,8f. 


同 理 
AUC=}1,2,3,4,5,6|, 
BU C=)2,4,6,8,3,5|, 
BU B-12,4,6,8!. 
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"10° 
j 


.7T 


.72 


. 73 


.74 


.75 


.76 


-77 


-78 


.79 


4E, BUBBE. 
求 (a)(4UB)JUC 和 (bAUCBUC)， 
解 “EE 本 (a) 我 们 先 求 得 (4UB] = 11,2,3,4,6,81. 因 荡 (4UB) 和 RC 的 并 是 
(AUB)UC = {1,2,3,4,6,8,5]. 
(tb) 我 们 先 求 得 {BUC) = 12,4,6,8,3,5|. 因 此 A 和 (BWC} 的 并 是 
A U (B U C) = i1,2,3,4,6,8,51, 
EEH, (AUB)UC=AU(EBUC). 
求 (ajANMB,(b)ANMNC, (cBNC, (dBNMB. 
W EF 为 了 形成 A 和 8 的 交 , 我 们 列 出 A 和 8 的 所 有 公共 元 素 . 于 是 A 门 B=12,4|. 类 似 地 ， 
六 C=13,41, B C= 14,6|, B B= 2,4,6 8 it RS. B YB 其 实 就 是 日 . 
k(ay(A IB) C U(bAPIOBP C). 
W 上 (4 站 3=12,4) 因 此 }2,.4i 和 的 交 是 
(AY 3B)Dn C = jd. 
WHBAC= 14,61 .这 个 集合 和 A 的 交 是 
A n (B r) O> = 14|. 
注意 到 , (AB 站 C= ANCBNC). 
求 (a) A', (bB, (ec), 
解 EF kŠ x 是 由 金太 0 中 不 属于 X 的 元 素 组 成 . 因 玮 
(A=15,6,7,8,9|, (bE = |1,3,5,7,9}, (cy Ce =11,2,7,8,91. 
求 (a) A \ B, (C\A, (0B \ C. (OBN A, leB \ B. 
R F (a) 储 合 4A\ 了 是 由 4 中 不 属于 也 的 元 素 组 成 .由 于 4 = {1,2,3,4}, B 2,4€ 日 ,因此 
A\B={1,3}L 
(bj C 趾 只 有 元 庇 5 和 6 不 在 上 4 中 ,因此 CA= 15,61. 
(c) BNC= 12,8| ， 
{d BNA=Í6,8l. 
(a) BX B=Z. 
求 [aj ANMNCBUC) 和 (ANMNB}IU(ANC). 
W EF (aB RE BUC= )2,3,4,5,6,31, 因 此 
. AD (BI C)= |2,3,4|. 
(WERKE A B= 12448 A C= 3,41, H i 
(A 1 B) U (A [I C) = 12,3,41. 
注意 到 ,ANm(BUC)= CANB}U CANMCY. 
求 (a){AUB): ADA NB. 
WW # 入 (a) 首 光 求 得 (AUB}= 11,2,3,4,6,8}, 因 此 
(A U B) 一 |5,7,91. 
(WAF A = [5,6,7,8,9], Br 二 11,3,5,7,91, 因 此 我 们 有 
A N E = 5,7,9} 
注意 到 , (AUB) SANE. 
求 (a} (ANB)\C 和 hb} (A N B)'. 
W EF (a4 门 B= 412, 由, 注 章 到 4 但 2&C, 国 此 (A 站 BC= {21. 
(bA \ B=11,3|, 因 比 (A \ B)' = 12,4,5,6,7,8,91. 
证 明 :(A 门 B) 守 ASC(AUB)IBRIANB)EBC(AUB). 
证 ëm 由 于 上 A 门 8 的 每 一 个 元 率 间 时 在 4 fJ B 中 ,从 而 车 x€ (ANMmMB), 则 xzEA, 因 此 (ANB) 
SA.WE,# z€A, NJ z€ (AUB)(RB AUR 的 定义 ), 因 此 4E(4UB). 合 并 这 两 个 结果 得 到 


1.80 


此 处 


{4 门 BJEAS(AUB). 同 理 ,{4 门 BJCBE(AUB)， 
定理 1.2 王 列 关系 式 是 等 价 的 : 
AZB, ANB= A, AUB=B. 
证 明定 理 1.2. 
证 EF RE AZB, HS EA, W rEB, H rEANBHACANB M28179 (AT B) 
TZA, K ANB=4A. 5—7 m, BR ANB=A, R$ z€ A, MWrEANB, AE € AB z€ B, iz 
A 刁 B. 这 两 个 结论 表明 AC B ANB =A 等 价 . 

再 假设 AC B. y€(AUB). WMrEARTEB. §rEA, WA ASB AEB. ÆR- I 
FEB BE AUBSBRB REJEA 1.79, BCAUHB, W AUB- B. ARE AUB- B. B£ z€ A, 
H) G BDE X, rEaUB AE 6 B= AUB TE AGB, AAt ERN, ASB 同 AUB= 
bi RASTR ANB-AMAUR =B 是 等 价 的 . 

习题 1 .81 一 1.88 考虑 下 列 集合 : 
A =:;M,W,F,S:, B = |S,SUI, 
C=|M,T.W,TH,F', D = 1W,TH,F,S', 
U= 1M( 星 期 一 ), T( 星 期 二 ), W( 星 期 三 ), TH(E #0), F (星期 五 ), S( 星 期 六 )，ST7 


《星期 天 )| . 


1.81 


1.85 


用 文字 叙述 集合 BHC. 

W ”内 集 辣 B 由 星期 太 和 星期 天 组 成 ,集合 局 由 除 星期 六 和 星期 天 外 的 星期 一 到 星期 五 组 成 . 
W tF HR XUY 由 或 是 在 区 ,或 是 在 Y{ 或 是 在 二 者 ) 中 的 那些 元 素 组 成 .因此 
(a AUB= IM, W,F,S,SUi, 

(h)AUC= 1M, T, W, TH, F, $l; 

(B UC=|M,T, W, TH,F,S, SU|=U; 

(HBUD=i W. TH, E, $, 5U}. 

W EF 交集 X 门 7 是 由 蕊 和 TY 的 公共 元 素 组 成 .因此 
{tajANMNB=1Ss:; 

(bjANC= IM, W, Fl; 

(JBI C: Z; 

(d)B D = 151. 

求 :(a}yA', {biB', ACD. 

WW EF hA x EKUTE X ACRE. X 
(ajA'=}T, TH, SU}: 

(bÐB'=|M,T, W, TH, F! =C; 

(oc = 1S, SU} =B; 

(HDP =M, T. 5U}. 

求 集合 ; (a)U\ A, (bh)A\ C, OCB, (dD\A. 

W EF rM XA Y 是 由 多 的 不 属于 Y 的 元 素 组 成 .这 样 
(a)U/A = |T, TH,SU| = A'; 

(bA YC = ISl; 

()CNB=|]|M.T, W, TH,Fi= Ci 

(d)DNA = ITHI!. 

求 (a) (AUD) (b) (A NB. 

W EF (a) 先 求 得 AUD=|MM, W, TH, F, S} IN H. 


he eT om rN 
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1.89 


1.91 


1.94 
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(A U D) = IT, SUH 
(b) 这 里 六 和 B= AM W, Fi, Ait 
(ANB) = |T, TH,S, SỌ}. 


RaMAUB) A\D, XANCAD. 
W E (a) 首 先 求 得 AUB = IM, W, F, S, SUL RERNE DD 的 元 素 得 到 
(A U B)\D = IM,SU1. 


(b) 首 先 求 得 A 站 C= 和 M, W, FI, EE 
(ANOD = IMI. 


求 (a) (A\ BND, (b} CND) NA. 
W EF ta) 首先 求 得 A 和 \ B=fM, 研 ,FI, 因 此 
(ANB}ND = IW,F|. 


(b) 首 先 求 得 C 门 = IW,TH,F|, AE 
(CY D)NA = ITH}. 


WA: H ANB=ANCRBEB=C. 

K Er RAiN, B5123, C= 124R ANB= pl, ANC=12, EE ANB=ANC, E 
E B= C. 

说 明 ; 由 AUB=AUC 未 必 有 B=C. 

N em 设 A4=141,21,B=11,31,C=|1,21, 则 AUB=AUC=|12,3), 但 BC， 


习题 1.91 一 1.94 考虑 下 列 集合 ; 


A =| EX, HT, ME, 
B =| KAR, EX, FE, MP), 
C = {卫生 衣 , 帽子 , 手套, 领带 1， 
D = | 上衣 ,长 统 革 |， 
求 (a) AUB, BAC. 
解 E (a)4 和 B 的 元 素 合 在 一 起 ,得 到 
A U B = ERR, LK. WF, FE, gE, Wei. 
tb) 取 吾 和 的 公共 元 素 得 
B YC = | 手套 ,领带 | . 
求 (a)C \ B,(b)A'. 
WW EF (将 C 中 的 也 属于 B 的 元 素 删 除 得 到 
CAB = ITER, ET). 
(bd TE SE ii 238 U, 因此 不 能 指出 A‘, 除非 说 A 是 由 除 “ 上 衣 ",“ 帆 子 "和 "雨伞 "外 的 所 有 元 素 
组 成 
R(AUCONEBE NC). 
WW r 首先 求 得 
A UC = I 上衣, 帽子 ,两 全, 卫生 胡 , 手 赛 , 领带 | 
以 及 
BN C = Kfk, EKI. 
BWjk(AUC)I (BAN C)=] Ei. 
求 B\ CANMND). 
解 em 首先 求 得 4 门 D = 上坟 让 ,因此 
BACAN D) = EAH, FE Wii. 
习题 1.95 一 1.102 考虑 下 列 和 集合 ; 
X =H, W l, 


.95 


.96 


97 


-98 


-99 


.100 


.101 


-102 


.103 


.104 


.105 


Y =| HE, S. REL, 

Z=) 28, 56, BEN 

U = i 红色, 黄色, 蓝 色 , 绿色 ,得 色 ,紫色 ,黑色 ,白色 | 
用 文字 描述 全 和 集 U. 
解 EF 0U 由 五 颜 六 色 以 及 黑色 和 口 色 一 起 组 成 . 
式 (a) XU Y,(b)XUZ. 
E EF (a) 列 出 久 和 YY 的 元 素 得 所 XUY, 因 此 多 UY~ jj 红色 , 蓝 色 ,绿色 , 桩 色 |!. 
WAH, XUZ= | 红色 , 蓝 色 ,白色 !.{ 由 XYZ, 我 们 有 名 UZ= Zt 定理 1.2).) 
求 (a) 久 站 YY, WXAZ. 
解 F (Ph xA Y 3 ol um Bs] XAY, AE X Y= | 蓝 色 | ， 
(bj) 同 理 ,X 门 Z= IT. K I. XS, RA x Z= X( 定 理 1.2),) 
Ra, b) Y, oZ. 
解 ” (a) 列 出 U PARAT X 的 元 素 得 到 X. E h: 

X = RE RE, EE, AE ME, AGL 
(b) 同 理 
六 = | 红色 ,黄色 ,紫色 ,黑色 ,和 白色 |. 


te) 
Z=- KE, RG, BE, KO, MAJ. 


(由 XZ, RIE ZX: .) 
RaX N Y, (b) X N Z. 
N E (AAA PADAT 下 的 元 素 得 到 XN Y. XA Y= | 红色 |. 
(b) 由 大 全 2 我 们 朋克 AZ = 2. 
求 (a) (XUY)', DY AZ, 
W # (a}XUY= | 红色 , 蓝 色 ,绿色 ,楼 色 | ,天 此 
(XU YY = | 黄色 ,紫色 ,黑色 ,白色 :. 


人 h) 列 出 天 (习题 1, 晤 ?中 的 不 属于 Z 的 元 素 得 到 
Y AZ = 1 黄色 ,紫色 ,黑色 |. 


求 (a) XUYUZ,(b}XNYNZ. 
解 = (a) 列 出 出 现在 每 一 集合 的 元 舍得 到 

XUYUZ= | 红色 , 蓝 色 ,绿色 ,橙色 ,和 白色 |. 
(b) 列 出 属于 所 有 3 个 集合 的 元 素 得 到 

xn YN 2Z= IE]. 

(H Xoz. RE XUYUZ=YUZAXNYNZ=YNZ.) 
求 (a}Y NZ, (b) Xr Z. 
W =F (a) 齐 出 YY 和 ZZ (习题 1.98) 的 共同 元 素 得 到 Y 门 ZF = | 绿色 ,橙色 | 
(b)# XE. RHA x Z = 2. 
判定 下 列 各 个 集合 是 否 等 于 4 , 空 集 已 或 全 和 集 U; 
(WAUA: (AUU (oaUB (d)AUA:. 
解 it (ADA = A, WAU U, (dA UZA, (GAUA =U. 
判定 下 列 各 个 集合 是 否 等 于 A, FØRER U; 
WANA: (WANMU; WAND; (DANA. 
W EF (aAñA=A,(b)AGU=A, WAND =A, DANAS, 
判定 下 列 各 个 集合 是 否 等 于 A, 空 集 必 或 全 集 U: 
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1.108 


(A\A; (WAU; (Q5A\Ø:; (DANA eA N. 
E EF (aA\A=Ø, bAs Ø, ABA, DANA = A, NANA. 
证 明 A \ B= A 站 mB', 这 里 用 交 和 补 来 定义 差 运 算 . 
证 $A\B=|r:rEA,rEBI=1Ir:rEA, TEB!I=ANB:. 
HEHN; (a) A \ B 和 B 是 不 相交 的 ;(b}jAUB=(A\ B)UB. 
证 F (a) 设 rEA\B 且 xE&B, 则 第 一 个 条 人 忻 意 指 zEABA 且 x 总 B, 但 是 xE€B 且 zz 区 BB 是 不 
可 能 的 .因此 没有 这 样 的 x FE, RERA B) 门 B= 名 .这 正 是 我 们 要 证 明 的 结论 ， 
(b) 应 用 表 1-1 中 的 性 质 ,我 们 有 
(ANB) U B=(ARRB)UB=(AUB D (FE U B) 
=(A UB) ÑNU=ALÏ B. 
ME TIREE T ATB: 
WANB =Ø; (b)ASUB=U; (ce)BEA (dA\B=Ø. 
( 司 定理 1.2 比较 . ) 
8 =m 它们 都 等 从 于 AGB. 


1.4 文 图 和 集合 运算 .基本 积 
AFERRA A 和 日 的 文 图 以 及 集合 A,B 和 和 C 的 文 图 分别 如 图 1-6(a) 和 和 (b}) 所 天 


I. 


1.109 


1.110 


(a) kë 4 和 号 (b) fE 4, B MC 
图 1-6 
在 图 1-6(a) 的 文 图 中 , 画 出 表示 (A U B): 的 阴影 (shaded) 区 域 . 


解 ”SP 首先 按 一 个 方向 一 第 一 画 地 将 A U B Fi R IB W, 如 图 1-7(a) 所 示 .因此 (AU B) 是 
AUBE mE 1-7(b) 曾 的 阴影 区 域 . 


(a) 4 U2 为 阴影 部 分 (CU 人 为 阴影 部 分 


图 1-7 


在 图 1- 5(a) 的 交 图 中 , 画 出 表示 AS NA B 的 阴影 区 域 . 
解 e 首先 一 笔 一 画 向 上 斜 画 到 右边 使 A 的 外 部 区 域 成 阴影 (7), 然后 一 笔 一 画 向 下 幸 夯 到 


右边 使 B° 成 阴影 (\\\ ), 如 图 1_8(a) .于 是 ANB 是 图 1-8(b) 中 用 交叉 线 画 成 的 阴影 区 域 .( 从 
这 个 习题 和 习题 1.109 AA, A‘ 们 B° 和 (A U B)° 表示 相同 区 域 , 因此 (AUB) = ANB. 集合 的 


1.111 


1.112 


1.113 


1.114 


1.115 


(a) 2 所 示 阴 影 部 分 为 小 x O 4 为 阴影 半分 — 
NS 所 示 阴 影 部 分 为 B 


图 1-8 


在 图 1-6(a) 的 文 图 中 , 把 集合 ANE 画 成 阴影 . 

W EF 首先 按 一 个 方向 一 笔 一 画 地 把 A 夯 成 阴影 (777) ,然后 按 另 一 个 方向 一 笔 一 画 地 把 B 的 
外 部 区 域 B° 画 成 阴影 (AN ,如 图 1-9fay 所 机 .图 1-9(b) 中 交叉 线 画 成 的 阴影 区 域 是 交集 
ADB (RISA IE = AN B.FJ3J88 1.106 比较 ,) 


EA 1-60 KAEH $ BOB N A). BIR EH. 
解 EF 将 FB 的 不 在 A 中 的 区 域 B\ A BABE, 如 图 1-10(a EER. TEBA EBSA 5 
外 部 区 域 ,如 图 1-10(b) 所 示 . 


Ees 
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PE 
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a B14 为 阴影 部 分 (b) (B14) 为 阴影 部 分 


图 1-10 


在 图 1-6(b) 的 文 图 中 , 将 集合 A 门 (8UC) 画 成 阴影 . 

解 F 用 向 上 斜 线 (/7/) 将 A 症 成 阴影 以 及 向 干 斜 线 (AAA ) 将 BU C 画 成 阴影 ,如 图 1-11(a) 
所 示 , 于 是 图 1- 11(b) 所 杀 的 交叉 阴影 区 域 是 交集 A 站 (BUC). 

将 集合 (站 门 B)U(A 门 C) 画 成 阴 膨 . 

解 zz 用 向 上 斜 线 (///) 将 AB 画 成 阴影 以 及 癌 下 部 线 (AAA ) 将 BNC 画 成 阴影 , 如 图 
1- 12(a} 所 未 .因此 ,如 图 1-12(b) 所 示 的 总 阴影 区 域 是 并 集 (4 门 BUSDPC) (从 图 1.11(0b)? 和 图 
1-12(b) 看 出 , ANCBUC)= (A 门 B)U(ANMC). 这 就 是 说 ,关于 集合 的 交 运算 、 并 运算 满足 分 配 
H.) 

将 集合 4AU(B 门 C) 画 成 明 影 . 
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1.117 


1.118 


1.119 


(a) 4 和 UC 为 阴影 部 分 


(b) 4 但 (8UO) 为 胃 影 部 分 


图 1.11 


(a) An B ma c 为 阴影 部 分 (b) (A 15) Un 为 阴影 部 分 


图 1.12 


W EF HELAS a 夯 成 阴影 以 及 向 下 斜 线 (AAAV $ Br C 画 成 阴影 , 如 图 1-13(a) 
所 示 , 因 此 ,如 图 1-13tb) 所 示 的 总 的 阴影 区 域 是 并 AU{BNMC), 


Z 


他 有 4U 妇 但 CO 为 期 影 部 分 


a 4 和 enc 为 阴影 部 分 


图 1-13 


将 集合 (A UB) 仆 (A UC) 画 成 阴影 . 

解 úp 用 向 上 射线 (// 站 将 4UB 夯 成 阴影 以 及 用 向 下 斜 线 (YAY ) 将 AUC B BE, hu Bl 
1- 14(a) 狐 示 . 因 此 ,如 图 1.14(b) 所 示 的 交叉 阴影 区 域 是 交 (AUB)N(AUC).( 从 图 1-13(b) 和 图 
1-14(b) 看 到 , AU{BNC)= (AUB}N (AUC), 就 是 说 ,关于 集合 的 并 运算 、 交 运算 满足 分 配 律 .) 
将 集合 A‘UBUC 画 成 阴影 . 

解 EF 将 及 的 外 部 区 域 A' 以 及 BUC 务 成 阴影 图 1-15(a) 中 总 的 阴影 区 域 是 并 A UBUC. 
将 集合 AS Y(BAN ORRE. 

Ë sz 按 一 个 方向 一 笔 一 画 地 将 4 的 外 部 区 域 te 画 成 阴影 ,以 及 按 男 一 方向 一 笔 一 画 地 将 
BA C 甬 成 阴影 .交叉 阴影 区 域 是 交 ANCE \ C), 如 图 1.15(b) 所 表示 的 阴影 
将 集合 A 门 B' 丫 C 夯 成 阴影 . 

W E 见 图 1-15(e), 在 A 中 但 在 上 B 和 的 外 部 阴影 区 域 是 所 要 求 的 结果 . 


`, 
H 
i, 


ar 
pe NPE 


etm 


一 ra re 
= 


Se e awqa ena q EN 5 
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1.120 


1.121 


1.122 


1.123 


1.124 


@) AURA AUC 为 阴影 部 分 


图 1- 


(a A Na Ne 


图 1- 


将 集合 AD BC: 画 成 阴影 . 
M EF 面 出 4 和 月 中 但 在 C 之 外 的 阴影 | 
将 集合 Ac (BU Cm p HE. 


(b) (AUB) (A U cC) ANES 
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为 阴影 部 分 


15 


区 域 如 图 1-16ta) 所 示 . 


E EF 按 一 个 方向 - 笔 一 画 地 特 4 的 外 部 区 域 A' 画 上 成 阳 影 , 以 及 按 另 -方向 将 BUC IH 
H; 交 交 阴影 区 域 是 交 A (BU C), WE 1-16(b) 所 示 的 并 影 . 


将 集合 AUIBAC) 画 成 阴影 ， 


K B A C 画 成 阴影 , Gi Bg] 


解 Er 将 及 面 成 阳 影 ,以 及 将 在 B PAMTE CHH 


AULRA CC 如 图 1-160c) 所 示 ， 


把 同属 于 3 个 集合 A, B,C 的 点 ,或 者 不 


£ XERRI. 


区 域 是 


局 于 这 3 个 集合 的 任 一 集合 的 点 组 咸 的 集 


M KE 将 及 有 3 个 集合 A,B,C 的 公共 区 域 , 即 A 1 B YC 画 成 附 影 .然后 将 所 有 3 个 集合 的 外 
部 区 域 , 即 as YC: MARE. TE, X 是 如 图 1-17(8) 所 表示 的 总 的 阴影 区 域 . 


将 怡 好 属于 3 个 集合 A,B,C 中 之 一 个 的 所 有 点 组 成 的 集合 Y 画 成 阴影 . 


E EF 将 上 和 CC 类 部 的 A 中 的 区 域 , 即 及 们 记 门 (* 夯 成 阴影 .然后 将 A 和 C 外 部 的 B 的 区 


WRA NBAC 画 成 阴影 .最 后 将 A 和 B 外 部 的 C 的 区 域 , 邵 A NBN C BIR BS. Bl1-17(b) 
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(c) 4U(B10) 为 阴影 部 分 


图 1-16 


te n —— — 


POR A POEMS: YOE, Y=(ANBENOU(ANENOULANBNAC)). 


x 


: 


x 


i 


(0 ZAMER 


图 1-17 


1.125 设 之 是 由 恰好 属于 3 个 集合 中 的 2 个 集合 的 那些 点 组 成 的 集合 . 试 将 集合 ERA 
影 . _ K 
解 将 C 外 部 4 和 日 的 公共 区 域 , 即 4 门 BCe HERRE. REH B SRA ACHRE 
域 , 妈 ANENCHARRE. 最 后 将 AEB 和 CC 的 公共 区 城 , 即 ae B IC BRI. M 1-17 
(ce) 所 表示 的 总 的 阴影 区 域 是 Z. : 


TO _ s pi haai 


基本 积 


1.126 


1.127 


1.128 


1.129 


1.132 


1.133 


1.134 


集合 AL A... A, 的 一 个 基本 积 是 形 为 
Aw N AZN = N AF 

的 表示 式 , 此 处 A* 或 是 4, 或 是 4; WEERA AARRE P 和 P, 是 不 相交 
(分 离 ) 的 . 
证 EF K Pi 和 Po 在 第 :个 集 介 不 癌 , jim, p. S 及 ,而 Pz @ At. 3EZ P, E. 及 ,的 一 个 子 集 ， 
而 已 是 4 的 一 个 子 集 . 因 此 ,Pi 门 P:= 它 ,这 正 是 我 们 查证 明 的 . 
R na TREA, An, A, 的 基本 积 的 数目 ， 
W EF 集合 44 可 有 两 种 选择 方法 ;4); 或 Ai. 同 理 ,集合 A? 也 可 职 为 A 或 AS, 等 等 .因此 有 
2x2x.… x2=2" 种 这 样 的 基本 积 ， 
列 出 集合 4,B fll C 的 所 有 基本 积 . 
E 有 如 下 23=8 种 这 样 的 积 ， 

Pi =A [I B m C. P, < An Bn C, P, = A E n C, 

P, = A pn E n C, P, = A: 1 B r) C, P, = AABN C, 

Pi=A& n En 8, Pe =a rn F n C. 
在 图 1-6(b) 和 集合 4,B,C 的 文 图 中 ,8 个 区 域 的 每 
一 个 都 表示 一 个 基本 积 .试用 出 现在 习题 1. 128 的 
基本 积 P, 到 Ps 标注 这 些 区 域 . 


解 E 见 国 1.18.A.B 和 的 公共 区 战 标注 Pi=ANB /ENA 


站 C;C 外 部 A MB HARRIE PS ANEN: BH 

外 部 4 lC 的 公共 区 域 标注 P3= .ANB C. 33. C p, 
将 A 们 (BUC) 写 成 (不 相交 的 ) 基 本 积 的 并 . 

解 EF 由 图 1-11(h), AfN{BUC} 由 文 图 的 8 个 区 域 中 区 1.18 


的 三 个 区 域 组 成 .这 三 个 区 域 对 应 三 个 样本 积 A 门 BN 站 记 ， 
AD Br CH ANEN C BN H, 
AñnñiBUCy=(—(aAnBne J(AnBnOC)U ANBN eC). 
将 4A‘ 门 (BUC}) 写 成 (不 相交 的 ) 基 本 俱 的 并 . 
WW 日 图 1-16(b), A 站 (BUCI 由 文 图 的 对 应 下 基本 积 ANBNC,ANBNC 和 ANE 
站 上 C 的 3 个 区 域 组 成 .内 此 
Af (BUC)- twe nBnecyuUte nn sBnec ule ne noÚ. 
将 AUCB 站 CC) 写成 基本 积 的 并 . 
解 ¿wm 应 月 图 1-13(b) 中 AU(BNC) 的 女 图 ,我 们 得 到 
AU(BNC=(ANBNOUGANBNCIVU (ANBEN ce 
UANBNCUANBENG). 
HAUG C) 写 成 基本 积 的 并 ， 
解 ez 应 用 图 1-16() 中 4 (BN C) 的 文 图 ,得 到 
AL(B\C}=(ANBNOUCANBNCOIUANENC) 
UaANBNncOUaANnn r) C). 
REE A,B,C 和 DD 的 基本 积 数 目 . 
解 上 固有 4 个 集 仓 ,因此 有 24= 16 个 这 样 的 基本 积 . 
W X=ANBNAC. 是 一 个 基本 积 吗 ? 


rr va 


1.5 
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W ¿< 若 仅仅 涉及 集合 A,B 和 C, 则 外 是 一 个 基本 积 .但 车 涉及 更 多 的 集合 ,比方 说 , A,B,C 
和 口 , 则 X 不 是 一 个 基本 积 .具体 地 说 ， 

x=(AanBncnpDpu(AnBncnoeob, 
XERE, B, C Tl D 的) 不 相交 基本 积 的 并 . 


集合 代数 、 对 偶 性 


这 一 节 始 终 用 到 下 面 的 定理 (虽然 该 定理 的 每 一 部 分 来 自 第 十 三 章 讨论 的 类 似 的 逻辑 定 
律 ,但 定理 的 某 些 部 分 在 下 商 给 予 证 明 .) 
定理 1.3 和 集合 满足 表 1.1 中 定律 . 


1.136 


811 集 代 数 定律 
FFR 
la. AUA=A lb. ANASA 
结合 律 
2a. (AUB)UC=AU(BUC) 2b. ANBINC=ANIBNC) 
ZR 
3a. AUB=BUA 3b. ANB=BNA 
分 配 律 
4a, AU(B I C)=(AUB) I (AUC) 4b. AñQ(BUC)=(AfB)U(Añ'C) 
同一 律 
Sa. AUØ=A 5b. ANUSA 
6a. AUU=U éb. AÑNZ=Ø 
XJ 5 38 
7. (AY =A 
补 余 律 
Ba. AUA =U 8b. ANA =Ø 
Ja. V=øØ 9b. B's=U 
W REE 
10a. (AUB)'=ANB 10b. (ANB) =A UE 


证 明 德 :摩根 定律 .(a}{A UB) =A NB, OANBY SAUB. 
E F (a) 用 两 种 方法 来 证 明 这 个 集合 等 式 .第 一 种 方法 是 用 X= Y 等 价 于 XCY 且 YCX. 第 
二 种 方法 是 用 文 图 . 
#ik— #%(ÜJBW EGEBBCAU BCA NE. E z €(AUB). W z & AUB HE z&A Bx&B,I8 
而 , x EA HEBE z€ A°f1E. 

其 次 ,我 们 证 明 A 人 BSCAUB)'. 设 xEANB, 则 zEA' 且 xE€EB, 因 而 z 帮 A 有 上 且 z 专 B， 
国 此 z&AUB,šR >€ (AU B)'. 

我 们 证 明了 (AUB) WSB FOGRE ST A (B E ANB HE ERATU AAt 
SL aE mi T B TAS ABB] .BD (AUB) = ANB. 
方法 二 图 1-7(b) 中 (4UB) 的 文 图 和 图 1-8(b) 中 ANE 的 文 图 表明 (4UB) AANB 表示 
相同 区 域 . 故 {4UB) = ANB. 
MË, g EA RAE A 的 外 部 区 域 4 成 阴影 1 六 ,然后 一 笔 一 画 地 向 下 斜 画 
aE B° 成 阴影 (NS ), 各 图 1-19(8) 所 示 , 因 此 总 的 阴影 区 域 为 图 1- 19(b) 所 示 的 A U E. 5 


-21> 


1.139 


1.141 


1.142 


l 
g 


| 


| 


u) 5 所 示 阴 影 部 分 为 直 b) AUR 
SSW WE 39 p° (b) Ur 为 阴影 部 分 


图 1-19 


证 明 司 一 律 ,;(a}A UZ=A;(bjANMNU=A. 

证 EF (REJET ASAU R rEAUJUØ, M rEAR rEZ NAESER 
rZ HM rEA. JEAUQCA W AUQ=A. 

(DRR JE 1.79, A NUTA L yE A. 3 UZ Ni rev, Am rEAnUu REAS 
ANU. t ANU=A. 

WEER: aA USUWANIA. 

证 F (OREJA 1.79, USAUU. H F URRH, AE a UUCU i AUU=U. 

{b) 根 据 习 题 1.79, ANJI. B TIETE Ni Z= AGO. AAND =Ø. 

证 明 分 配 秆 : (a AUC(BNMC)= (AUB)NM(AUCY);(b}AN(BUC)=(ANB)U 
(Af1C). 

证 EE (3) 由 图 1-13(b) 和 图 1-14tb} 中 文 图 可 知 , AU (Br1C)8I(CAU B OCA UC) 表 示 相 同 
的 区 域 . 国 此 AUtBNMCY- (AUBINMNCGAUC), 

(hb) 由 图 1-11(b) 和 图 1-12tb) 中 文 图 可 知 , A 站 (BUC) 和 (BA 人们 BU(ANC) 表 示 相 同 的 区 域 , 轩 
此 ANBUC)= CANBIU CANC). 

证 明 交 换 律 (a)}AUB=BUA;(bjANmnB= BNMA. 

证 EF (AUB=|z:7rEA 上 或 xEBi=ircrEB 或 zEaiI=BUA. 
(WANB=ir:zE A H zEB!=tr;:r€EBHrEAl=BNA. 
WERE: (aJAUA = A; DANASA. 

证 ER (a)alla=[r i r€ A K E€ Al=1ziz&€Al=A. 

()AÑQA= riz€A H rEA!=|r:rEAi=A. 

HEB. (A) = A. 

证 EF (Ate = zi 各 由 = l2a z€ ALS A. 


今后 用 到 下 面 的 定义 ， 
定义 ”关于 集合 方程 E AAE “是 交换 E hq Ur u 和气 , 即 用 门 ,WU ,多 各 
DAER E FHU, N, UMATRAS. 


1.143 


1.144 


写 出 下 列 集合 方程 的 对 偶 ， 

(aitU 门 AI)UCBmA)=A (ba 站 UDDD(2UA)= Ø. 
W E 在 每 个 集合 方程 中 交换 UU 和 和 门 以 及 可 和 儿 : 

(a ZUAINCBUA)=A, (WIAURIUTN AY=U. 

写 出 下 列 集合 方程 的 对 作 ; 

(HAUB MAUD = AUZ; (bXADUU(B D A)=A 
8 分 别 用 门 ,UU, 客 和 器 替代 ,和 门 ,UD 和 放 : 

(a ANBIL CANB)=ANU, (bXAU2)0D08UA)=A. 
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1.145 


1.146 


1.147 


1.148 


货代 数 


1.149 


1.150 


1.151 
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写 出 下 列 每 个 集合 方程 的 对 侦 ; 
(WAU(ANMB)=A; (PANBIUCA NBIU ANBIUANB)=U; 
(OCAUDNGANG)= Ø; (dMAUBIMNMCBUC)= (ANC)UB. 


W š 分 别 用 门 , U, 23 uU, A. u; 


(Añ (AUB)= A, ((AUB) CA UB) (AUB)D (A UB)= 8, 
(ANGIUCAUD=U, ANBIU(BNC = AUONB. 
写 出 下 列 每 个 集合 方程 的 对 侦 ; 
(a}{AUBUCY=(AUCYNCAUB)Y; (bAUB=(BE NA); 
CNXANUFNA= Ø; (dA=(B A )U (AD B). 
W EF (aXANBNCY=S(ANCFUCANEB), (bA B=(B' UA, 

(c AUg) UA=U, (QA=(BF'UA)PD(AUB). 
= F?| 84 E r y B XH; 


aA UB UC =(AP BO C); 

(XA (O(BUC)=(A n B)U(AD C); 
(JA=(B'F|A)JU(C Y AIUANBN C). 

W EF (JA: BIC =(AUBUC):; 

(AUBIUIBNC = (AUBN AU COC); 

(A=(EFUAINCUAINAUBUC). 

解释 对 偶 顶 理 ， 

解 ” 财 对 候 原 理 是 说 , 如 果 某 些 公理 天 含 它们 自身 对 从 ,那么 任 一 定理 车 是 这 些 公理 的 一 个 推 
断 , 则 其 对 偶 也 是 这 些 公理 的 一 个 推论 ,对 于 任 一 给 定 的 定理 及 其 证 明 ,该 定理 的 对 侦 可 在 原先 证 
明 中 用 每 一 步 的 对 偶 按 同样 方法 得 到 证 明 . 


考虑 对 于 并 , 交 和 补 运算 的 集合 .(a) 解 释 集 代数 的 含义 ;(b) 说 明 为 什么 对 偶 产 理 用 
于 集 代数 . 
解 “p (ae) 集 代 娄 归结 为 表 1-1 中 的 定律 并 且 那 些 定理 的 证 明 要 用 这 些 定律 而 不 是 其 他 定律 ， 


就 蚊 说 , 那些 定理 都 是 这 些 定律 的 一 个 推论 . 

(b) 1-1 中 每 个 定律 的 对 偶 也 是 表 1-1 中 的 一 个 定律 .因此 对 仿 原 理 用 于 集 代数 ， 
应 用 表 1-1 中 定律 证 明 恒等式 ， 

(UNAU CBNA)=A;KbXØUANAGBUA)=A. 


证 EF (a) 
际 述 理由 
(WNAIUCBNA)= (CANTDU ANB) 交换 律 3a 
=AN(VUB) 分 配 律 4 
=AN(BUUD) 交换 律 3s 
=ANU 同一 律 6a 
=Å 同一 律 5b 


(b) 这 是 (a) 中 证 明 的 恒等式 的 对 侦 , 因 此 根据 对 偶 不 理 , 它 是 正确 的 . 换 名 话说 ,在 (a) 的 证 明 中 ,用 
对 候 陈 述 赫 代 每 一 步 便 得 到 这 个 恒等式 的 一 个 证 明 ， 

证 明 右 分 配 律 

(BUCONA=(BNAU( CNA):; 

(b}H{BNCIUA= (BUAIN (CUA). 


证 EF (a) 
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1.152 


1.153 


1.154 


1.155 


陈述 理由 
1.{BUONMNMA = AN(GBUC) 1. 交换 律 
2. =s(ANBÐ UKANC) 2. 分 配 律 
3. =(BDA)U(C'YA) 3. ZRP 
(b) 这 是 (ay 中 证 明 的 恒等式 的 对 个 ,只 要 在 上 面 的 证 明 中 用 其 对 侦 起 代 每 一 步 就 行 : 
陈述 理由 
1.{BNOUYUA =AU(BR O) 1. ZR 
2. =(AUB)ñ(AUC) 2. 分 配 律 
3. =(BUA)ImICUA) 3. 变换 律 
证 明 下 列 集合 恒等式 ， 
(a(tAURBINCAUB)=ADANBIU (ANB)= A. 
证 EF (a) 
陈述 理由 
1.(AUBINCAUB)=AUBNMNB) 1. 分 配 律 
2.B B =Ø 2. 补 余 律 
3...6( AUB) (AU B)= AUG 3# 换 
4,AUg=A 4. 同 一 律 
5 (AUB) CAUB:)= A sP # 
(b)E (a) AI RERE. 
证 明 吸 收 律 ,(ayAUCAMB)=A; WANAUBSA. 
证 EF (a) 
AU(ANMNB)- ANDU(ANB) 同一 律 
= AN{UUB) 分 配 律 
=AN{BUU) 变换 律 
=AñU B]—#Ë 
=A 同一 律 
{b) 由 ta) 和 和 对偶 原理 得 到 . 


ER: GKB ADAC UZY = (CAUB), (AB USUA NU = ANB).. 
证 EF fa) 


BENDNGA UE)= BNA F -Æ 
=A NB 交换 律 
=(AUBY: 德 .摩根 定律 
tb) 由 ta) 和 对 侦 原 理 得 到 . 


集 代 数 是 用 并 、 交 和 补 运 算 定 义 的 , 在 集 代 数 中 , 集 包 含 定义 如 下 ; 
AZB 意 指 ANBA. 
用 这 个 定义 证 明 , 若 AEB 且 B 守 C, 则 AECSC. 


证 她 

陈述 理由 
LA=ANBHB=8ñÑC 1. 子 和 集 定义 
2.…4=A 门 (BC) 2. 代 换 
3.A=(An Bn C 3.25 247 
4. .A=AD C 4 


s. ATC 5. FEX 
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1.6 有 限 集 { 合 ) .计数 原理 


这 一 节 用 到 下 面 的 定义 和 记号 ， 

定义 ”车 一 个 集合 恰好 含有 m 个 不 同 的 元 素 ,其 中 mn 是 一 个 非 负 整数 , 则 称 该 集合 是 有 
限 集 ( 合 ) .否则 , 称 它 是 无 限 集 ( 合 ). 

记号 若 一 个 集合 4 是 有 限 的 , 则 n(A ) 表 示 4 的 元 素数 目 . 
1.156 ”判定 下 列 集合 哪些 是 有 限 的 : 


1.158 


1.159 


(a)A = | 一 年 中 的 季节 1; (b}B = | 美国 的 州 | ，; 

(c)C= 1 小 于 1 AERX]; (d)D= | 奇 整数 |; 

(eE = 112 的 正 整数 因 于 |; (f= 1 生活 在 美国 的 猫 } . 

解 E (a)4 是 有 限 集 合 , 因 一 年 中 有 四 季 , 即 n{4)=4. 

(HB 是 有 限 集合 , 因 美 国有 50 个 州 , 即 xz (B) = 50. 

(0) 没 有 小 于 1 的 正 整 数 ,因此 C 是 空 集 .这 样 , C RERS, H nt{C)=0. 
(ODELBERG. 

(8)12 的 正 整数 因子 是 1,2,3,4,6 和 12. 因 此 E ES Ha (E)=6. 
(人 ) 昌 热 计 算 生活 在 美国 欧 猫 的 数目 是 困难 的 ,但 猫 的 数目 奶 是 有 限 的 .因此 下 是 有 限 集 合 . 
指出 下 列 各 个 集合 是 无 限 的 或 是 有 限 的 : 

(a) | 一周 天数 | ; 

(b) [单词 “mathematics( 数 学 }" 中 的 不 同 字母 | ; 

CHAER: 

(d)j 数 1 到 100 的 排序 方法 |. 

M =m {a) 有 限 集 .一 周 有 7 天 ,内 此 该 集合 是 有 限 葛 . 

{b) 有 限 集 .单词 “mathemarties" 中 有 8 个 不 同 字 母 , 因 此 该 集合 是 有 限 的 . 
《co) 无 限 集 . 有 无 穷 儿 个 负 整 救 ,因此 该 集合 是 无 限 药 . 

Cd) 有限 集 . 这 些 数 的 组 省 数目 是 很 大 的 有 将 它们 列 出 是 一 个 元 长 的 工作 ,但 毕竟 是 有 限 数 目 .因此 
该 集合 是 有 限 的 . 

指出 下 询 每 个 集合 是 无 限 或 是 有 限 的 ，: 

(a)! 过 原点 的 直线 } ;; 

(b) i 满足 方程 3x = y 的 直线 上 

{ce) 1! 一 立方 体 的 面 | ，; 

(d)1 具 有 点 (0,0), (0,1) 和 (0,4) 为 隅 角 的 正方 形 |， 

解 EF (a 元 限 集 .这 任 一 点 有 无 穷 多 条 直线 ,因此 该 集合 是 无 限 的 . 
(b) 有限 集 .这 个 方程 表明 只 有 一 条 过 原点 的 直线 ,因此 该 集合 是 有 限 的 . 
C) 一 个 立方 体 有 6 个 面 ,因此 该 集合 是 有 限 的 

(4) 没有 这 样 的 正方 形 锻 足 所 给 的 条 件 .因此 该 集合 是 空 集 , 因而 是 有 限 的 . 
求 下 列 各 个 有 限 集 的 元 素数 目 ， 

(a)A = |2,4,6,8,101; 

(b}B= [ziz2=41; 

{C= Izriz2>zr+21; 

(d)D= 1z:zr 是 正 整数 ,rz 是 15 的 因子 :; 

(e)E = {字母 表 中 在 字母 m 前 面 的 字母 | ; 

(DF= |z:zx 是 x =27 的 解 !. 

R EF (a) 有 5 个 确定 的 元 素 ,因此 n(A)=5. 

(b) 只 有 两 个 根 z =2 和 x= -2, AIE a(A)=2. 

(c) 没有 z 能 满足 所 给 的 条 件 ,因此 CØ = (C=0. 


oe 


PC im P E E pa =R Cr k a 2 iñhak= E 
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(d) 15 的 正 因子 是 1,3,5 和 15, 因此 nn(D)-4. 
(e) # m 之 前 有 12 个 字母 ,因此 n(E}= 12. 
(Ü) 车 品 是 实数 域 R, 则 x=27 只 有 一 个 解 z=3, 因 此 mgF)=1, 但 若 U 是 复数 域 C, 则 zy=27 有 
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习题 1.160 一 1.177 APTA EE. 
引 理 1.4 设 4 和 有 是 不 相 突 (分 离 ;} 的 有 限 集 合 , 则 AUB ET 2 3 6 z 
n (A U B) = n(A) + n(B). 
定理 1.5 设 A 和 B 都 是 有 限 集合 , 则 AUB 和 A 门 B EH S E 
alA U B)= xX(A)+ n(B) —n(A NM B). 


这 样 
n(A | B)= xn(A)+nR(B)- n (A U B). 
定理 1.6 设 A,B 和 C 都 是 有 限 集合 , 则 AUBUC 是 有 限 集合 且 
n(A UBUC) =nlA}+n(B)+nl(C)-nl ANB) -al ANC? 
-níBAC)+nlANBNAC). 
定理 1.7 [包含 -排斥 原理 ) PAL A, A, 都 是 有 限 集合 , 则 A UA UUA, 是 有 


REGE 
nA UA U UA,) = D ah)- 2 n(A, NA) 
liin ligjin 
+ > nl A; n A; 门 A,) 
IiE kR 


-Da A Q A; N NN Aa). 
注 定理 1.$S 和 1.6 是 定理 1.7 的 特殊 情形 . 
1.160 证明 引 理 1.4. 
证 eF 计算 4UB 的 元 素数 目 时 ,首先 计算 在 4 中 的 那些 元 素 .4 有 ntA) 个 元 素 .AUB 的 其 
他 元 素 是 在 B 中 而 不 在 A PATE. BETAN BEATHE, EA PRA BATER, WE B 
中 有 (B) GR VSE A P.A a(AUB)=x(A)+ n(B). 
1.161 ”证 明定 理 1.$. 
证 eF HA AUB 的 元 素数 目 时 ,我 们 计算 4 的 元 素 和 B 的 元 素 .及 有 ntA4) 个 元 紊 以 及 B 有 
n (B) GE BE ANB 的 元 罕 计 算 两 次 .因此 正如 所 要 证 明 的 ; 
n(À U B) = nC(A)}+ nt(B)- ntA NM B). 
另 -~ 方面 ,我 们 有 不 相交 的 并 
AUB=AUBNVA)MRB = (A IB UBA). 
因此 ,根据 引 理 1.4, 有 
n(A U B) = n(A) + n(BNA)PDLE n(B) = ntA NN B) + n (BN A). 
于 是  a(BNA)-n(B)- nl ANEB), Ai 
R(À U B) = n(À)+ n(B)- n(A NB). 
这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
1.162 证 明定 理 1.6. 
证 二 应 用 (4UB)ne=(anmc)UBmnC) 和 (4 信人 站 (BEC)= 和 门卫 人 C, 以 及 反复 应 用 


定理 1.5, 我 们 有 
a(AUBUC)Y=n(AU B+n(C} -nt(AN CU (BN C)] 
=[n(A) + ntB}Y- ntA NM B)] + ntt) 
-[n(ANC)I+n(BN C)- (A n BN OI 
=n(A)+xn(B)+ xa(C)- ala N B)- nla ñ C)- a (B [I C) 
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+alA ñ B r C)]. 
这 正 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 
证 明 .(a)A\B 和 A 门 B 是 不 相交 的 ,以 及 A=(A\B)U(ANMB);{(bjn(tA \ B)= 
n(A)- n(AT[)B). 

W EF (a >C ANBRE rCAPB, MA rEAN B, 因 此 zB, 以 及 因 xEANB, 有 rEB. 
这 个 矛盾 吉明 没有 元 素 = 属于 A \ BT 又 属于 上 4 站 有. 这 就 是 说 ,AAA 中 和 4 门 呈 是 不 相交 的 .而 且 
(ANBDU(AGñ B) =(ADB)U(Añ B)=Af (B U B= Añ DU= A. 

tb) 由 (a) 和 引 理 1.4, 有 
n(A) = n{A\B)+alA ñ B). 
Dat atih 3 ISETEBI 6 tas. 
W ATB. WEH (AU B)=xs(B)B nl ANB}=nlA). 
证 ëm HT ASB, RHA AUB=B RAPñB=A AH s(AUB)=s(BD)H niAaNB)= 
n (A). 
在 正餐 上 ,5 个 人 点 特色 药 ,2 人 从 药 单 上 点 药 , 以 及 1 个 人 只 点 1 个 色拉 . 求 总 的 进 
餐 人 数 m. 
A F 由 于 这 些 集 合 是 不 相交 的 ( 候 定 没有 更 多 人 进餐 ), 因此 进餐 的 总 人 数 是 zz =S+2+I1=8. 
在 一 个 班 上 有 22 名 女 学 生 和 和 18 名 田 学 生 . 总 共有 多 少 学 生 ? 
W E 男 学 生 集 合 和 女 学 生 集 合 是 不 相交 的 ,因此 共有 =22+18= 40 名 学 生 . 
在 一 个 餐馆 工作 的 12 名 服务 员 具 有 学 士 学 位 ,4 名 服务 员 具 有 硕士 学 位 . 求 有 学 位 的 
RARAY 4&( 假 设 投 有 服务 员 具 有 博士 学 位 ). 
解 ” 几 具有 硕士 学 位 的 服务 员 和 集合 MM 包含 在 具有 学 士 学 位 的 服务 员 窜 人 滞 8B 中 .因此 d= 
nu{BUM}=n(B)=12. 
为 了 回收 ,32 人 保存 维和 瓶子 (或 二 者 ),30 人 保存 纸 ,14 人 保存 瓶子 . 求 (9) 保存 纸 和 
瓶子 ;(b) 只 保存 约 ;(c) 只 保存 瓶子 的 人 数 m. 
W w 设 P 和 分 唱 表 示 保 存 纸 和 抠 子 的 人 的 集合 . 
(aE 1.5, 有 
m =n PA B) = nR(P) + n(B)—-n(PUB}= 30+ 14- 32 = 12, 
(b)m =xn(PA B)=xs(Py-xs (PP B)=30- 12=18. 
(em=ntBNVP)=n(B)-n(PNB)=14-12=2, 
调查 80 名 车 主 的 车 型 显示 ,24 人 拥有 小 型 汽车 ,62 人 拥有 的 汽车 不 是 小 型 汽车 . 求 
既 有 小 型 汽车 又 有 别 的 汽车 的 人 数 天 ， 
解 EF MOERB12,k=62+24-80=6, 
你 曾经 访问 12 个 人 ,发 现 他 们 都 去 过 过 斯 尼 人 世界 或 迪斯尼 游乐 场 .着 有 8 个 人 去 这 
迪斯尼 游乐 场 , 则 有 客 少 人 去 过 迪斯尼 世界 呢 ? 
W r 答 案 不 是 4 个 人 去 过 迪斯尼 世界 ,除非 我 们 知道 设 有 人 噬 去 过 造 斯 尼 游 乐 场 及 去 过 迪 斯 
BER RREH, 没有 足够 的 信息 去 确定 甫 答 (除非 , 例如 我 们 知道 去 过 两 沾 地 方 的 俘 ) 
假设 12 人 读 华 尔 衡 日 报 (W) 或 商业 周刊 (8)( 或 二 者 都 读 ). 已 知 3 人 只 读 日 报 和 6 
大 既 读 日 报 又 读 周 刊 , 求 只 读 商 业 周 刊 的 人 数 匀 ， 
A wr 由 于 
WUB= (WV\BIU WNB) LU (BY, WwW) 


以 及 并 集 是 不 相交 的 ,因此 有 
12=3+6+}, 


故 得 大 = 3. 
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询问 10 家 人 有 什么 宠物 得 到 的 回答 是 (i)6 家 人 有 狗 , (ii)4 家 人 有 猫 , (ii)2 家 人 既 无 
猫 也 无 狗 . 求 既 有 猫 又 有 狗 的 家 庭 数 日 不， 
解 EF 有 10-2=8 家 人 或 有 猫 或 丰 狗 (或 有 猫 又 有 狗 ). 揭 定理 1.5, 有 

k-6+4-8=2. 
调查 一 个 集体 宿舍 学 生 在 他 们 房间 里 是 村 有 词典 (万 ) 或 百科 全 书 (T) .结果 表明 , 65 
BEA iA, 150 名 学 生 没 有 词典 ,170 名 学 生 有 百科 全 书 ,50 名 学 生 既 无 词典 又 无 
百科 全 书 . 求 (a) 住 在 集体 宿舍 ;(b) 婚 有 词典 又 有 杏 科 全 书 ;(c) 只 有 白 科 全 书 的 学 生 
AFRE R. 
解 EF mH n(D)=650, nD )=150, n(T)=175, Ta (D° (| Tt) =a( DUTY =50. 
[a) 


k = n(U) = n(D) + aiD) = 650 + 150 = 800. 
{b) 首 先 求 得 
afDUT)= no -aD U TY) = 800 - 50 = 750, 
RE REELS A 
k = n (D [) T) = 650 + 175 -750 = 75. 
(c) 
k — n(T)- n(D [) T) = 175 - 75 = 100 
调查 60 人 发 现 ,25 人 读 周 二 ,26 人 读 时 报 ,26 人 该 幸运 杂志 .而 且 9 人 既 读 周 刊 又 读 
举 运 杂志 ,11 人 既 读 周 刊 又 读 时 报 ,8 人 既 读 时 报 又 读 幸 运 杂 志 ,8 AF2 28 515 + 
读 . 
(a) 求 读 所 有 三 种 杂志 的 人 数 ; 
(b) 在 图 1-20(a) 的 文 图 的 8 个 区 域 中 , 填 上 准确 的 人 数 ,这 里 , N, 人 和 下 分 别 表示 读 
周刊 .时 报 和 幸运 杂志 的 人 组 成 的 集合 ; 
《ce) 求 只 读 一 种 杂志 的 人 数 . 
解 E (aj r= P (ND TÜ F) ERR HARRAN. 8 8 人 三 种 杂志 都 不 读 , 因 此 
ntNUTUF)= 52. 我 们 有 
neNUTU F)=n(N)+ NET}+ a(tF)—- nt(N MN .T) - ntNN F) 
-nTNMNF}+n(tNNMNTNEY. 
AE, 52=25+26+26-11-9-8+z W r=3. 
(b) 所 要 求 的 文 图 ,图 1-2 TE, 


A 
Z 
GA | 


ta) tb) 


B 1-20 


3 人 读 所 有 三 种 杂志 ， 

11 -3=8 人 读 周 刊 和 时 报 但 不 是 所有 三 种 淋 志 ， 
9-3=6 人 读 周 和 判 和 幸运 杂志 得 不 是 大 有 三 种 全 志 ， 
8-3=5 人 读 时 报 和 幸运 杂志 但 不 是 所 有 一 种 杂志 ， 
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25-8-6-3=8 人 只 读 司 刊 ， 
26-8-5-3=10 人 只 读 时 报 ， 
26-6—-5-—3=12 人 只 读 幸 运 杂 志 . 
(c)8+104 12= 30 人 只 读 一 种 杂志 . 
假设 一 学 院 120 名 数学 系 学 生 中 的 100 名 至 少 收 读 法 语 、 德 语 和 人 舱 语 中 一 种 语言 . 青 
设 
65 人 学 法 语 ， ”20 人 学 法 语 和 德语 ， 
45 人 学 德语 ， 25 人 学 法 语 和 俄语 ， 
42 人 学 俄语 ， 15 人 学 德语 和 俄语 . 
(a) 求 学 所 有 三 种 语 青 的 学 生 数 ; 
{b) 在 图 1-21(a) 的 文 图 的 8 个 区 域 中 填 上 准确 的 学 生 人 数 ,这 里 下 , G 和 RR 分别 表 
示 学 法 语 、 德 语 和 俄语 的 学 生 组 成 的 集合 ; 
Ce) 求 (1) 只 学 一 种 语言 和 (2) 恰 恰 学 两 种 语言 的 学 生 人 数 s. 
解 ”# 和 F(a) 根据 定理 1.6, 有 
nt(FUGUR)=n(F)+ n(G)+ n (R) — ntF NG) 
—n(F[) R)-a(G | Ry + = (F n G n R), 
现在 ,由 于 100 名 学 生 至 少 学 习 一 种 语言 ,因此 (FUGUR)=100. 将 它 代 人 上 式 得 
100 = 65 + 45 + 42 — 20 —-25— 15 + x (F Y G n R). 
因此 , (FI GG R)=8,Ël 8 名 学 生 学 习 所 有 三 种 语言 . 
(b) 应 用 (a), 所 要 求 的 文 图 ,图 1-21(b) 如 下 得 到 ， 
8 各 学 生 学 习 所 有 三 种 语言 ， 
20-8= 12 和 名 学 生 学 习 法 语 和 德语 但 不 学 俄语 ， 
25 一 8=17 名 学 生 学 习 法 语 和 有 俄语 但 不 学 菜 语 ， 
15-8=7 名 学 生 学 习 德 语 和 俄语 但 不 学 法 语 ， 
65- 12 - 8— 17=28 名 学 生 只 学 共 语 ， 
45-12-8-7=18 FFE RZA, 
2 一 17 一 8 一 7= 10 FERF RH, 
120 - 100 = 20 名 学 生 不 学 这 三 种 语言 的 性 何 一 种 语言 . 
(ce) 应 用 图 1-21(b) 的 六 图 得 到 
(1)k=28+18+10=56,(2)&=12+17+7=36. 


@ th) 


图 1-21 


询问 100 名 学 生 是 否 修 读 过 社会 学 .人 类 学 和 历史 学 等 三 个 领域 的 课程 .结果 是 : 
45 人 人 收 读 过 社会 学 ， 
38 人 修 读 过 人 类 学 ， 
21 人 人 收 读 过 历史 学 ， 
18 人 人 收 读 过 社会 学 和 人 类 学 ， 


9 人 修 读 过 社会 学 和 历史 学 ， 
4 人 人 收 读 过 历史 学 和 人 类 学 ， 
以 及 23 人 没有 修 读 过 这 3 个 领域 的 任 一 课程 . 
(a) 玉 一 个 家 明 调查 结果 的 文 图 ; 
(b) 求 (1) 修 读 这 一 个 领域 课程 和 (b) 修 读 过 两 个 领域 课程 的 学 生 人 数 庆 . 
W EF 设 S,A 和 碧 分 别 表示 收 读 过 社会 学 ,人 类 学 和 历史 学 的 学 生 组 成 的 集合 . 
(a) 首先 求 得 n(SUAUR)=100 一 23=77. 其 次 ,应 用 定理 1.6, 求 m=n{SN 门 A 站 MH): 
T7 = d5 +38+21-18-9-4+ m, 
因此 >x =4. 现 在 填 所 要 求 的 图 1-22 的 文 图 如 下 ; 
4 人 属于 所 有 3 个 集合 ， 
18-4=14 KWT S fl A (BE FH, 
9-4=5 ART SS 和 五 但 不 属于 4， 
4-4=0 个 人 属于 4 和 五 但 不 属于 5， 
45 一 14 一 4 一 5=22 人 只 属于 S, 
38-14-4-0=20 人 只 属于 A， 
21-5-4-0=-12 人 只 属于 H, 
23 人 不 属于 这 3 个 集合 . 
(Cb) 应 用 文 图 得 到 (1)&=22+20+ 12=54,(2)E=141+5+0=19. 


A 处 


图 1-22 图 1-23 


1.177 “调查 本 地 汽车 商 那 里 正在 销售 的 25 辆 新 汽车 式 祥 看 到 , ETEA 3 个 大 众 化 的 供 选 
择 的 设备 ;空调 (有 A)、 玻 音 机 ( 玉 ) 和 动力 窗 ( 镀 ) .调查 发 现 ; 
15 辆 有 空调 ， 
12 辆 有 收音 机 ， 
5 辆 有 空调 和 动力 窗 ， 
9 辆 有 空调 和 和 收音机， 
4 辆 有 收音 机 和 动力 窗 ， 
3 辆 有 所 有 三 种 设备 ， 
2 辆 汕 有 供 选 设备 . 
求 (a) 只 有 动力 窗 ;(b}) 只 有 空调 ;(c) 只 有 收音 机 ; (4) 有 收音 机 和 动力 窗 但 无 空调 ; (e) 
有 空调 和 收音 机 但 无 动力 窗 ; (人 只 有 一 种 供 选择 设备 的 汽车 数 日 ， 
N te 首先 把 数据 如 下 填 入 图 1-23 A,R 和 W 的 文 图 中 ; 
3 辆 车 有 所 有 三 种 殿 选 设备 ， 
9-3=6 辆 车 有 A LR (QX. W, 
5-3=2 辆 车 有 4 HU W [B X.R, 
4-3=1 辆 车 有 只 和 家 但 无 A， 
15 一 6 -3 一 2=4 辆 车 只 有 A, 
12-6-3-1=2 辆 车 只 有 R. 
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2 辆 车 没有 供 选 设备 . 

应 用 文 图 , 我 们 得 到 
(2)25~-(6+4+2+3+2+1+2) 二 5 部 车 内 有 W, 
(b)4, (Ce)2, (d)3+1=4, (e)6, (f}4+2+5=11, 


EER SE 


解释 术语 “集合 类 "的 用 法 和 术语 " 子 类 "的 用 法 . 

解 tF xE tit ETERO. TEARB, 我 们 称 x 是 一 个 集合 类 , 而 不 称 它 为 集 
合 的 集合 .我 们 将 称 X 的 子 集 为 子 类 ， 

设 A 是 给 定 的 集合 . (aE AKER, H (AER (b) A 是 有 限 集 时 , 求 
乡 (4) 中 元 束 的 数目 . 

W. EF (a)4 的 徘 集 是 4 的 所 有 子 集 的 集合 . 

(b) 多 (有 A) 的 元 素数 目 是 2 的 (AKR, B (P(A)=, 

考虑 集合 A=[11,2,3), {4,5}, 16,7, 81]. 


(aA HEREA? 

(b) 判 定 下 列 每 个 关系 式 是 对 或 是 错 : 

(D1€EA, GD {1,2,3 EA (Gi)[6,7,81€A, 
(iv) {i4, S| CTA, (WoEA, (vi)@CA. 


W. kp (a)A 是 一 个 集合 类 . 它 的 元 素 是 集合 11,2,31,14,5 和 16,7,81 ， 
(bi) 错 .1 不 是 4 的 一 个 元 案 ， 
GDW. 1,2,3 PE A 的 一 个 子 集 , 它 是 4 的 一 个 元 案 . 
(证 ) 对 .16,7,8| 是 4 的 一 个 元 素 
GOR pia S 是 由 元 素 14,5| 明 成 的 梨 , 它 是 4 的 一 个 子 集 . 
(v)8E f R 4 的 一 个 元 素 , 即 它 不 是 所 述 问题 中 列 出 的 3 T 568 2 —. 
(对 . 空 集 悬 任 一 集合 的 一 个 子 集 ,甚至 是 一 个 集合 类 ， 
设 X= ia,5,cl. 求 区 的 者 集 乡 (X). 列 出 多 (X) 的 下 列 每 个 子 类 的 元 素 (X 的 子 
R). 
(a) Y = 含有 两 个 元 素 的 集合 ; 
fb)yz = 含有 三 个 元 吕 的 集合 ; 
OYRA a "的 集合 ; 
(d) Y= 合 有 元 素 “8" 和 “c "的 集合 . 
等 EF S(X)R X 的 全 体 子 集 组 成 ， 

FX) = [Z, jat, bl, ich lab}, lach ib, ch ta, bel]. 
注意 空 集 他 是 X 的 一 个 子 集 ,因此 空 集 何 辕 于 (X). HA, X= ja, b,c ATP WÑ H 2(X) 
&# 2 = 8453. ! 
ta)fa bl, lasci lb, ec}. 
(bla, bct}. 
(olah ia bh lach lebeh 
(dib cl, fa, bcl. 
ËR'A=la,b,c, di HFRS (A). 
H E PTEE A 的 于 集 .因此 

P(A) =[A, la b, ci, la,b,di,la, c, dl, {b,c, d|, 
labil facl, la, dl, ld ch lb dl, desdi, 
tal, pt, diet idt, 2]. 

我 们 注意 到 P(A 22= 164203. 


1.183 


1.184 


1.185 


1.186 


1.187 


1.188 


设 多 = {11,2,3,4,51, 列 出 下 面 的 P (A 8925892638: 

(a) 二 不 舍 元 素 2 或 4 的 集合 ， 

(b) Y; = 光 素 之 和 是 5 的 集合 ; 

(ec)Ys= 有 4 个 元 素 的 集 人 台 ， 

W F 列 出 XX 的 具有 给 定性 质 的 元 索 ;: 

Ca) {1 ,531,51, |1, 31, LSL I3 5h [1,3,54 

(b)12,31,11,41.151; 
(c)|1,2,3,41,11,2,3,51,.11,2,4,51.11,3.4,51,12,3,4,51. 

求 下 列 每 个 集合 的 宪 集 的 元 素数 是 ， 

(a)i—, l; 

(by SK E. 2 3ti< 3. 火车 ,飞机 |; 

OIE 

(d}į{1,2,3,4,5}. 

解 EF ?7(4) 有 297 个 元 素 , 因 此 ,Cay22=4,{b)24=16,{c)21 =2,(d)25= 32. 
TRARRE 3 (名 ) 是 空 集中 ? 

E FF 不 是 .3(2)= | 好 1. 它 是 具有 一 个 元 素 , 即 空 集 的 类 . 

求 下 列 每 个 集 台 的 等 集 的 元 素数 目 ， 

(a)]z;z= 是 一 星期 的 一 天 |; 

(biziz Æ 6 H- AEAT t 

(c)|z:z 是 一 年 中 的 一 个 季节 1; 

(8) |z:x 是 单词 “yes" 的 一 个 字母 1 

8 EF (a)27=128,(b)24-=16, 因 有 4 个 因子 :10,2,3,6.(cj24= 16. (d)? =8. 
设 A= [ia jb, c,d eh dc, dil. FUH A BER, 并且 判 定 下 列 关 系 式 是 对 或 是 错 : 
(aja A; (bial EA; feel de d SA; 
(dlh, cid el ZA; (OAA; (2 6CA. 

W EF 4 的 元 素 是 ljal, |b, d e Mied]. 

{a) 错 .a 不 是 有 A 的 3 个 元 素 之 一 . 

(bX lal A 的 3 个 元 素 之 一 . 

(c) 对 .jlal, edi E A 的 -个子 集 . 

(DE. lbe d el A 的 一 个 元 索 , 但 不 是 子 桌 . 

(e) 对 . 空 集 是 任 一 集合 的 一 个 子 集 ,甚至 是 一 个 集合 类 . 

(D. 空 集 没 有 被 指定 为 A 的 一 个 元 素 . . 
考虑 集合 类 B-[]13,51,)2,4,6],101). 7E B 的 元 袁 并 且 判 定 下 列 每 个 关系 式 是 
对 或 是 错 ; 

(aD ZZB; (b)3€ B; {e)11,3, 5} ZB; 
(d)11,2,3,4,5,616€ B; (e)l12,4, 6}, OLE B; (DiD EB. 


W ef BETRE RASIME. 

(ay. 空 集 蚌 全 一 集合 的 一 个 子 集 ,其 至 是 一 个 集合 类 . 

(b} 错 .3 是 一 个 集合 的 元 索 , 而 该 集合 是 集合 类 H 的 一 个 元 素 .3 不 是 B 的 一 个 元 素 . 
(og. i1, 3, 51E B H- TER, ETETE. 

(d) 错 .11,2,3,4,5,6| 不 基 是 的 一 个 元 素 . 

Ce) 对 .|12,4,6[1, Ol LE B 的 元 素 的 集合 ,因而 是 BB 的 T T. 

(从 对 .101 蚌 B 的 元 素 之 -. 


习题 1.189 一 1.191 考虑 下 州 集合 ; 


. 32 ， 
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1.189 


1.190 


1.191 


1.192 


1.193 


1.194 


E = [11,2,3[, {2,3}, la, b}], F = [la,b1,11,21]. 
求 (a}EUF, (hENMF, (c) E, (d) ENF. 
解 EF (D EUF=[{1,2,3h 12.3], ap 11,2], EE E R F BJ SSH py e. 
{bjENF=[la,&8!], 因 i!a,5| 基 同时 在 这 两 个 集合 中 的 惟一 元 素 ， 
Cc} 因 没 有 结 出 全 集 D, 四 此 不 能 指出 E. 
(dJjEN F=[|1,2,3[, 12,311], EH E 中 不 在 FF 的 元 来 组 成 的 集合 . 
求 HRA PIE). 
E F 这 里 儿 (E) 由 玉 的 全 体 子 集 组 成 , 且 它 有 23=8 个 元 素 : 

P(E =1@, HLA [12,311 Liebt], 
[11,2,31,12,31],(11,2,31,1a, bij, 

. [12,31,1a,b1l, E}. 

注意 了 (E) 是 集合 类 的 -… 个 集合 . 


判定 下 列 关 系 式 是 对 或 是 错 : 

(alab CS F; (b)[11,2,311S E; (c)FSE; 
(4) ZF; (e) EE; (12,316 E. 
解 EF (a) 错 .fa,5| 是 F 的 一 个 元 素 ,而 不 是 子 集 . 

(b) 对 . 


(c) 错 .11,2| EF 不 属于 E. 
(d) 对 . 空 集 是 任 一 集合 的 子 集 . 
(e) 异 .元 素 1 不 是 五 的 元 素 . 
(DX. 
求 集合 4 = ]1,2,3,4, 5 HRR P(A). 
解 F 列 出 4 的 所 有 子 集 , 共 有 2 = 32 个 子 售 : 

P(A) = [B 11,121, 131. 131, 151. 11.21, 1,31, 11.41. 11.51, 

3R 12.41, 12,551, 3,41, 13,51, 14, 5|, 11,2,3}, 
lL,2,41,i1,2,51,12,3,41,.12,3,S1,13.4,51.11,3.41, 
|1,3,51.11,.4,51,12,4,5111,2.3,41. 11,2,3.5|, 
11l.2,4,51,11,3,4,51,12.3,4,51,. A]. 
R AS[]a, bt, ich, id, e, FHRA. 
解 FE 由 于 A 有 3 个 元 素 , 因 此 3(A) 有 =8 个 元 素 : 
PLA) = JA, fa, bt, let] [ia, b}, la,e, fll], [tet la,e, fil, 
Liab Llel1l. [id, e, fi] | 
设 A 是 具有 sx 个 元 素 的 一 个 有 限 集 .证 明史 (4A) 有 2" 个 元 素 ， 
证 EF PÉ X R S ANEA ATESA a € A, AMAA € X 2 a & X. N A 有 
m 个 元 素 , 因 此 有 
— m _ 
2.2:2:… (2 = 2” 

个 不 同 的 集合 X. RREH, PAA 2” 个 成 员 . 


1.8 数学 归纳 法 


1.195 


叙述 数学 归纳 法 原理 的 两 个 等 价 形式 . 
解 其 形式 [: 设 P 是 定义 在 正 整 数 N 上 的 一 个 命题 , 即 对 于 N 中 每 一 个 n, P(n) 或 是 真 或 是 


R.i P 有 下 面 两 个 性 质 : 
《iPt1}) 是 真 ， 
GDA Pin AAT, Pie + DOERR, 


第 -- 登 拧 ë i - 33， 


则 已 对 每 个 正 整数 是 真 . 
形式 I ("完全 归纳 法 ”): 设 PP 是 定义 在 正 整数 集 N Fü. 一 个 命题 ,使 得 
OPMER, 
{ 训 每 当 对 所 有 kin, PEEN, P yb E #£, 
则 PP 对 每 个 正 整 数 是 真 . 
注 : 上 述 归 纳 法 原理 开始 于 no=1, AWER AA nei, Pln) 是 真 .另外 ,我 们 也 可 以 开 
始 于 某 个 整数 n = m, 且 证 明 对 所 有 n>m, Pln) ÆR. 
1.196 W P 是 命题 ;前 x 个 奇数 之 和 是 2, 即 
Pia):l+3+5+ + (2n — 1) = n°. 
(第 n 个 奇数 是 2n - 1, B F— +S Sr t 2n +1.) 证 明 对 每 个 正 整 数 n EN,P E FL. 
证 EF 由 于 1=1, 因 此 P(t1) 是 真 , 设 P(n) 是 真 ,我 们 将 2n + 1 加 到 Pln) 的 两 端 ,得 
l1+3+5+- +(2n - 1) + (2n + 1) = n+(2nt+1)= (n + 132. 
EEE Pln+ 1) .这 就 是 说 ,每 当 P(n) 是 真 时 , Pin + 1 也 是 真 .根据 归纳 法 原理 , 对 所 有 的 n, P 
ER. 


1.197 ”证 明 命题 :前 个 正 整数 之 和 是 x{n +1), M 
P(n):l!1l ar 2+3+ + n = 


证 ep 由 于 1= 方 (1)(1+1), 因 此 这 个 命题 对 n=1 成立 , 即 P(1) 是 真 . 设 P(> ) 是 嘉 ,我 们 将 
= +1 如 到 PCn) 的 两 办, 得 


14243- tant(ntl) = ntn +) + (a +1) 
= + 1) +2(x +1)] 
=n + 1){n + 2)], 
它 是 Pltn +1). 这 就 是 说 ,每 当 Pln) 是 真 时 , Pin+ DEBR. WS EFJ 92 m. 对 所 有 的 n, P E 


真 . 
1.198 证明 下 面 的 命题 ， 


Pln): P +22 + -- + n2 = n(n + 1)(2n +1) 
: 5 | 


证 EF 由 于 1={1)(2)(3)16, 因 此 PIT 是 真 .人 想 设 P(n) 是 真 ,我 们 将 (w+1)* 加 到 P(n) 的 两 
m. 得 


rr (n+1) -et lan tL 


+ (n + 1)° 


nin + 1)(2n + 1) + 6(z +1) 
6 


(n + 1)[(25n + a) + (6n + 6)] 
g 6 


{n+ 1)(2n2 + 7a + 6) 
E 6 


_ (m + (a +2)(2n +3) 
6 


(n +1)y(n + 2) 2(% + 1) + i] 
- Ç ， 
EE Ptn +1). 这 样 ,每 当 Ptn) 是 真 时 , Ptn 十 1) 也 是 真 .根据 归纳 法 原理 , 对 所 有 的 n,P RA. 
1.199 证明 下 面 的 命题 : 


Pin): 1447+ (3n -2) = ntn 1) 3nd f 


W e 因 1=1(3-2)72, 因 此 PUDAR. 设 Pfa) 是 真 ,我 们 将 [3(a+1) -2]= (32 + 1) 


一 rar 


ee maro pahempana a a 


1.200 


1.201 


1.202 


1.203 


1.204 


定理 1.8 设 * 是 集合 S 上 的 一 个 结合 的 运算 , 即 对 任何 3 个 元 素 a, b, c € S, WA. 
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Pin) AmE 
l+4+7+- + (3n-2}+(37a+1} sGr) + (3n + D 


_n(3n — 1) + 2(3n + 1) 
2 


_3n2 + 5n + 2 


_ (s + 1)(35 + 2) 

2 
_(n + D[3(a > 1) -1] 
= 2 , 


EEE P(n +1). 因 此 ,每 当 P(x#) 为 真 时 , Pin +1Tt) 也 是 真 .根据 归纳 法 原理 , 对 所 有 的 n, P 是 真 . 
证 明 下 面 的 命题 ， 


1 ] 1 ai 2 1  _ n_ 
P(n): (3) HD P SO t U t On DOOR TD "24 +1' 
证 EF 由 于 1/3=1/(24+ 1), 因 此 P(D) 是 真 .假设 P(z] 是 真 ,我 们 将 1/[(2n + 1)(2n +3)] 加 
到 P(n) 的 两 端 得 


1 1 1 1 1 
Dt t Gn -Dr + 1) n+ DOn + 3) 


= — 1 _ —_n(2n + 3) +1 
2a+1 (2*=+1)(2n+3) (2n + 1 (2n + 3) 


_ —_2n +3n +1 (n + 1) (n + 1) 
 (2n + 1)(2n +3) (2n + 1)(2n + 3) 


_ n+1 _ n + 1 
= Pa +Š  2(m + 1) + 1' 
它 是 P(n +1). 这 样 ,每 当 P(w) 是 真 时 , P{n +1) 也 是 真 ,根据 归纳 法 原理 ,对 所 有 的 n, P REK. 
证 明 下 面 的 命题 (对 n20): 
Pian): 1+2+242 42 +. 2" = 28+ 1]. 
证 EF h+1=2- 1,818 POJA. BH Pin) 为 真 ,我 们 将 2"!+! 加 到 P (n 055 38, e 
1+2+22 + anat =p gaml 
=2(2"*1) -1 = 2ar2 _ J, 
EEE Pin +1), 因 此 ,等 当 PEER, P(n + 也 是 真 .根据 归纳 法 原理 ,对 所 有 的 n20, P 是 
K. 
证 明 对 a24, n1 2. 
证 EF 由 于 4! =24 字 24=16, 因 此 对 n=4, 公 式 成 立 .假设 n! 22", 我 们 有 
(= +1)! = alia + D ia + 1) ID = ye, 
因此 对 n+ 1 该 公式 成 立 . 根 据 归 纳 法 ,该 公式 对 2224 成立. 
证 明 对 223, n 2n +1. 
这 EF 由 于 =9z2(3)+1=7, 该 公式 对 az=3 成 立 . 假 设 w* 守 2n +1, RNA 
{x + =n? +2n +1222n + 1 +25n +1 
=2n +2+2n 2 2n + 2 +1 = 2(n + 1) + 1, 
这 样 ,对 于 a+ 1, 2 k k AL RR GAE, RORI n23 成 立 ， 
证 明 对 a224,2"222. 
证 Em 由 于 21=16= 旦 ,因此 对 = 和 该 公式 成 立 . 现 说 2? 产妇 .由 于 a na +1( 习 题 1,203)， 
我 们 有 


2"*1 = 2(22 2: 2(n2) n+1= (n + 132. 
于 是 该 公式 对 x+1 成 立 . 根 据 归 纳 法 , 该 公式 对 所 有 n4 成 立 ， 


(a*b)%wc=a*(b* c). BA, n TEFIE aant a, 的 所 有 可 能 的 “ 积 " 都 是 相等 的 . 


《这样 ,涉及 一 个 结合 的 运算 时 ,我 们 可 以 省 去 圆 括号 , 旦 简单 地 写成 a1 * a2* … wa,.) 


1.205 


1.206 


证 明定 理 1.8. 
证 EF 对 二 用 妇 纳 法 证 明 , =1 利 = 守 时 无 疑 是 真 的 , 且 ”=3 时 , 因 * 是 铺 合 的 ,因此 也 
是 真 的 . 设 m>3, 是 应 用 记 导 [用 图 这 替代 * ) 


(aaan) (ad) a )a, 


以 及 
[ajay a] = E M. 
我 们 将 证 明 , [eray anl] = Cerar a). EEE, B Flarar an ARE -个 积 ,因此 存在 一 个 r< 
n 使 得 | elaz…ar]= [alas ar][a ,4…an]-: 因 此 ,根据 归纳 法 ， 
[etiea…as] =Laraz ar][arrl an] 
=[alaz…ar]farri aa) 
=[ajaz ap] Cars an )a,) 
=([a pna, ] {ar an1a 
=[ar™ un-1] a 
= {a 2a-1) an 
= {aar as). 
定理 得 证 . 
证 明 数学 归纳 法 原理 (完全 形式 ) 等 价 于 论述 :每 个 非 空 的 正 整数 集合 含有 一 个 最 小 
的 数 ( 对 于 N 的 舟 序 原理 )， 
证 Em 假设 RN 是 良 序 的 ,并 且 我 们 给 出 一 个 满足 归纳 法 假设 杀 件 (和 《fi 的 命题 P(n). 设 下 表 
示 N 的 一 个 子 集 ,在 此 P 是 假 的 .车 FF 是 非 空 的 , 则 有 一 个 最 小 的 数 q AG), 222, TEPU o, 
Pig- OREA, HTH), P(g) 是 真 .这 个 矛盾 说 明 F 必 是 空 的 .这 样 ,对 每 EAK, PERH 
归纳 法 原理 成 立 ， 
相反 此 ,我 们 假设 归纳 法 夏 理 成 立 旦 存在 NÉ — T T f S, 它 没 有 最 小 数 . 设 S "是 S 的 补 集 ， 
并 且 定 义 命 愿 P(a):m 属于 S* ,Ptn) 满 足 完全 归 销 法 条 件 { DMR) TE ASE (ORO, BI S 将 
有 一 个 最 小 数 ), 因此 S' = N, 这 意 珠 着 $ 是 空 的 . 故 NERTH. 


1.9 论证 和 文 图 
这 一 节 应 用 文 图 去 判定 一 个 论证 的 正确 性， 


1.207 


1.208 


将 下 列 陈述 画 成 文 图 : 

(a) 所 有 学 生 是 懒散 的 ，(b) 有 些 学 生 是 懒散 的 ; 
(c) 没 有 学 生 是 懒散 的 ; (d) 并 非 所 有 学 生 是 懒散 的 . 
E EF (a) 懒 散人 的 集合 包含 学 生 的 集合 ,如 图 1-24(a} 所 示 . 


BEA 
TRO 懒散 人 
(a) (b) (o) 


图 1-24 


(b) 学 生 的 集合 和 懒散 人 集合 有 一 些 公共 元 素 , 如 图 1-24(b)5T s. 

[ce) 学 生 集合 和 祝 散 人 集合 是 不 相交 的 , 如 图 1-24(c) 所 示 . 

(dj 学生 集合 是 不 含 于 懒散 人 集合 之 中 .这 就 引出 图 1-24(b)( 有 可 能 交集 是 空 的 ) . 

说 明 下 面 的 论证 (摘自 于 《阿莉 斯 在 奇 境 中 ?的 作者 刘易斯 ' 卡 罗 尔 写 的 一 本 逻辑 书 ) 
是 正确 的 : 


+ 35 ， 


' 36 - 
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S, : ëB LW t H EL sk HE ORRA, 
52: 我 发 现 你 的 所 有 礼品 都 很 有 用 ， 
53: 我 的 果 痊 盘 没 有 用 ， 


S: 你 送 给 我 的 礼品 不 是 马口铁 做 的 . 

《水平 线 上 的 陈述 Si, S, 和 S, 表示 假设 , 线 下 的 陈述 表示 结论 .车 从 假设 条 件 S1, S; 
和 S, 按 退 辑 推 理 得 到 结论 S, 则 该 论证 是 正确 的 .) 

W =F 由 S1, 物 品 马 口 铁 是 合 于 果 敬 盘 集 合 中 ,以 及 由 S3, 果 冤 总 集合 与 有 用 的 东西 集合 是 不 
相交 的 ,因此 画 出 图 1-25 的 文 图 . 


PHA 有 用 的 来 西 


图 1-25 


由 Sa “你 的 礼品 "的 集合 是 有 用 东西 的 集合 的 一 个 于 集 , 基 此 务 出 图 1-26. 根 据 此 文 图 , 因 “ 你 
的 礼品 "集合 和 物品 马口铁 的 集合 是 不 相交 的 , 因此 显然 结论 是 正确 的 . 


Ria 有 用 的 东西 


图 1-26 


考虑 下 列 假 设 条 件 ， 
S1: 诗 人 是 快乐 的 人 ， 
3: :每 个 医生 是 富有 的 ， 
Si: 没 有 人 人 既 快 乐 又 写 有 . 


判定 下 列 各 个 结论 的 正确 性 ; 
(a) 没 有 诗人 是 定 有 的 ;(b) 医 生 是 快乐 的 人 ;(e) 没 有 人 既是 诗人 又 是 医生 . 


W Er 根据 S1, 快 乐 人 集合 包含 主人 人 集合 ;又 根据 5S;, 快 乐 人 集合 和 富有 人 集合 是 不 相交 的 . 因 
此 各 出 图 1-27 的 文 图 ， 


快乐 的 人 


图 1-27 


根据 s, 富有 人 集合 包含 医生 集合 .这样 , 画 出 图 1-28 的 文 图 . 从 这 个 文 图 看 出 , (a) 和 {c) 是 正 
确 的 结论 ,而 (b}) 则 是 不 正确 的 . 
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快乐 的 人 


Æ 1-28 


1.210 ”构造 一 个 文 图 , 说 明 下 面 的 论证 是 不 正确 的 , 这 里 前 提成 立 但 结论 不 或 立 ， 
3S1; 一 些 学 生 是 懒散 的 ， 
5S2: 上 所 有 男生 是 懒散 的 ， 


3 :一 些 学 生 是 男性 的 ， 
8 == 考虑 图 1.29(g) 的 广 图 , 两 个 前 提 部 成 立 , 但 结论 不 成 立 . 即 使 可 能 攀 造 一 个 文 图 使 前 提 


和 结论 都 成 立 , 如 图 1-29{b), 这 个 论证 也 是 不 正确 的 . 换 句 话说 , 要 -- 个 论证 正确 , 当前 提 是 真 的 
时 ,结论 必须 总 是 真 的 . 


懒散 大 懒散 人 
C = O CETO 
(a) (b) 


图 1-29 


1.211 说 明 下 面 论证 是 不 正确 的 ; 
$i: 所 有 的 学 生 是 懒散 的 ， 
S2: 富 有 人 没有 一 个 是 学 生 


全 


地 


S :懒散 人 不 富有 ， 
8 屿 图 1-30 给 丽 个 前 提 都 成 立 但 结论 不 成 立 的 文 图 , 因此 这 个 论证 不 正确 ， 


° AHA 


图 1-30 


1.212 说明 下 面 的 论证 是 正确 的 ， 
$1; 设 有 学 生 是 懒散 的 ， 
33; 约翰 是 一 位 艺术 家 ， 
5;3: 所 有 艺术 家 是 懒散 的 ， 


E EF 根据 S:, 艺 术 家 集合 是 懒散 人 黛 合 的 一 个 子 集 .根据 S. 懒散 人 集合 和 学 生 集 合 是 不 相 
交 的 ,这 样 , 夯 出 型 1-31 的 文 图 .根据 5S,, 约 翰 属 于 艺术 家 集合 , 因此 从 前 握 得 出 结论 “约翰 不 是 -、 
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1.213 


1.214 


1.215 


名 学 生 ". 换 和 句 话说 ,该 论证 是 正确 的 . 


WAKA 
艺林 家 


图 1-31 


说 明 下 面 的 论证 是 正确 的 ， 
S1: 所 有 的 律师 是 富有 的 ， 
S52: 诗 人 是 敏感 的 ， 
S3: 奥 德 莉 是 一 名 律师 ， 
S4: 没 有 一 个 敏感 的 人 是 富有 的 ， 


S : 奥 德 莉 不 是 一 位 许 人 ， 
W EF 由 前 提 S1, S, 和 S, 导出 图 1-32 的 文 图 .根据 5;, ABARTH, 它 与 许 人 集 
合 不 相交 .因此 “ 奥 憩 莉 不 是 一 位 诗人 "是 一 个 正确 的 结论 ， 


富有 人 ESA 


图 1-32 


说 明 下 面 的 论证 是 不 正确 的 (即使 每 个 陈述 都 是 正确 的 )， 
S1: 某 些 动物 能 思考 ， 
5S2; 人 是 动物 ， 


S: 人 能 思考 . 
解 EF 图 1-33 给 出 两 个 前 提成 立 但 结论 不 成 立 的 文 图 ,因此 该 论证 是 不 正确 的 . 


胆固醇 
m tk 
EAR ' 


E 1-33 图 1-34 


判定 论证 ， 
3S1: 所 有 红色 肉 类 含有 胆固醇 ， 
S2: 没 有 昂贵 的 食品 含有 胆略 醉 ， 


S: 红 色 肉 类 不 是 昂贵 的 
的 正确 性 . 
W EF 由 前 提 sS 和 Ss 导出 图 1-34 的 文 图 .这 样 ,红色 内 类 和 咏 贵 食品 集合 是 不 相交 的 .因此 ， 
5 是 一 个 正确 结论 . 


. 39 ， 


1.216 


1.217 


1.218 


1.219 


判定 论证 : 
S1: 纽 约 是 一 个 大 城市 ， 
S3: 埃 里 克 生 在 有 电车 的 一 个 城市 ， 
Si: 没 有 大 城市 有 电车 ， 


5S; 埃 里 克 不 住 在 纽约 
的 正确 性 . 
E ES 由 的 所 S 和 S, 导出 图 1.35 的 文 图 .根据 $2, 埃 里 克 住 在 有 电车 的 城市 .由 图 1-35, 这 
样 的 城市 不 包含 纪 约 .因此 S 是 正确 的 结论 ， 


Rh 
有 电车 的 城市 


图 1-35 图 1-36 


判定 下 面 的 论证 的 正确 性 : 
S1: 所 有 黄金 珠宝 是 昂贵 的 ， 
S2: 没 有 和 耳环 蚌 员 人 贵 的 ， 


S$: 耳环 不 是 黄金 做 的 ， 
G EF 由 前 提 S, 和 S, SB PH 1.36 的 文 图 .这 样 ,耳环 集合 与 黄金 珠宝 集合 是 不 让 交 的 ,就 是 
说 ,S 是 正确 的 结 沦 . 
判断 下 面 论证 的 正确 性 ;: 

S1: 我 的 所 有 朋友 是 音乐 家 ， 

S2 :约翰 是 我 的 朋友 ， 

S :我 的 邻居 都 不 是 音乐 家 ， 


S :约翰 不 是 我 的 邻居 . 
解 EF 由 前 提 S, 和 S, 导出 图 1.37 W CI R s. 约 昔 属 于 朋友 集合 , 它 与 分 居 集合 不 相 
3 TE S 是 一 个 正确 的 结论 , 从 而 该 论证 是 正确 的 ， 


音乐 家 


图 1.37 图 1-38 


考 虚 下 面 的 假设 ; 
Si1: 所 有 的 词典 都 是 有 用 的 ， 
$2: 玛丽 自己 只 有 传奇 小 说 ， 
判定 下 侧 各 个 结论 的 正确 性 ; 
(a) 传 奇 小 说 不 是 词典 ; 
(b) 玛 南 自 己 没 有 词典 ; 
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1.220 


1.221 


(c) 所 有 有 用 的 书 是 词典 . 
W F 由 3 个 前 提 导 出 图 1-38 的 文 图 .从 该 图 得 到 (sa) 和 {b) 是 正确 的 结论 .但 是 , {c) 是 不 正确 
的 结论 ,因此 可 以 有 有 用 的 书 不 是 词典 . 
考虑 下 列 假设 : 
S1: 所 有 羊毛 衫 是 暖和 的 ， 
S2: 我 的 衣服 没有 一 件 是 暖和 的 ， 
33: 马 歌 只 卖 羊 万 衫 ， 
判定 下 列 各 个 结论 的 正确 性 : 
(a) 我 的 衣服 没有 一 件 是 羊毛 制 的 ; 
Cb) 马 葡 的 所 有 衣服 是 暖和 的 ; 
(Cc) 我 的 衣服 没有 一 件 来 自 马 葡 . 
W EF 由 3 个 前 提 导 出 图 1-39 的 文 图 , 它 表 明 {a), (b) 和 (c) 都 是 正确 的 结论 ， 


去 年 果园 
我 的 衣服 
úi 


图 1-39 图 1-40 


考虑 下 列 假设 : 
Si1: 我 的 所 有 的 是 贵 的 树 是 去 年 种 植 的 ， 
S;: 我 的 所 有 水 果树 在 我 的 果园 里 ， 
S3: 果 园 里 没有 去 年 种 植 的 树 . 
判定 下 列 结论 是 否 正确 ， 
(a) 果 树 是 去 年 种 的 ; 
(b) 果 园 里 没有 吊 贵 的 树 ; 
(c) 没 有 果树 是 昂贵 的 
解 EF 由 3 个 前 提 导 出 图 1-40 的 文 图 .该 图 表明 (b) 和 (ce) 是 正确 结论 ,但 (a) 是 不 正 衫 的 . 
考虑 下 列 假设 ， 
S1; 没 有 实用 汽车 是 昂贵 的 ， 
S$,: 有 太阳 顶 的 汽车 是 昂贵 的 ， 
Ss: 所 有 的 货车 都 是 实用 的 . 
判别 下 列 各 个 结论 的 正确 性 ， 
(a) 没 有 实用 汽车 有 太阳 项; 
(b) 一 些 货车 是 昂贵 的 ; 
(0) 没 有 货车 有 太阳 顶 ; 
(d) 所 有 实用 汽车 都 是 货车 ; 
(e@) 有 太阳 顶 的 汽车 是 不 实用 的 . 
解 #5 由 3 个 前 提 导 出 图 1-41 的 文 疼 . 该 图 表明 (a), (c) 和 (e) 都 是 正确 的 结论 ,但 (b) 和 {dd) 是 
不 正确 的 . 


* 41 ， 


1.223 


1.224 


1.225 


E 1-41 E 1-42 


判定 下 面 论证 的 正确 性 ， 
Si: 婴儿 是 缺乏 垩 辑 的 ， 
Sz: 没 有 能 管理 鳄鱼 的 人 被 吉 视 ， 
$3: 人 缺乏 逮 辑 的 人 被 鄙视 ， 


S m LR EBA, 
(上 述 论证 摘自 刘易斯 . 卡 罗 尔 的 《符号 逻辑 》, 他 也 是 {阿莉 斯 在 奇 境 中 } 的 作者 .) 
解 Fm 由 3 个 前 握 导 出 图 1.42 的 文 图 .由 于 要 儿 和 集合 和 能 管理 鳄鱼 的 人 的 集合 是 不 相交 的 ,办 
此 “要 儿 不 能 管理 鳃 鱼 "是 正确 的 结论 . 
考虑 下 列 假设 : 
51: 所 有 数学 家 是 有 趣味 的 人 ， 
S2: 只 有 没有 趣 际 的 人 成 为 保险 销售 员 ， 
53: 每 个 天 才 的 人 是 一 个 数学 家 . 
判定 下 列 各 个 结论 的 正确 性 ， 
(2) 保险 销 售 员 不 是 数学 家 ; 
《b) 一 些 天 才 的 人 是 保险 销售 员 ，; 
(c) 一 些 天 才 的 人 是 有 趣味 的 人 ， 
解 Em 由 3 个 前 握 导 出 图 1.43 的 文 图 ,该 图 表明 (a) 和 (c) 是 正确 结论 (事实 上 , 每 个 天 才 的 人 是 
有 趣味 的 人 ), 但 (b) 是 不 正确 结论 ， 


ERKA mA 学 院 毕业 生 


图 1-43 E 1-44 


考虑 下 列 假 设 : 
S1: 所 有 诗人 是 贫穷 的 ， 
9S2: 为 了 当 一 名 教师 ， 他 必须 毕业 于 学 院 ， 
33: 没 有 学 院 毕 业 生 是 贫穷 的 ， 
判别 下 列 各 个 结论 是 否 正确 : 
(a) 教 师 是 不 贫穷 的 ; 
(b) 诗 人 不 是 教师 ; 
(<) 学 院 毕 业 生 不 能 成 为 诗人 . 
解 E 由 3 个 前 担 导 出 图 1-44 的 文 图 .该 图 表明 (a), (b} 和 (ec) 都 是 正确 结论 . 
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1.226 ŻA A 和 8 的 对 称 差 , 记 作 AOB, 定义 为 
AG B=(AUB)N(8A D B). 
这 就 是 说 , AGB E HB A 或 日 ,但 不 同时 属于 A #l B 的 元 素 组 成 的 集合 . (图 
1-45 表示 A®B 的 一 个 文 图 . ) 证 明 AGB =(ANAN HB)J(BNA). 


ETETA 


图 1-45 


证 eF 方法 一 设 zEAB, 即 过 属于 4 或 王 但 不 同时 属于 AMB FEA Mrgn A 
而 xzEAA\EB. 若 zxEB, 则 zx 在 A, 因 而 <EBYA. 因 此 属于 4\B 或 BA, 即 zE(4B)U 
(B\ A). TE, AQBS(A N B)U(BN A). 
设 yEtavB)UCBAA) 则 属于 4\B 或 B\A, 若 yE4AB, 则 y 尾 于 4 但 不 同时 属于 
及 各 B, 若 yeE BA, 则 y 属 于 8B 但 不 同时 属于 A 和 吾 .因此 y 属 于 4 或 召 但 不 同时 属于 4 HUB, 
即 yEA 田 B. 于 是,(A\ B)U(B A)SAQB. 综 上 二 结论 得 到 ADE =(A\ BJU(B\ A). 
方法 二 图 1-45 的 文 图 中 的 阴影 区 域 也 是 (4\ B)U (BAA), 因此 ABB= (A\B}U(B\A). 
习题 1.227~1.230 考虑 集合 ， 
A='1,2,3,4,5,6!, B=|4,5,6,7,8,91, C=11,3,5,7,91, D=12,3,5,7,81. 
1-227 求 (a)A®BB, BOC. 
E F (aj 首 先 求 得 4&\ 日 = 11,2,3 以 及 BA=17,8,9j. 于 是 ADB 是 并 ， 
AGB =(ANB)U (BN A) = 11,2,31 U 17,8,9| 
= 11,2,3,7,8,9!, 
(by 首先 求 得 BNC=- 46 BR CNB= 1,31. TE 
BEC = 11,3,4,6,8|. 
1.228 OCOD, (b)AG@D. 
W E (DC yD=11,91, DAC= :2,81, 因 此 
CBD= 11,2,8,9!. 
()AAND= 1,4,6|, DN A=|7,8|, 因 此 
ADBD= 11,4,6,7,8!. 
L229 3K(ayA Y(BODD), (BANBIOAND). 
K ëm (OBA D= 14,6,91, DX B= 12,34, AE BDD= |2,3,4,6,91. F JE 
A Y (B8@ D) = 12,3,4,6|. 
R ANB=]4,5, 61M A YD = 2,3,5|. 其 次 计算 
(ANB}\(AND) = [46] 
以 下 
(AY DYA (A N B) = 1243h, 
因此 
(An B) (A n D) = 12,3,4,61. 
{注意 到 , ANOD) =(ANDAAND)) 


第 一 章 # 


少 
= 


. 43: 


1.230 求 (AU(BBD), (bh}(AU B)OXAUD). 
W EF (4) 由 习题 1.229(a), BOD= 12,3,4,6,91, 因 此 
AU(BG D) = .1,2,3,4,5,6,9!. 
()AUB=11,2,3,4,5,6,7,8, 9 AUD=.11,2,3,4,5,6,7,81, 因此 
(AU PYN(A U D) = |9} 
以 及 
(A U D)N(A U B; =ø, 
K(AUB)G(AUD)= 191. 
‘注意 到 , A U(BGDD)Z(AU B)SDCAU D). AAi 1.229 比较 .) 
定理 1.9 ”对称 差 满 足下 刚性 质 ; 
(ADB)DC=AD(BOC) (G ËR); 
Güi)AGB= BDA (SPE); 
Güi)# ABB = 有 ABC, 则 B=C (消去 律 ); 
(ANCGBDC)=CANB)BCANMC) (分 配 律 ). 
1.231 证明 定理 1. 9(i). 


证 EF PERG A,B, CHALE. HE ADB ÆR- E), AE C 是 
EJ 方向 一 笔 EAE) 如 图 1-46(a) 所 示 . 于 是 (4 多 BC 由 图 1-46ta) 中 按 -个 方 


内 或 对 -方向 但 不 是 按 配 个 方向 画 的 阴影 区 域 组 成 ,如 图 1-46tb) 所 示 . 

现在 , 阴影 A 是 按 一 个 方 癌 一 笔 一 表 地 画 (7 ,以 及 阴影 BBC 是 拨 另 一 方向 一 笔画 地 画 
(NXN 如 图 1-46[c 所 示 . 因 此 4 四 (B 中 C) 由 图 1-46(e) 中 按 一 个 方向 或 另 一 个 方向 但 不 是 控 两 
个 方向 画 的 阴影 区 域 组 成 , 如 图 1.46(d) 所 去 

图 1-46tb) 和 图 1-46(d) 表 明 阴 影 区 域 相 同 , 故 有 (4 引 BJGC= AORC REER MIE 
证 明 的 . 


S 


(a) 4 息 甩 是 用 5 表示 的 阴 晤 部 分 ib) (468) C kB oy 


= 


(O) 4 是 用 ARRAREN (d 4 田 (3 田口 是 阴影 部 分 
Bec 是 用 XR 表示 的 阴影 部 分 


E 1-46 


1.232 ”证 有 明定 理 1.9fii) . 
证 EF AOB-(A\B)U(B\ A}= (BA AUCA B)- BOA. 


Fei TEETE me ematu rieri iaia 


A -rme Eram ia A wass 
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1.233 ”证 明定 理 1.9(0ii). . 
E EF FEASA B, CH- AE AGB 是 按 一 方向 一 第 一 画 地 夯 (//), U R RE 
4 人 旨 C 是 男 一 方向 一 笔 一 画 地 画 ( NXN ) ,如 图 1-47(a) .现在 图 1-47(b) 表 骨 图 1-47(a) 中 按 一 个 方 
向 或 男 一 方向 但 不 蚌 两 个 方向 带 的 阴影 区 域 .车 AGB = 4 由 CC, 则 图 147(b)? 的 阴影 区 域 必 是 空 
集 . 因 此 正如 所 要 求 的 B=B8N 人 C= C. 


(8) AOR 是 用 5 表示 的 困 影 部分 
10C 是 用 表示 的 阴影 部 分 


1-47 


1.234 ”证 明定 理 1.9(iv). 
E É 考虑 集合 上 A,B,C 的 文 图 . 明 影 4 是 按 一 个 方向 一 笔 一 画 地 画 {7/ ,阴影 ROC ERS 
-FAARAON ), 如 图 1.48(a) .于 是 交 旷 区 域 是 4 门 (3 全 C), 它 是 图 1-48(b) 的 阴影 
部 分 .更 在 ,阴影 AB 是 按 一 个 方向 一 笔 一 画 地 画 (7 以 及 阴影 4 站 加 是 按 另 一 方向 一 笔 一 西 
地 夯 { SA) ,如 图 1-48{e) .因此 , (4 站 8B) 旨 (4 C) 由 图 1-485c) 中 按 一 个 方向 或 另 一 方向 但 不 
是 两 个 方向 西 的 阴影 区 域 组 威 .这 些 区 域 和 图 1-48(b) 的 那些 阴影 区 域 相 同 . 故 4 的 13 四 Ch)= 
(ANBDAN CY). 


图 1-48 


1.235 ”描述 集合 4 外 BDC( 图 1-46(b) 所 表示 的 ). 对 于 4 个 集合 的 对 称 差 (A 昌 B 昌 CcC 昌 D) 
或 更 多 集合 的 对 称 差 需要 阅 括 号 玛 ? 
W = 4 田 B 四 C 恪 好 在 3 个 集合 之 一 或 同时 在 3 个 集合 的 元 素 组 成 .定理 1.9() 说 明 对 称 差 


~ 


_-_ 


j= 


满足 结合 律 ,因而 根据 定理 1.8, 对 于 任意 多 个 集合 的 对 称 差 元 需 圆 括号 . 


.11 实数 系统 R. 数 集 


这 一 节 涉 及 实数 系统 R 的 子 集 ,包括 有 理 数 集 Q, Enk MARR EEROR N. 
.236 设 A 和 B 是 数 集 ,& 是 一 个 数 .定义 ;(a)jA+B,(b)AB, (cjk+A,(djkA. 
解 EF (a)4+B 是 4 的 每 个 数 和 日 的 每 个 教 相 加 得 到 的 数 { 略 去 重复 的 ) 的 集合 , 即 
A+B= _|<x;z =a +b.,a CA, LEB}. 
(b)AB Æ A HETET B 的 每 个 数 相 必 得 到 的 数 的 集 各 , 即 
AB = {fr:r = aha CA, LCH. 
{c) 和 集合 下 1 A EHA 和 A 的 每 个 数 相 加 得 到 的 . 
(DRE kA 是 4 的 每 个 数 锯 以 & 得 到 的 . 
习题 1.237 一 1.240 涉及 集合 A=13,4,5,61,B=12,3,51 和 C= 11,4|， 
,237 求 (a}2 + A. (bB. 
E EF (a) 将 2 加 到 有 AA 的 每 个 元 束 得 到 
2+4 = }5,6,7,8). 
(b)B BJ p se aE 3 得 到 
3B = 16,9,151 . 
.238 求 4+C. 
解 ES 本 将 4 的 每 个 元 素 和 吾 的 每 个 元 素 相 加 , 得 到 
åA+C=!3+1,34+444+1,4+4,5+1,5+4,6+1,6+4! 
=|4,7,5,8,6,9,7,101 
一 14,5, 6 了 ,8B 9 10}. 
.239 Æ B+B. 
R F BHS TENBA Eh, 得 到 
B- B={2+2,2+3,2+5,3+2,3+3,3+5,5+2,5+3,545ļ 
= |4,5,7,5,6,8,7,8,10| 
= 14,5,6,7,8,10|, 
240 R BB. 
E EF BHS TEEM B 655 63 48 3E, 得 到 
BB = 4,6, 10,6,9, 15, 10,15,25: 
= 14,6,9,10, 15,25}. 
.241 ” 求 一 个 无 限 集 合 A BA +A 和 A 是 不 相交 的 . 
E EF 设 六 = 站 ,3,5,…|= |} 正 奇数 i, 则 六 + 及 仅仅 由 偶数 组 成 . 
242 ” 求 一 个 无 限 集合 BB 使 得 B81+B=8B. 
W EF 设 量 = 10,1,2,…|= EREA MD B+ B=B. 
343 ” 求 一 个 有 限 集合 CC 使 得 (al)C+C=CfbCC= 己 ， 
E EF Ca) 设 C= OL MI C+ C=C. 
(bi C=10,1!, H| CC = C. 
,244 集合,Z,N 和 RR 之 间 的 包含 关系 是 什么 ?OQ 称 为 什么 * 
E eF 正 整数 集 N 包 售 在 整数 集中 , 依次 , 整数 集 了 包含 在 有 理 数 梨 日 中 , 以 及 它们 都 是 实 
数 集 及 的 子 集 ,这 就 是 说 ， 
NC Z< QS R 
OHTRATE. 
.245 ”讨论 表示 法 “ 实 畏 RHE. 


—— dE he w = aca TEA a a araq -se a u e Q = 


+" 46 * 
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解 F 实数 系统 R 的 最 重要 的 性 质 之 "是 R 可 用 一 直线 上 的 点 来 表示 .具体 地 说 ,如 图 1-49， 

选取 一 个 点 称 为 原点 用 来 表示 0, 另 一 个 点 ,通常 取 在 0 的 右边 ,表示 1. 于 是 ,有 一 个 通常 的 方法 将 
直线 上 的 点 和 实数 分 成 一 对 一 对 , 即 每 个 点 将 表示 惟一 的 一 个 实数 并 且 每 个 实数 将 用 惟一 的 一 个 
点 表示 ,由 于 这 个 缘故 ,我 们 坑 R 为 实 线 ( 实 轴 ) 且 可 互 摘 使 用 词 点 和 数 . 


-F -y5 va r 
Tik R 
图 1-49 


正 数 
1.246 ”从 几何 上 描述 正和 人 负 ( 实 ) 数 ,并 从 公理 上 解释 正 数 是 怎么 定义 的 . 
W =m 实 线 上 0 的 右边 , 即 和 1 同一 边 的 数 是 正 数 ,0 左边 的 数 是 负数 . 正 数 集合 可 用 下 面 的 公 
理 来 描述 ; 
[P,] 著 a ER, 则 下 列 之 一 是 真 的 :a 是 正 数 ;a=0; -a BER. 
[Ps] 若 a, b € R 是 正 数 , 则 它 的 和 a+5 以 及 积 a6 也 是 正 数 . 
于 是 , 我们 说 a 是 负数 ,如 果 -- a 是 正 数 .这 样 ,由 [Pi], 任 一 非 零 数 是 正 数 或 是 负数 ,但 不 能 同时 是 
正 数 和 负数 ， 
1.247 ”仅仅 应 用 公理 [Pj] 和 [P,] 证 明 1 EER. 
Ë .村 由 [Pi],1 或 -1 是 正 数 . 若 -1 是正 数 , 则 由 [ P?], 委 积 ( -1)( - 1) = 1 是 正 数 ,但 这 与 
[P)] 予 盾 , 因 [PP 说 明 1 和 -1 不 能 同时 是 正 的 .因此 假设 - 1 为 正 是 错 的 ,帮工 是 正教 ， 
1.248 证明 实 数 -2 是 负 的 ， 
$£ ”同根 据 习 题 1.247,1 是 正 数 , 因 而 ,由 [P21], 和 1+1=2 是 正 数 ,因此 一 2 不 是 正 歼 , 即 -2 
是 负数 . 
1.249 证 明 172 是 一 个 正 数 . 
W €F 由 [Pi], -1/2 或 1/2 是 正 数 .假设 - 1⁄2 是 正 数 , 从 而 .由 [ P:], 和 ({ — 1/2) + ( - 1/2) = 
-1 也 是 正 数 ,但 是 ,根据 习题 1,247,1 EER, -1 PEER, 这 就 产生 矛盾 ,因此 1/2 是 正 数 . 
1.250 证 明 一 个 正 数 a 和 一 个 负数 5 REEMA. 
证 Er 若 5 是 贡 数 , 则 -5 是正 数 ,因而 ,由 [P?], 乘 积 o( - bERERA a(b) - (ab), 
因此 一 (a'5) 是 正 数 , 故 a. 上 5 是 负数 . 
1.251 ERRA a 和 6 的 乘积 是 正 数 . 
证 £F 兰 a 和 4 部 是 负数 , 则 -a M-o REER. AE, WIRE Oa) (CO REY. E 
a'b=(-a)'(- b) k atb 是 正 数 . 
有 序 不 等 式 
1.252 ”解释 在 实数 系统 R 中 如 何 引进 “次 序 " 梳 念 


E EF 在 及 中 ,次 序 关 系 用 正面 概念 定义 如 下 , 设 a。 和 5 是 实数 .车 5 一 a 是 正 数 , 则 实数 4 小 


FER b, EE ace RIEA TIES: 
a>b: 33 a KTb, 意 指 <ai 
asb EY a J T3RT0 E acb Rah; 
awb Eita K'T3S T b, WB bsa. 

从 几何 上 说 ， 
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alb RA: ATER RE b 的 左边 ，; 
a>b 表示 :a Ë£ PERRE o HAR. 
我 们 还 注意 到 ,a 依 c>0 或 a<0 而 确定 是 正 的 或 是 负 的 . RIR, > , <H > 3 + 2 HUER 
于 相等 关系 (= ) .我 们 还 称 志 和 > 为 严格 相等 ， 
1.253 ”用 记号 形式 写 下列 各 个 陈述 ， 
(aja |N Fb; (b)a 不 大 于 bb; (c)a 小 于 或 等 于 4。; 
(dya KFE; (e)a ANF b; (Da 不 大 于 或 等 于 已 . 


解 一 条 坚 或 斜 线 穿 过 一 个 符号 以 表示 该 符 民 的 否定 . (aja< b, (hab, (cab, (d)a > 


b, leja Xb, (fja Éb. 
1.254 ER a < z < b HE X HILL S X. 
W 这 里 ,ac<zc<a 意 指 w<z 且 xc. 因此 > 63 kak EÉ) a 和 上 & 之 间 . 
1.255 ”在 给 定 的 实数 之 人 用 不 等 记号 重 写 下 列 的 几何 关系 : 
(ayy 在 8 的 右边 ; [hyz 在 -3 的 左边 ; 
(oz 在 -3 和 7 之 间 ; (dw 在 5 各 1 之 间 . 
解 F 4a<<5 意 指 在 直线 上 a 位 于 58 的 左边 ， 
(a)y>8 Pk 8< y, 
(b)z< -3. 
(e) -3<z 且 z<7, 或 更 简明 地 ,， —3< z <7. 
(d< e <5. 
定理 1.10 
OBE ach, Mba; 
GDE acb p< c, Ml a < c. 
1.256 ”证 明定 理 1.10(i). 
证 EF RRE, a< b 意 指 5-a 是 正 的 ,因此 ,由 [Pi],-(p-al)=a- 不 是 正 的 . 故 
少 藉 4, 这 正 是 所 要 证 明 的 木 等 式 . 
1.257 证 明定 理 J.10(ii). 
证 EF EEX, o <b H b< EH b-a fic- d REER. H Pl ATERA- a) 
(c—b)=¿- a EEN AE, REH ade. 
定理 1.11 ia, b We 是 实数 . 
ab M atece<ht+e; 
GDF a< He 是 正 的 , 则 ac < be; 
GD a <b He 是 负 的 , 则 ac >be. 
1.258 ”证 明定 理 1.11(). 
证 # BREY, ach Bli b-a 是 正 的 .但 
(ë+c)- tat+r)—- b- a, 
困 过 (5 + )- lato BER Aqa +j e < b+, 
1.259 ”证 明定 理 1.11(ii). 
证 eF 根据 定义 ,ae<a 意 指 B- a BEN. Ac 也 是 正 的 ,因此 由 [P;], 彝 积 cet5-a)=bc — ac 
P EB. K ac < be. 
1.260 证 明定 理 1. 11Gii). 
证 EF HETZ X. < b iB b-a BEW. ALP pE c ERK, N- 是 正 的 .因此 ,由 [P:], 乘 
PU- aX -e)s ae n bc ik Eb; PR BIEX, bc < ac, PKP rB, ac > bc. 
1.261 证 明 : 设 a 和 6 MEE, MAARA a <A a, ash. 
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E gm (ia < BT a 和 5 都 是 正 的 ,因此 a’ <ab E abah’, AM a2< 02. 
男 一 方面 , 设 a2< 2, Ñ| b-a sibt a)l- a) EER. T a Me RREN, AER b+ a 
EEH, 从 而 5 一 a BERNO + a}(b -a) 将 是 锡 的 }, 故 由 定义 有 a， 
1.262 ”证 明 一 个 正 数 a SEHR 1/4a 之 和 大 于 或 等 于 2, 即 若 a >0, N| a + 1/a 22. 
WP 辕 若 as=l 则 1/a=1l, 因 而 +l/e=1+1=2. 另 一 方面 , 若 < 天 1, 则 a- 140, AT 
(a-12>0 或 a2:-2a+1>0, 


即 
a2+1 >2a. 
H a 基 正 的 , 我们 用 a 除 该 不 等 式 两 端 得 到 
at+lia > 2. 
区 间 
1.263 Ba 和 8 是 实数 使 得 < 六. 定义 从 a 到 上 5 的 (有 有限) 区间 . 阅 明 实 线 上 的 区 间 . 
Wo m 满足 不 等 式 ; 
a< z< b, 
a = z =b, 
a < z = b, 
a= =< 


的 所 有 z 的 集合 分 别称 为 从 a 到 5 HAEA, AEA, A-AKE, 财 - 开 区 间 . 点 a fl b KARKR 
点 .我 们 着 到 ,一 个 闭 区 间 间 时 含有 两 个 端点 ,以 及 开 - 闭 区 间 和 闭 - 开 区 间 怡 好 千 有 其 端点 的 一 个 ， 

图 1-50 表明 这 4 个 区 间 . 注意 , 在 每 个 图 形 中 ,端点 a 和 5 BE. a 和 6 之 问 的 线 更 粗 , Pil 
点 属于 多 间 , 草 该 端点 的 加 图 给 对 阴 影 . 


— ua —— ih =....... 
` a b a b 
FRM: 2< x <b HEI: asrah 
— JF —A 
a b a b 
开 - 阅 区 何 : a<x< b M-FEM: a< x<5 
图 1-50 


1.264 定 交 和 显示 无 穷 区 间 . 
入 4 设 a R-X WMA, WE y<a,rsa,r>a dk rza BJ K3ESE > 构造 的 集合 称 为 
-TERAK .这 些 区 了 间 为 图 1-51 所 表示 的 . 
i  — —  — a — s 


a a a a 
xa Xa x>a x>a 


图 1-51 


1.265 ”描述 并 画 出 下 列 各 区 间 ; (a)2< z<4,(b) -18r S2, (e) -3< z=<1. 
WW E (a) 所 有 大 于 2 且 小 于 4 的 数 , 妈 2 和 4 之 间 的 所 有 点 , 见 图 1- 52(a)， 


{b} 所 有 一 1 和 之 间 的 数 , 包 括 一 1 和 2. 见 图 1-52(b). 
(cj 所 有 大 于 -3 县 小 于 或 等 于 1 的 数 , 转 图 1-.52(c). 

1.266 ”描述 并 画 出 每 个 区 间 :;(ajz> -1,(b)zs2. 
WW ¿z (a) 所 有 大 于 1 的 数 , 即 -1 右边 的 所 有 的 点 , 见 图 1- 53(a). 
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1.267 


1.268 


绝对 值 


1.269 


1.270 


1.271 


1.272 


1.273 


0 z 4 
——rr Yq8w 
b) -2 6 2 
(c) ———o rH nc 
一 2 0 2 
E 1-52 


(b) 所 有 小 于 或 等 于 2 的 数 , 即 2 的 左边 的 所 有 的 点 , 包括 ?2, 见 图 1-53(b). 


(a) 一 
-2 ù 2 
-2 $ 2 
图 1.53 


求 满足 各 不 等 式 的 区 间 , 即 仅 用 x 重新 表示 不 等 式 : 

(airg, (b) -ISa +3 生 2， (e)a parl, (d) ~ 6 -2r=<4. 
E EF (Sh) E 4 831.7= r= 12. 

tb) 每 边 加 上 一 3 得 到 ; -4 所 z 近 一 1， 

(c) 用 3 除 每 边 ( 或 用 173 38 Fi Bš, - 3 过 所 4. 

{d) 用 -2 除 每 边 (或 用 -172 落 每 边 ) 并 改变 不 等 号 方向 得 ; - 2 委 工 委 3. 

求 满足 各 不 等 式 的 区 间 , 即 解 各 不 等 式 :(a)3<2+ —5<7 l(b) - 7 — 2: + 35. 
解 “EE 本 (每 达 加 上 5 得 8<2rxtl2, 再 每 边 除 以 2 得 4<< 工 女 6. 

(b) 每 边 加 上 -3 得 -10 委 -2z 去 2, 再 每 边 除 以 -2 并 将 不 等 式 倒 过 来 得 - 18775. 


定义 并 从 几何 上 描述 一 个 实数 的 绝对 值 ， 
解 =e 一 个 实数 z 的 绝对 第 , 记 作 | :|, 定 义 为 
工 ， # r >i 
_ Z, # z < ñ. 
就 是 说 , 若 = 是 非 负 的 , 则 |z=| = +, HEE z 是 负 的 , 则 |*| = — >. TE, Wi t z€ R, z |20. 
从 几何 上 讲 , 工 的 绝对 值 是 实 轴 上 点 x 与 原点 ; 即 0 的 距离 .而 且 任 何 两 点 ae,eER 之 司 的 中 
离 是 )a 一 占 | = | 疡 一 如 1 ， 
求 (aj1-71,(b)141 (0 -rl, (oO) N51. 
W eF 一 个 数 的 绝对 值 给 出 该 数 的 大小 .因此 
(a)|-7|=7, (bl4l=4， {ol -xl=x {dM5|=v5. 


工 != 


iTA:(a)|3-5|,(by| 一 3+51,(c)| 一 3 一 5|. 
解 (9)|3-5|=|-2|=2. 
(b)i-3+5|= 2! =2. 

(c)|-3—5|=|~8|=8, 

计算 ;ta)| 一 4| 二 12 一 $1,Cb)|3 一 7| 一 [5[. 
解 EF (a)| -4|+12-5|=4+|-3|=4+3=7. 
(b)'3-7|- -5l=|-4l-|-5|=4-5=—1. 
it: (a)|2-8[|+13-1];(5)[2-51-14-71. 


jS EF (ay'2-8|+!3-1 =]|-—6[|+ 2 =6t2=8. 


—— U U UQ... u L... u... U ULU... U Ulu... ` 
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1.274 


1.275 


1.276 


(b)|2-s|-lJ4-7|=1-31-1-31=3-3=0. 

H W.(a)4+1|—-1-5]—|-81;(b)]3-6[|-1-2+41- 1-2-31. 
R F (a4+l|-1-5|-l-8|=4+]-6|-{-8ļ=4+6-8=2. 
(b)|3-6|-]-2+4]|-[|-2-3|=3-2-5= -4, 


给 出 不 等 式 |z|1<5 的 一 个 几何 解释 , 并且 重新 把 该 不 等 式 表 示 成 不 带 绝对 值 记号 的 
不 等 式 ， 
E F 陈述 |z|<s 可 解释 为 zx 和 原点 之 间 的 距离 小 于 5, 因 此 z 必 在 实 线 上 的 -5 与 5 之 间 . 
换 句 话说 ， 

Ixz1<5#8# -5<z<5 
同 理 

|> IS 5 fl — 5 < r < 5 
有 相同 会 义 ,【 见 图 1-S4.) 


= 0 s 


图 1-54 


不 带 绝对 值 记 号 ,重新 表示 不 等 式 :(aj1z| 委 35(b)lz -21<5;(c)]2z —31<7. 
解 EF (8) -3 所 7 所 3 


fby -5s<xr-2<52 - 3<x<7. 
(e) — 772 = = 3577 W — 4572 x=10 sË — 257x>=<5. 


定理 1.12” 设 ce 和 5 是 任意 的 两 个 实数 .那么 


1.277 


1.278 


1.279 


1.280 


(i)lal220,Bl|a[|=0 ENH 2 =0; 
G- lal&aS& lal; 
Gülel = lal {ġ]; 
(ila +b|=lal+l5bl1l; 
(v)la +b|2J|al-151. 
证 明定 理 1.12(üi). 
证 F 若 a=0 或 5<0, 列 定理 成 立 . 因 此 ,我 们 可 以 假设 a40 且 5 关 0. 有 四 种 情形 ， 
情形 (a) < Mo 同时 为 正 数 .此 时 , bp 是 正 的 ,并 且 |a| =a,181=5,1ab|= ab. FE, |ab| =ab = 
lal*lsl. 
WE + EE E EAMA Ei, ab 是 负 的 ,并 且 1a1= ea,18|1= -b,lab] = -地 .于 是 
laa|=-—ab=a(-—5)=lal+15]. 
情形 {ej a AMEA b 是 正 数 .证 明 类 似 于 情形 (b). 
情形 {4}) a 和 5 同时 为 负数 .此 时 , ab 是 正 的 ,并 且 |a|= -a,l|56l= 一 8,1a6]= ab, TÆ, tabl = 
ab=(-a)(-5b)= 'al-151. 
证 明定 理 1.12(iv). 
证 F 由 于 |a| = +ta,-lalSa=lal, -15| 所 6 所 181, 因此 ,将 两 个 不 等 式 相 加 得 
—(la I+| b Dath sl a ltlbl. 
于 是 
la+bl1=s|lal+15l1|=lal+151. 
证 明 :|a — b| =< lal + ll. 
证 e 应 用 习题 1.278 的 结果 , 我 们 有 
la-bl|=la+(-5)|=la |+I- b ]=lal+l 51. 
证 明 :|a — |= la -bi+]|b- cl. 


uwa papu a M ka AN > ot 


- 51 ' 


1.281 


证 EF |a ¿|= ]|(a b5b)+(6-¿)[=l|a-b|+!'b 2. 
画 出 并 描述 绝对 伪 函 数 的 图 形 ， 
E ü= 对 于 z 的 非 负 值 ,我 们 有 了 tz)=7 了 ,因而 我 们 得 到 形 


式 {a,a) 的 点 ,例如 

(0,0), (1,1). (2.2)... 
对 于 xz 的 负 值 ,我 们 有 r) — ,因而 我 们 得 到 形式 ( - a, 
qa) 的 点 ,例如 


(- 1,1),(— 2,2),(- 3,3),.. 
这 就 得 到 图 1-55. HAIEI x €R, fie) 20, H f(x}= 
| 了 | 的 图 形 整 个 在 上 上 半 平 面 .而 且 , 该 图 形 由 右 半 平面 中 的 直线 
y= 和 左 半 平面 的 直线 y= - 工 组 成 . 


有 界 集合 
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1.283 


1.284 


1.285 


1.286 


#X— T ACC. 

F EF 设 4 是 一 个 实数 集合 ,车 存在 一 个 实数 M ,使 得 对 每 个 z€ A, A 

Dll =< M, UDSM, GDM Se, 

则 相应 地 说 4 E 

{让 有 界 的 ， DEAH, (ñ) FS R. 

在 (中 , 称 M ETR EODP, A M 是 一 个 上 上 界 ;在 (iii) 中 , 称 M EATR ME, 4 H 42 5 
A 是 某 一 有 限 区 间 的 - TRT, A 是 有 界 的 . 

注 : 若 4 是 一 个 有 限 集 , 则 A 必 为 有 界 的 . 若 A 是 一 个 无 限 集 , 则 4 可 以 是 有 界 的 , 只 是 上 {下 ) 有 


和 男 的 或 者 根本 是 无 界 的 ， 
下 列 各 集合 是 否 有 界 . 下 有 界 或 者 上 有 界 : 

(a) A = 11, 1/2, 1/34, In, l; 

(b)B=12,4,6,- 1; 

(c)C = 14,780, — 3355, 22, 5678, — 991 . 

解 Em (a) 由 于 4 确实 是 区 间 [0,1] 的 :个子 集 , 因 此 4 是 有 界 的 . 另外 , M =1 是 及 的 一 个 界 . 
{b)B 是 下 有 界 的 , 鲁 如 ,0 是 一 个 下 界 ,但 它 不 是 上 有 界 ,于 是 B 是 无 界 的 . 

(cjC 是 有 限 集 ,因而 是 有 界 的 .具体 地 说 ,5678 是 它 的 一 个 上 界 忆 及 一 3355 是 一 个 下 界 . 

下 列 各 集合 是 吾 有 界 、 下 有 界 或 上 有 界 ， 

{a}A= zr;xz<4l; 

(b)B=11,—1,3,—3,5,—5,7, ~—7,..|; 

(cIC=11,—1,1/2,— 1/2,1/3, —1/3,. 1, 

E EF (OA 是 上 有 界 的 .例如 ,4 是 它 的 一 个 上 界 ,但 因 有 负数 , 其 绝对 值 可 任意 大 ,内 此 A 不 
是 下 有 界 的 .具体 地 说 , A 不 是 有 界 的 . 


(bB X L 3 XY X F, HE B 不 是 有 界 的 ， 
(ORRE PEAR E TA, B C 仍 是 有 界 的 . 它 其实 是 合子 区 间 [ - 1,1] 之 中 ， 


设 集合 4 和 日 都 是 有 界 的 .关于 A 和 B 的 交 和 并 能 说 些 什 么 ? 
解 te 有 界 集 合 的 并 和 交 都 是 有 办 的 ， 

设 集合 C WID 都 是 无 界 的 .关于 CMD 的 并 和 交 能 说 些 什 么 ? 
R OE C 和 的 并 必 是 无 界 的 ,但 交 可 能 是 有 园 的 或 是 无 界 的 ， 
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2.1 PA 
这 一 节 , 我 们 涉及 到 的 有 序 侦 和 xn 元 有 序 组 , UART S FOR. 使 用 下 面 记 号 : 


我 们 还 用 到 记号 A2=AXA 忆 及 A"=AXAXx-…xA(n 个 因子 ). 


2.1 


2.2 


2.3 


2.4 


2.5 


2.6 


2.7 


(a,5) :元素 a 和 b 的 有 序 偶 ; 
(asas Qn) ;元素 a1,…, a, WAFA: 
AXB=|la,b)a € A,b € BI: 集合 A 和 B B) (3E) 积 ; 


Ai x As X =: x A, 或 ][ 4:: 集 全 AA... A, AR) R. 
解释 两 个 元 素 a 和 & 的 有 序 偶 (a, 65) 和 集合 fa,5| 之 间 的 主要 区 别 ， 
E EF 在 (a,&) 中 元 察 的 顺序 是 有 差别 的 ,这 里 指定 a 为 第 一 个 元 素 而 b 为 第 二 个 元 素 .因此 , 除 
a=b $h, (a, b)Æ(6,a). B— AM, la, db Mlb a| 家 示 相同 的 集合 . 
解释 在 什么 情况 下 , (a) 有 序 侦 (a,5) 和 (ec, 4) 相等 ;(b)n WAFA a ay U, ao) 和 
(bi, bas t, bn) 相等 ， 
W Ep (a) 当 且 仅 当 a=c< 且 总 = 时 ,这 两 个 有 新 偶 相 等 . 
(DA, (apan as) = (56982550) 的 充分 必要 条 件 是 对 应 元 率 ( 分 是 ) 相 等 , 即 


ai = bi, a2 = bgr s Gg = bn- 
已 知 (3z,z -2y)=(6, 8). R > fly. 
R = 两 个 有 序 侦 相 等 当 且 仅 当 对 应 分 量 相等 , 因此 我 们 得 到 方程 组 3x=6 和 x-2y= -8. HE, 


解 得 
z = 2, y = 5. 


W(z-3y,5)=(7,z y). K z ly. 
M = 令 它 们 的 对 应 元 素 相 等 ,得 到 
z—3y=7 HRH. z-y=5. 


这 就 得 到 z=4,y= 一 1. 
W(2z,z+y,z y 2z)=(4, -1,3). R z, y, z. 
NN EF 由 于 两 个 有 序 三 元 组 相等 , 令 其 对 应 分 是 相 等 , 得 
2z=4 z+y=-l, z-y-2z=3. 
解 此 方程 组 得 z=2, y= 一 3, z=1， 
Ë A={1,2,3 P B= ja, b}. R(a)A XB, (b)B xA. 
解 EF (Ax B EN ARTERY AE. 日 的 元 素 为 第 二 个 分 量 的 全 体育 序 侦 组 成 的 光合 ， 
因此 
Ax B= (ay) (1.5), (2.2) (2.5). (31a), (3.5)1. 

(b) 这 里 , 以 B 的 元 察 为 第 一 个 分 量 , 以 A 前 元 素 为 第 二 个 分 重 ， 

BXA = |{(a,1), (a,2), (a,3), (5,1), (5,2), (8,3). 
W A= {1,2 .R(a)A7, (b) A2. 
E EF (a) 这 里 ,42=4XxA. 因 此 

A? = [(1,1), 1,2), (2,1), (2,2)! 

(b) 43= AX AX A. RH, A? 是 4 的 元 素 形成 的 全 体 有 序 三 元 组 的 集合 : 


Na 


rusaspa =, — 
了 air wei cv 
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2.8 


2.9 


2.12 


A? = |0,1,1),0,1,2y (1,2,1), (1,2,2), (2,1, 1) (2,1,2), (2,2,1), (2,2,2)1. 

(RIITAA AE Ax A2.) 
设 A=|1,2| 和 B= 1a,651. 判 定 下 列 种 集合 是 否 等 于 AxB. 
(a) E=[1l,at,11,6|,12,a|,12,5!]; 
(b F=[(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)]; 
(a) G=[(la),(1,5). (2,a), (b,2)1; 
(dj H=[(1,5),(2,a), (La), (2, 5)]. 
Ñ EF (a) 否 .E 其 集合 的 集合 ,不 是 有 序 偶 的 集合 . 
(b) 否 ,.F=BxA,FAAXB. 
(c) T Aen -个 有 序 偶 是 (2, 而 不 是 (56,2), 则 G=AxB. 
(d) 是 ,即使 它 的 元 素 不 是 用 系统 方法 别 出 来 的 . 
É A = (HEW, WERA B= 14, 狗 , 鱼 | . 求 (a}A xB;(b) BXA. 
W EF {a) 第 一 个 元 素来 自 于 及 ,第 二 个 元 素来 自 于 8B 的 所 有 有 序 偶 形成: 

AXB= i{ 梭 的 , 猫 ), CEA, m), (HEA, £), (E6, gE), RERS, 狗 }, (HERI, gi. 
(b) 第 一 个 元 泰 来 自 于 了 ,第 二 个 元 素来 自 于 A 的 所 有 有 序 偶 形成 

BxXA= (3, HE), (E, E), E, ER), GA, 路 的 ),{ 狗 , 6), (E, 路 的 )|. 
É Y=]0 118 Z= 1,01. Ra Yx Z;(b) Zx Y;(e)3S Y x Z 和 Z xY 你 注意 到 
什么 ? 
8 E (a)1(0,1).(0,0).(1,1).(1,0)!. 
(b) J{1,0),{1,1)}, (0,0), (D, 1)}. 
{c) 由 于 YY 和 2Z 相等 ,内 此 站 xZ ñ Zx Y 相等. 
讨论 R2 = R Xx R 作为 平面 上 的 点 的 几何 
KN. 
W r 这 里 ,平面 中 的 每 个 点 了 表示 实数 的 
一 个 有 序 侦 ta,5), 反 之 亦 然 ,如 图 2-1 所 示 , 这 
就 是 说 ,过 卫 点 的 垂直 线 与 x WEF a, Hit P 
点 的 水 平 线 与 y HET 5. 通常 , R? 称 为 笛 卡 尔 
平面 . 
WE (A x B)= n(A)'m (B), JE $Ë A 
BB AT 8 6 B n (ABR A 的 元 素 图 2.1 
数目 .请 叙述 一 般 结果 . 
W FEF AxBASTAR Bla, DIF a 有 
af 4A) 种 选取 方法 ,对 五 有 mnfB) 种 选取 方法 .这 样 ,有 nla) an BETRA PB KRE, 

n(A x B) = n(A)  n(B). 
AE, AER, E An An An MEERE A, 则 
n(A, X A; X X Aa) = AA o n(As) ttn - n(A,..). 

设 A=112,3,:..8.9,.101. B= ja beo e z. y rl R 4xB 中 有 多 人 少 个 元 素 ? 
解 EF 这 里 ,mn(A)=10,n(B)=26. 因 此 4x3 有 (10)(26) =260 个 元 素 . 
设 A=11,2,3,61, B=18,9,10|. 求 (a) AXB;{(b) Bx A;(e) A2;(d) BA; (e) AXA 
xB;(f)Bx Àx B 的 元 素数 目 . 
S ¥ 汪 这 里 ,n(A)=4,ntB)=3. 为 了 求 得 每 个 乘积 集合 的 元 素数 自 ,只 要 将 各 个 集合 的 元 计数 
AHR. 
(a) a(l Ax R)= 4:3=12. 
(b) n(B x A)=3:4=12. 
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(c) a(A2)=4:4=16. 

(d) a (B1) =3*+=81. 

(e) al AX AX B)=4:4:3=48., 

(Ü) n( BXAXB)=343=36. 

BA A= ]]1,2},B=|ziy,z| C=13,41.3R Ax Bx CRln(Ax Bx C). 

解 EF A xBxC 由 所 有 有 序 三 元 组 (a,6,c) 组 成 ,此 处 aEA,5EB,cEC.AXBXC B) 
可 由 图 2-2 所 表示 的 称 为 树 图 系统 地 得 到 .4 x Bx 的 元 素 正 好 是 列 在 树 图 右边 的 12 个 有 序 三 元 


组 ,我 们 看 到 nn(A)=2,n(B)=3,n(C}=2, 因 此 
R (A x B x C) = 12 = n(A).n{B). alt). 


< uso 
<, y 
< o 
e ese 

3 ,y,3 

2 r a79 
< 2 


图 2-2 


每 次 抛 硬币 将 出 现 正面 或 背面 . 设 C= { 吕 ,了 表示 结果 的 集合 . 求 C?, n (C), 并 解释 
C0}! 表示 什么 ? 
W E HF aC) AERA a(r =s ATESA, SAREA, 
C’ = {HHH, HHT, HTH, HTT, THH, THT, TTH, TTT:. 
C* 表示 扫 3 次 硬币 时 所 有 可 能 结果 的 序列 . 
设 S=ja,B,cl, T= b c, dl, W= la, d| WE Sx Tx 多 的 树 图 ,然后 求 SxTxW. 


解 sz 选 一 个 左边 点 已 作为 " 根 ", 丁 三 条 线 到 右边 表示 第 一 个 集合 S 的 元 素 , 如 图 2-3 所 示 . 在 


每 个 端点 画 3 条 线 到 表示 第 二 个 集合 TOTE, 再 在 每 个 新 的 端点 画 二 条 线 到 表 了 第 过 个 入 合 的 
元 素 .SxTITx 允 的 每 个 元 隶 对 应 于 从 忆 到 一 个 端点 的 一 条 通路 .因此 


5 一 4 
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2.20 


2.21 


2.22 


2.23 


Sx Tx W = fada), (asbh dy la, ay la c d), asd a), 


(a,d,d),(b,b,a), (b,b, d), (b,a), (b,c, d), 
lb d a) Cbd, d) te, ba) tc td), leca) 
(zc d), lesd ah te, dd)l. 


设 W = 5, REH, RRI V =; 埃 里 克 , KIH R: (a) Wx V, (b) V x W, 


(c) VX V, 


W F 写 出 每 个 积 集 的 所 有 有 库 侦 . 
(a) 环 XVY = 并 可 多 , 埃 里 克 ) (3AP) GEW REH), 
GRE, AE), (RR REE) (ERAB. 
(b) Vx W- RER, 马克 为 RER RET) OREH, RT), 
(KIL, HE) (RE REH), (KU, RAE). 
(c) Vx V= GREH REH) (REM, K y (KH, REH), KI, KE). 


HERE A=|1,2},B=ja, b,c, C= lc, dl K: (a) (CAXB)NCAXC);(b)AX 


(BN C)., 

W 8 和 (a) 首先 求 得 
AXB= 1!1{1,a),(1,5),(1,e),(2,2),(2,5),(2,c)!, 
AxXC= 1{,e),(,d),(2,c), (2, d). 


于 是 
(A x B) n (A x C) = iic}, (2c). 


(b) 这 里 , BNC = Het, HE 


Ax(BANC} =i e) e)， 
注意 到 ,(4xB)mIAXxC)=4xf(BnC). 这 对 于 任何 集合 A, B 和 C 都 是 正确 的 . 
W A=la,b1, B= [L,21,C=12,3l Ki(aKAxXB)U(AxC)i(b)Ax (BUC). 


W (a) 首先 求 得 
AxB= Tea,1), (a,2). (5.1), (5,251 
和 
Ax C= |(a,2), ta,3), (6b,2), (06,3)t. 
因此 
(AxB}U (Ax C= Ia,l), (a,2), (ae 3) (5,1) (b,2 (5,331. 
(b) 首先 求 得 BUC= 11,2,31. 因 此 
Ax(BUC)= 1a,l),(a,2), (a,3), (5,1), 6,2), DH 
注意 到 , (AXxB)U(AxC)=Ax(BUC}. 这 对 于 任何 集合 A, B HIC 都 是 正确 的 ， 
证 明 (AxBND(AxC)=Ax(BNC). 
证 rz 
(AxBINM{tAxXCOC)= (ry) (ry € Ax B Blr p € Ax Cl 
= |(z,y):x € Ay € B Bz € A,y € C| 
Iir yr € A,y € B í) C: 
= Ax (B [i C). 
证 明 (A x B)U(A xC)=AX(BUC). 
Y e 
(Ax B U (Ax C)= l(r,y):(z,y) € Ax B 2(z,y) € A x Cà 
= |(z,y)iz € A,y € B3&z € A,y € C! 
= |[(z,y)y:z EA, Hy € pBsky € Ci 
= |(z,y):z € A,>€ B U C! 
= Ax (B U C). 


BA = jb, e, fl. A lah A,=1r 1. [| A. 


lI 


解 F 这 里 [] A;= AlxA;x As. 因 此 
DA, = ib, a,r), (b,a,t), Cesasr), (va, t). (frar) fa, l. 
2.24 W B ,= {1,2}, B= 13,4}, Bs3= {5,6}. R JI B. 
解 EF 2E, [[ B;= Bix B,x B; AE 


TTB, = 101,3,5),(1,3,6), (1,4,5), (1,4,6), 
(2,3,5), (2, 3,6), (2,4, 5), (2, 4,6)}. 


2.2 关系 


W 4 和 8B 是 两 个 集合 ,从 A 到 8 的 一 个 二 元 关系 , 简称 关系 是 A x B 的 一 个 子 集 民 R. 绍 
定 a€ A 和 BEB, 我们 依照 (a,5)ER Ela, b) ER, iE 
aR6 或 afb. 
E REAA 到 A 的 一 个 关系 , 即 若 RCA XA, 我 们 则 说 RR 是 A 上 的 一 个 关系 
2.25 R RÆMA 到 B 的 一 个 关系 .定义 R 的 定义 域 , 记 作 dom( R), R HER, iE 
range( R). 
解 zz R 的 定义 域 是 RR 的 有 序 偶 的 第 一 个 元 素 组 成 的 4 HTE, R 的 值 域 是 第 二 个 元 素 组 成 
的 B 0 TA. 
2.26 定义 从 4 到 了 的 一 个 关系 及 的 道 (关系 ). 
解 ëZ R 的 道 (关系 ) 记 作 尺 -1 是 从 吾 到 上 的 关系 , 它 击 属 子 及 的 那些 有 序 偶 的 顺序 顺 倒 过 来 
得 到 的 有 序 偶 组 成 , 邵 
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| R! = |(b,a):(a,5) € RÌ. 
PAEH, BR la 当 且 仅 当 Rb 
2.27 判定 下 面 哪些 是 从 A= fa,5,c1 到 B= {1, 21 的 关系 ， 
(a)Rı=| (a, 1), (a,2), (c2); (b) R,=i(a,2),(b,1)1; 
(JR, =1(c,1),(c,2),(c,3)1; (d) R,=1(5,2)1; 
(e)R,=(Z; (f) R = AXB. 
E EF 由 于 它们 都 是 4 x 昌 的 子 沁 ,因此 它们 都 是 从 4 到 日 的 关系 .Rs -ØREN RAA A 
到 B HEXER, R = Àx B RAN A F BHLAR. 
2.28 求 习题 2.27 中 每 个 关系 的 逆 . 
E zz 将 每 个 关系 Ri 的 有 序 偶 的 顺序 颠倒 得 到 Re1， 


(a) Rr 1=](1,a), (2,0), (2e); (b) R; = |(2,a y (1,531; 
(a) Rs!= 101, 6), (2,c), 3,c) (d) Rj! = [(2, 6); 
(e) R;! = @; {f} Rael= BxA. 


2.29 求人 从 A=1a,58,c) 到 加 = |1,21 的 关系 的 数目 . 
W # Ax8B 有 32=6 个 元 素 , 因 此 AxB 有 m=25=64 TR KE, M. A BJ B 8 m = 64 + 


关系 ， 
2.30 设 RR 是 A4=|11,2,3,41} 上 的 关系 ,定义 为 “x 小 于 y”, 即 民 是 关系 < RERE A 
有 序 惕 的 集合 . 


S BR 由 有 序 偶 (a,5) 组 成 ,此 处 a<<5, 因 此 
R = 1(1,2),{1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)1. 
2.31 求 习 题 2.30 中 关系 R PSM R R 可 用 文字 描述 吗 ? 
FO ü= 将 尺 的 有 序 偶 的 顺序 其 合 过 来 , 得 到 
R! = {(2,1), (3,1), (4, Ł), (3,2), (4,2), (4,3)}. 
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2.32 


2.34 


2.35 


2.36 


2.37 


2.38 


R ! 是 关系 >, 即 R 1 可 以 描述 为 "x KT y". 
H REMAS [1,2,3,41 到 B= ;x,y,zx| 的 关系 ,定义 为 
R= |) (C1, 2), (3,7), (4, z), (4, =)|. 
(a) K R 的 定义 域 和 值 域 ; 
(b) K R EWR. 
W EF (a) R BDE Y EBI R 的 有 序 偶 的 第 -- 个 元 素 组 成 ,R 的 值 域 由 第 二 个 元 素 组 成 ,因此 
dom(R)= {1,3,4{, range( R)= .x, y, el. 
(b) REH R 的 有 序 偶 的 顺序 颠倒 得 到 的 , 因此 
R = {Cy 1) (2.1), (y,3), (x,4), (z,4)1. 
R 民有 是 从 城市 集合 X 到 国家 集 人 台 节 的 关系 "位 于 ”. 用 文字 叙述 : 
(a) 巴黎, 法国)ERR; 
(b) (莫斯科 , 意大利 }E RR; 
(c) (华盛顿 , HS K) C R ; 
(d) (ER, REJER, 
并 指出 这 些 陈述 是 正确 或 是 错 . 
W zw (a) 巴 歼 位 于 法 国 .正确 . 
(b) 莫斯科 位 于 意大利 . 错 . 
(a) 华 尤 顿 位 于 加 拿 天 . 错 . 
(d) 伦敦 位 于 英国 .正确 . 
设 A=11,2,31, R=](1,1), (2,1), (3,2) (1,3)} 是 4 上 的 一 个 关系 ! 即 从 A BA 
的 一 个 关系 ), 判定 下 列 : 
(a) 1R1;(b) 1 R2;(c) 2R3;(d) 2 R1; (e) 3R2; 00 3 R1 
中 的 每 一 个 是 正确 或 是 错 ， 
W F (a) EMAG, DER. 
(b) ER. AC, 2ER. 
(c) ARDER. 
(dy 错 . 国 (2,1)ER. 
(e) EA AGDER. 
(D 正确 . 因 {3,1) RR. 
考虑 4 = 11,2,3,41 上 的 关系 = (相等 }. 将 = 写成 一 个 有 序 偶 的 集合 . 
W F 这 里 (a,5)E = 意 指 a5. 因 此 = 是 下 面 的 有 序 假 集 合 ; 
(C1, 1), (2,2), (3,3), (4,431. 
设 及 =11,2,3,4,6|,R 是 A 上 的 关系 ,定义 为 “z 整除 y”, 记 作 x |y.( 若 存在 一 个 整 
数 z 使 得 xz = 内 则 zy 例如 ,2.3=56, 因 此 216.) 将 玉 写成 一 个 有 序 个 集合 . 


W üm 求 4 中 被 1,2,3,4 和 6 整除 的 数 ,我 们 有 


1)1.1|2,1|3,1|4,1|6.2|2,2)4,2|6,3|3,3|6,4|4,6|6. 


因此 
R= {1,1),¢1,2), C1,3),(1,4),¢1,6), (2,2), (2,4), (2,6), (3,3), {3,6), (4,4), (6,6)1. 


求 习题 2.36 中 关系 R WJ R l R -1 可 用 文字 来 描述 吗 ? 
解 EF 将 尺 的 有 序 候 的 顺序 颠倒 ,得 到 R 1; 
R 1= |(1,1) (2.1). (3.1). (4.1). (6.1. (2,2), (4,2), (6,2) (3,3),{6,3), (4,4), (6,631. 
及 -可 描述 为 “xz 是 y 的 倍数 ”. 
没 S 是正 整数 集 N 上 的 关系 , 用 方程 x + 3y 一 13 KEE, Bl 
S = i(r,y):r + 3y = i. 


， - 


.39 


. 40 


.41 


. 42 


.43 


.44 


45 


.46 


.47 
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(除非 特别 说 明 , 在 一 个 有 序 偶 中 z 表示 第 一 个 坐标 且 y 表示 第 二 个 坐标 . ) 将 S 写成 
一 个 有 序 偶 集合 . 
W F ETER, Hi y 的 一 个 值 , ARTERIER Q ,这 样 ， 
G) y=1 BH r510, (ü) y=2 得 出 z=7， (ñD y=3 得 出 z=4， (i) y=4 HHB z=1. 
任何 一 个 其 他 的 > 值 都 不 能 得 到 zx 的 正 整数 值 .因此 

S = |(10,1),(7,2),(4,3),(1,4)1. 


设 S 是 习题 2.38 中 的 关系 , 求 S 的 定义 域 和 值 域 . 
和 解 #5 S 的 定义 域 由 有 序 偶 的 第 一 个 元 过 组 成 , 值 域 由 第 二 个 元 素 组 成 ,因此 
dom(S) = (10,7,4,1|, range[(S) = 11,2,3,41. 
设 $ 是 习题 2.38 PARR REER S$- :并 用 一 个 方程 表示 S '. 
Ñ zm 将 5 的 有 夯 偶 的 次 序 凑合 得 到 
Sl = |(1,10), (2,7), {3,4}, (3,1)1. 
把 定义 S 的 方程 中 的 < 和 y 交换 得 到 定义 S$-! 的 一 个 方程 ,因此 3x +y=13 定 义 S-1. 
设 R 是 非 负 整数 集合 全 = 10, 1,2, 3,…|} 上 的 关系 , 用 方程 x? + yy = 25 来 定义 它 ,和 将 
R 写成 一 个 有 序 侦 集合 . | 
Ñ 8 天 仅 当 z==0,3,4,5 时 ,给 定 的 方程 有 非 负 整数 解 , 并且 分 别 得 到 解 y=5,4,3,0. 因 此 
R = 1(0,5), (3,4), (4,3), (5,031. 
设 s 是 正 整 数 集 N 上 的 关系 , 用 方程 3x + 4y = 17 定义 它 . 将 R 写成 一 个 有 序 侦 集 
合 . : 
W EF 这 里 ,3x =17 一 4y. 由 予 z 必须 是 正 数 ,因此 y 没有 超过 4 的 全 .用 y=1,2,3,4 试 之 ,内 
有 y=2 得 出 x 的 一 个 整 灼 什 , 即 z=3. 因 此 S= 1{3,2)|， 
E R 是 正 整 数 集 N 上 的 关系 , 用 方程 2z + 4y = 17 来 定义 .将 R 写成 一 个 有 序 侦 集 


£. . :. 


W EF yy 没有 超过 4 的 值 ( 如 同 习题 2.42). 用 y= 1,2,3,4 试 之 ,我 们 看 到 没有 > 的 值 能 使 z 得 
到 整数 值 .因此 尺 = 他 ,N 上 的 空 关系 ,( 换 句 话说 ,对 于 工 各 7 的 任何 整数 值 ,27z +47 必然 得 到 一 个 
偶数 , 决 不 会 等 于 奇数 17.) 

描述 人 的 集合 A 上 的 下 列 关系 的 道 ,(a)“ 比 …… 高 ”;(b)“ 比 …… 年 老 ")(c)“…… 的 
父母 亲 ”;(d)“…… 的 兄弟 ”. 


EF”. : 
W Er (a) “平行 于 ", O “在 …… 下 ", (e) “Rp. 
(在 这 里 , (ay 和 {c) 都 是 对 称 的 ) 
HR ËÆX=]]1,2,3,4i 8] Y= ja,5,c,dl 的 关系 ,定义 为 
R = |(1,a), (1,5), (3,5), (3.4), (4,b)1. 
求 蕊 的 如 下 每 个 于 集 ; 
(a) E= Íz;zRb|; (b) F= Íz:zRal. 
W sm (a)E 由 与 8 p3 EB OEI f 3 个 以 5 为 第 二 个 元 素 的 有 序 个 (1,8)，(3,5) 和 
(4,5). 因 此 ,1,3 和 4 与 5 有 关系 ,从 而 玉 = |11.3,.41 ， 
(b) PLITKE d HRA- TARN, 4), 因 此 F = 13|. 
设 民 是 习题 2.46 中 有 从 三 到 了 的 关系 , 求 Y 的 如 下 每 个 子 集 ， 
(a)G=]y:1Ryh; (b)H=y:2Ry|l. 
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.54 
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解 EF (ayG 由 YY 的 那些 1 与 其 有 关系 的 元 素 组 成 .有 两 个 以 1 为 第 一 个 元 素 的 有 序 偶 (1, a ) 和 
{1,5). 这 样 ,1 与 a 和 上 5 有 关系 ,因此 G1a,B|. 
{b) 因为 没有 以 2 为 第 ARAFA, HE, H= Z, Y yE F R. 
设 4 是 任 一 集合 .定义 A 上 的 对 角 关 系 ,通常 记 作 As 或 简单 地 记 作 .你 能 给 出 这 个 
关系 的 另 一 个 名 称 吗 ? 
E F TARAH a = b 的 所 有 有 序 偶 (4,5) 组 成 , 即 
A= ilaaha EAI. 
这 与 相等 关系 相同 . 
假设 4 是 一 个 有 限 和 集合 . 求 A 上 的 关系 的 数目 mm, 此 处 :(a)A 有 3 个 元 素 , (b) A 有 
n TTR. 
E F (a AxA AF90 NE, AxA 8 22 = 512 TF. MT ALA m = 512 个 关 
(b) A x A 有 n? DERRE =a = 2". 
it RAS 是 A=|1,2,31 上 的 关系 ,定义 为 
R = |(1,1), (1.2), (2,3), (3,1), (3,3)1, 
S= (1,2), (1.3), (2,1), (3,31. 
KRASHRUS. 
W 只 要 将 RR 和 SS 作为 集合 处 理 ,并 且 职 通常 的 交 和 并 ， 
RY S= 1(1,2),(3,3)!, 
RUS=|0,1,(1,2),01,3). (2,1), (2,3) (3, 1}, (3,3)1. 
ÉE REJA 2.50 H A= {1,2,3 EHR 8. K R°. 
E F |H axa 是 A 上 的 全 关系 这 -事实 ,得 到 
R= (Ax A)NR = {1,3),(2,1),{2,2),(3,2)1. 
(注意 AXA 8 3x3=94 8, R 有 5 个 元 素 , 因 此 R 有 4 个 元 素 .) 
É RFRSEIAA=|1,2,3 3 B-ja, b HRR, EXN 
R = |(1,a), (3.2), (2,8) G, b), 
S = {1(1,5),(2,8)|. 


求 RNS 和 RUS. 
解 F 只 要 将 RR 和 SS 作为 集合 处 理 . 丁 昨 有 


R S= 102, 551, 
R U S = Ila) (3,28), 02,565) (3.5). (1,5)1, 


设 R 是 习题 2.52 中 从 A 到 B 的 关系 . 求 R. 
W EF 利用 4x 有 是 从 上 到 日 的 全 关系 这 一 事实 ,得 到 
R ={AXB)\R=[0,b) 2a). 
(注意 ,A x B 有 3:2=6 个 元 素 ,RR 有 4 TER, AE R° 有 2 个 元 素 .) 
描述 集合 的 关系 ; (QSTA Abr 与 y 不 相交 的 逆 关 系 . 
H F (a) 二 (包含 或 超 集 ). 
(b) y 与 工 不 相交 .{ 关 系 是 对 称 的 .) 
设 R 是 正 整数 集 N 上 的 关系 , 用 方程 z* +2y = 100 来 定义 它 . 求 R 的 定义 域 . 
B sm 这 里 ,2y=100- z?. 由 于 y 是 正 数 ,因此 x 不 能 超过 9. 而 且 ,由 于 100- z? 必须 是 偶数 ， 
因此 x 不 能 是 奇数 . 故 dom( R)= 12,4,6,8}. 
设 R 是 习题 2.55 中 N 上 的 美 系 .将 R 写成 一 个 有 序 偶 集 合并 求 尽 的 值 域 . 


Ñ F 将 zx=2.4,6,8 和 分 别人 民 入 方 得 2y=100- zx? Ẹ y=48,42,32, 18. EE 


ge tpt ee na rnt wees nH ree et 
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R = [(2,48), (4,42), (6,32), (8,18)|, 
rangel R) = |48,42, 32, 18|. 


2.57 设 RR 是 习题 2,55 中 NN 上 的 关系 , 求 R l 并 用 一 个 方程 来 描述 RU. 


解 == M R 的 有 说 偶 的 顺序 颜 倒 , 得 到 
R = [{48,2),{42, 4), (32,6), (18,8)}. 
将 定义 R 的 方程 中 的 + My EREEREER HHE, HEE y+ 2s = 100 E X. R 1. 

2.58 考虑 4 = 11,2,31 上 的 关系 < (小 于 ),A( 对 角 的 或 相等 ) 以 及 |( 整 除 ). (回忆 一 下 ,车 在 
在 整数 = 使 得 zz = y, M > |y.)sK(aa< UA, (b) < (|. 

N r 首先 将 < ,A 和 | 表示 成 有 序 偶 集合 ; 

<= |(1,2),(1,3), (2,3)1, 

A = |(1,1).(2,2), (3,331, 

| = 1,1), (1,2), (1,3), (2,2), (3,3)|. 
然后 只 要 将 <, A 和 | 作为 集合 处 理 . 
(a) < UA= 1(1,2), (1,3), (2,3), (1,1), (2,2), (3, 3)+4. 
(注意 到 ,< UA KOR.) 
(b) <] = 10,2), (1,331. 

2.59 iWX=:la,b,ce,d,e, fl, Y= jbed, dead, bad, feed, facet, R Æ X B Y 的 关系 ,定义 为 
“z 是 y 中 的 一 个 字母 ". 用 文字 叙述 和 求 集合 : (a)E = jz:(z,dead) ER}, (b) F = 
ly:bRy!. 

解 EF (a) E 由 dead 中 的 字母 组 成 ,因此 E= [de,a|， 
(b) F HERTE 5 的 单词 组 成 ,因此 F = ibed, bad: . 

2.60 设 尺 是 世界 上 的 国家 的 集合 上 的 关系 “邻接 于 ”.( 若 国家 x 和 国家 有 公共 边界 , Wi 

z 与 y 邻接 . ) 用 文字 筑 述 并 指出 下 列 陈述 是 否 正确 ， 


(a) 《法国 , 西班牙 )E R; (b) (加拿大 , BEF)ER; 
(c) (中 国 ,日 本 )&R; (d) (德国 ,波兰 ) ER. 

A =m (a) ELMI SE EM. (b) 加 拿 大 和 黑 西 区 邻接 , 错 . 
(o) 中 国 和 日 本 不 邻接 .正确 . (d) 德 国 和 波兰 不 邻接 . 错 . 


2.3 关系 的 表示 法 
这 一 节 研 究 表 示 和 绘画 关系 的 一 些 方 法 . 
2.61 ”描述 从 有 限 集合 4 到 有 限 和 集合 B 的 一 个 关系 忍 的 “得 号 图 ”. 设 R 是 从 集合 4 = 
11,2,3,4 FRE B= z, y, zi} 的 关系 定义 为 
R = {(1, y) (1,2), GB, yh) (4, z), (4,z)!. 
试用 该 关系 解释 之 . 
N zw 在 两 个 不 相交 的 从 里 ,用 两 列 记 下 A 的 元 素 和 B 的 元 素 , 然 后 , 当 aE A 与 5 所 B 有 关系 ， 
即 (a,5)ER H, EA a Pl 泌 一 个 第 号 ,如 图 2-4 所 示 . 访 图 称 为 R 的 第 号 图 ， 


x y x x y 

— 1 1/0 1 1 
kaf 

ZO ; EE 

4 4 0 1 


(a) (b) 


Wi 2-4 图 2-5 
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2.63 


2.65 


2.67 


定义 从 有 限 集 4 到 有 限 集 B 的 关系 RR 的 矩阵 表示 M.I. EN 2.61 的 关系 R 解释 
Z. 
W t= 我 们 形成 一 个 第 形 数组 ,其 行 标注 A 的 元 素 , 而 列 标注 B 的 元 素 , 如 图 2- 5(a) 所 示 . 然后， 
数组 的 每 个 位 置 , 当 a€ 5 €C B4A2E,E(a,5)€ R iq, MEE 二 其余 位 置 权 0, 即 此 处 (e， 
b 人 及 . 散 后 的 数码 在 图 2.5fb) 中 , 它 是 关系 R 的 矩阵 Mg. 
设 良 是 从 有 限 集 合 4 到 有 限 集合 B 的 一 个 关系 , 说明 怎么 能 (ay 从 R 的 第 号 图 得 到 
R ! 的 能 导 图 ;(b) 从 表示 R 的 矩阵 Ms BRRR HER N. 
S ¿w (a) 只 要 将 RR 的 箭 号 图 的 箭头 方向 颠倒 过 来 便 得 到 R HASE. 
(b) 将 表示 R HERE Ma 转 置 , 即 把 行 写 成 列 , 列 写 成 行 , 便 得 到 表示 R ER N. 
考虑 习题 2.61 中 的 关系 R. (fa) 画 出 道 关 
# R ! 的 箭 号 图 ;(b) 求 表示 R HER 
N. 
SW = (a) 将 尺 的 箭 叶 图 的 箭头 方向 凑合 过 
来 得 到 图 2-6 便 是 R 1! 的 箭 号 图 . 
(b) 只 要 将 图 2 s 中 的 第 阵 M 转 置 , 即行 写成 
列 , 列 写 成 行 便 得 到 
0 0 O 1 
1 0 1 中 
1 0 Ü I 
设 S A= | 埃 伦 ,斯 蒂 芬 , KARN, 珍妮 | 到 集合 B= {是 , 否 ! 的 关系 ,定义 为 
S = {( 埃 伦 , S), (WEH, E), ( 奥 德 丽 , 是 ), (珍妮 , E). 
求 表示 关系 SWERM. 
8 F RE A S B 的 元 素 硕 床 ,出 如 ,就 所 给 定 的 顺序 ,由 
0 


N= 


1 
1 D 

1 ol 
0 1 
(元素 顺序 不 同 可 给 出 不 同 的 矩阵 .) 

求 习 题 2.65 中 关系 S 的 道 9"1, 并 求 表示 S WER N. 


Bo zz 只 要 将 S 的 有 序 偶 的 次 序 其 倒 便 得 到 
S-1 = (CE, Ri), (是 , 斯蒂芬), CE, RSR) (E, E). 

表示 S AEREN uj LURZR S WHERE M 的 转 置 得 到 ,因此 

0 1 1 中 
y 0 0 1 
(这里, 我们 假定 A 和 日 的 元 素 顺 序 与 其 确定 M 的 顺序 相同 . ) 
设 TT 是 从 A=11,2,3,4,51 到 B= [ 红 , 入, 蓝 , 绿 | 的 关系 ,定义 为 

T = (1,4), (1, #), (3, 蓝 ), (4, 绿 }}， 

(a) MAR 全 的 一 个 箭 号 图 ; 
(b) 求 工 的 定义 域 和 值 城 
(c) RARA TARR. 
E EF (ay) 对 于 每 --(zr,y)ET 从 上 EA 到 )E3B 夯 一 个 箭 号 ,所 要 求 的 箭 号 图 如 图 2-7 所 示 . 
(b) ELARA 个 的 有 序 偶 的 第 一 个 元 素 组 成 , 信 域 由 第 二 个 元 来 组 成 . 因此 don(T)=]1,3,41, 
rangefT)= ZU, K. SRI. 


(c) 将 T AFREK ERRER 
T" 一 ICA, (E, 1), (1,3), 5 绿 ,47?1 . 


nam =] 
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把 图 2-7 中 丁 的 第 号 图 的 篆 头 方向 其 倒 得 1! 的 租 导 图 ,如 图 2-B 所 示 . 


图 2-7 图 2-8 


2.68 考 感 习题 2.67 中 的 关系 T. RRT T HERM MERT HER N. 
* Er 指定 各 和 日 的 元 素 顺 序 , 例如 就 所 给 定 的 项 序 , 则 


1010 
0 00 0 
M= |0 0 1 0|， 
0001 
0 0 O O 
10000 
0 00 O O 
N = MT= . 
1 0 1 0 O 
00 01 0 


注意 到 , 在 每 个 矩阵 中 1 的 数目 等 于 T 的 有 序 全 的 数目 ， 
2.69 B REÆEAX=|1,2,3, 4 到 了 = ja, b,c, di HE 2-9 所 表示 的 关系 . PGE TFI: 
(a) IR, (b) 2Re, (c) 3Ra, (d) 4Rc 
是 和 否 正确 ,并 且 (e) 将 R 写成 一 个 有 序 偶 的 集合 . 


N EF (a 是 ,从 1 到 总 有 一 个 荫 号 ， 


(b) 否 ,从 2 到 e RERE. 

(e) 否 , 从 3 到 a BERE. 

(d) 是 ,从 4 到 < 有 一 个 包 号 . 

(e) 在 图 中 的 每 一 个 节 号 , 比方 说 ,从 工 到 ”确定 尽 的 一 
信 有 序 偶 (z,y). 因 此 

Æ 2-9 R = | (1,5), (2,5), (2, d), (4. ). {4 d)}. 


2.70 已 知 图 2-9 表示 的 从 美 到 Y 53: 58 R, K Y 的 如 下 子 集 . 
(a) E= |y:2Ry!; (b) F= {y:1Ry!. 
解 =m (O 于 集 巨 由 2 与 Y 中 有 关系 的 的 那些 元 宗 组 成 .有 从 2 到 5 和 从 2 到 4 AA 
号 ,因此 E=]|b, d}. 
(b) 四 只 有 一 个 稍 号 所 1 到 咏 因 此 下 = 1 
2.71 已 知 图 2-9 表示 的 从 X #| Y 86356 5 R, X Bl FT #. 
(a) G= Íz=;zRdl; (b) H= ]z=z:;=zRa|. 
Ë em (TE G h X 055 a 有 关系 的 元 素 组 成 .从 2 到 d 和 从 4 到 d ANS, AH G= 12,4). 


(b) 由 于 没有 到 a 的 稍 号 ,因此 H=- 5, 它 是 空 集 . 
272 设 和 = la,b,c.d,e, fl, Y= jbeef,dad,aceyeibl,R EAX BIY KHER, EAE z 是 


单词 y ATER, W, y ER. RER R HERM. 
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解 r 指定 X 和 了 的 元 素 顺 序 , 比方 说 ,就 所 给 定 的 顺序 .注意 到 M 有 用 X 的 元 素 标 注 的 6 
行 ,以 及 用 y 的 邢 素 奈 注 的 4 列 .然后 , 若 z 是 > 的 - -个 字母 , 则 在 行 和 列 y BW Eo. T 
是 


beef dad ace cab 


em 


氢 述 下 列 关 系 是 和 否 正 确 ; 

(a)15b; (b) 25a; (c) 39d. 

解 EF (41 是 .在 行 1 列 5 中 有 一 个 1. 

(b) 和 理 . 在 行 2 列 a 中 有 一 个 个. 

(e) E EFA d PASIN. 

将 习题 2.73 中 的 关系 S 写成 一 个 有 序 侦 的 集 台 . 

E IF 在 算 阵 中 的 每 一 个 1, 比方 说 , 在 行 x 和 列 y 中 的 1 确定 一 个 有 序 偶 (z,y)E SS. 因此 
S= {1,6), t dy (2,c), (2, dy Ga) (3.5). O. d). 

设 S 是 习题 2.73 中 的 关系 . 求 X 和 Y 的 如 下 子 集 ， 

(a) E=iz:zSbl; (b)F=1y:35Sy1. 

E EF (a) Ps EHX p 33:89 6 RER EEE M 的 列 5 中 ,有 行 1 和 行 3 的 一 个 1. 

因此 EE=11,3|. | 

(b) T# F H 3 5 Y 中 有 关系 的 Y BS BEDE G W SB R EER M B)fr 3 PAA o, b Md 的 一 个 1. 因 

E F=l|a,b d}. 


在 一 个 集合 上 的 一 个 关系 的 有 向 图 


2.76 


描述 集合 A Fhnj— 48258 R 的 "有 向 图 ". 用 4 =11,2,3,4| 上 定义 为 

R = |(1,2),(2,2), (2,4), (3,2), (3,4), (4,1), (4,3)1 
的 关系 REZ. (我 们 强调 , 对 于 从 一 个 集合 到 另 一 个 集合 的 关系 ,有 向 图 是 没有 定 
MB.) | 


R={(1,2D) .2,4)(3,2),(3,4),04,1).(4,3)} 


图 2-10 
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解 =m 记 下 4 的 元 素 , 然后 每 当 (z,yJE R 时 , 便 从 元 素 + 到 > 画 一 个 稍 导 ,如 图 2-10 所 示 . 
2.77 设 4=jit2,3,4,6| ,及 是 4 上 的 关系 ,定义 为 “zx 整除 y", 记 作 =|y. 由 习题 2.36. 有 
R =į(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,6), (2,2), 
(2,4), (2,6), (3,3), (3,6), (4,4), (6,6)}. 
画 尺 的 有 向 图 . 


W EF TER 1, 2,3,4,6. È rly, MAPEX > 到 整数 y 画 一 个 箭 导 , 如 图 2-11 所 示 ， 


2.78 求 习 题 2.77 中 关系 R HERM. 
M EF RU M 的 行 和 列 都 标注 1,2,3,4,6. 若 z 整除 y, WEF z 和 列 y 置 1, BRE 0. Ei iH: 


1 2 3 4 6 
11 1 1 1 1 
2lo 1011 ; 
3lo o 10 1 
40 0 01 0 
60 0 001 


{注意 ,由 于 R 是 集合 A 上 的 一 个 关系 , ALE M 是 方 阵 , 即 M 有 相同 的 行 数 和 列 数 ,) 
2.79 设 S$ 是 筷 =|a,5,cydyveyFri 上 的 关系 ,定义 为 


= “la (EB), (e D, (db), Cea) Eble DI. 
E S 的 有 向 图 . 


R =m 记 下 x 的 字母 ,并 且 车 (z,y)ES, 则 从 字母 z 到 字母 y 画 一 个 艇 导 , 如 图 2-12 所 示 ， 


Q — C 
ok 


图 2-12 


2.80 i S 是 习题 2.79 中 和 上 的 关系 .求生 的 如 下 各 子 集 : 
(a) E= Íz:eSri; (b)F=1l=x:zSb|; (c) G= jz:zsel. 
8 er 应 用 图 2-12 中 S 的 有 向 图 . 
(a) 子 集 志 是。 与 其 有 关系 的 元 素 组 成 .由 子 从 到 a,5 MIANG, Mk E=la,b, fl. 
(b)T# 下 由 与 5 有 关系 的 元 素 组 成 .由 于 从 a,5,d Me 到 5 有 箭 导 ,因此 F= {a,5,d,el. E 
(c) T# G h5 ERAKAR. H TRANAS e, 因 此 G= 2, 2%. i 


TP 
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2.81 


2.82 


2.83 


2.84 


EH X=11,2,3,41 EHX T WS DJE, T EXA 
T = 1(1,1),(2,2),(2,3), (3,2), (4,2), (4,4)}. 


E F Hir, p ETEM > Py BARS, mE 2 13. E TAR -AFRA - PF Af E. 
Ò ° 
C 


BI 2-13 


求 表示 习题 2. 81 中 的 关系 T HERM. 
Ñ F 每 一 (z,y)ET 工 确定 M 中 的 一 个 1 如下， 
1 0 0 0 

1 1 0 
1 0 O| 
1 0 1 
设 R Ed B] 2-14 有 向 图 描述 的 A= 11,2,3,4, 引 上 的 关系 .将 R 写成 有 序 偶 的 集合 . 
E F 在 此 图 中 每 个 第 号 ,例如 从 > 到 y WER- IERE. AE 

R = (1,.2), (2,2),{2,4), (3,3).(3,5), (4.1). (5,2)1. 


图 2-14 


设 R 是 图 2-14 表示 的 A 上 的 关系 . 求 4 的 下 列子 集 : 

{a)E=1a:aR2}; (b) F=la:aR3i. 

E F (aT E 由 与 2 有 关系 的 元 素 组 成 .由 于 从 2353248 m, I E= |1,.2,5:. 
(b) 由 于 只 有 一 个 第 号 到 3, 就 是 从 3 到 其 自身 , 国 出 下 = |31. 

R RR 是 图 2-14 表 示 的 和 A 上 的 关系 . 求 4 的 下 列子 集 : 

(ay G= ia:2Ral; (bh}H=ia:3Real. 

解 F (af G 由 2 与 其 有 关系 的 元 素 组 成 .由 子 从 2 到 2 和 4 有 篆 号 ,因此 G= 12,4|， 
(b) 由 子 从 3 到 3 和 5 有 稍 号 ,因此 H= 上 ,5| ， 

求 图 2-14 表示 的 A 上 的 关系 R 的 矩阵 M. 

RO tF 答 阵 负 有 5 行 和 5 烈 ( 分 别 标注 4 的 元 素 1,2,3,4,5). 每 当 Ry H, EIT < MA y PE 
Ett 其 余 位 置 置 0, 得 到 矩阵 


aa 


LE 


2000 AREF JERE 


> — = = 
© . — = 


0 
1 
0 
Ü 
0 


lI 
O = =< o o 
@ > = — o 


1 D 
2.87 求 图 2-14 表示 的 A 上 的 关系 R AMR 1 的 矩阵 N. 

W =p 只 要 将 习题 2.86 中 及 的 矩阵 M 转 置 ( 行 写成 列 , 列 写成 行 ) 得 到 
00 0 10 


ü 
N= MT = 1 
Ü 


> = — rme 


0 
0 
0 0 
1 0 O 
2.88 设 尺 是 4&=|j12,3,4,6,9| 上 的 关系 ,定义 为 “zx 与 y 互 质 ", 即 >z 与 y 只 有 正 因 子 1. 将 
R 写成 一 个 有 序 偶 集 合 . 
W EF R=-(2,3) 【2.9)， (3.2). (3,4), (4,3), (4,9),(9,2), (9,4)1. 
2.89 画 出 习题 2.88 中 的 关系 R 的 有 向 图 ， 
解 ET 每 当 rRy 时 ,从 二 到 y 画 一 个 箭 身 ,如 图 2-15.( 和 注意 6 与 任 一 元 素 设 有 关系 .) 


= — č = 


2.90 求 习 题 2.88 PETRAK REEM. 
M EF 这 里 , M 有 分 别 标 注 2,3,4,6,9 的 5 行 和 5 列 .于 是 
I 2 9 
210 
311 
7 alo 
6|0 
9 


M 


@ <= = pme % 
= > = = < + 
=> = = = = = 
> >r. = = 


RR 上 的 关系 图 


这 一 小 节 考 虚实 数 集 RR 上 的 关系 .通常 ,这 样 的 一 个 关系 S 是 由 满足 某 一 给 定 方程 
E(z,y) = O 

的 所 有 实数 有 序 偶 组 成 ,关系 S 用 此 方程 来 定义 , 我们 就 说 关系 E(x,y) =0, 而 县 ,由 于 联 
可 用 平面 上 的 点 来 表示 , 因此 我 们 可 以 穴 出 平面 上 属于 S 的 那些 点 来 绘画 3 的 图 形 .有 时 , 3: 
系 的 这 种 图 形 表 示 称 为 关系 图 . 
2.91 求 尺 上 的 下 列 关 系 的 逆 关 系 ， 

(ajz? + ry=100; (b)5z2-—3y2=15; (c) y=sinz. 

解 EF 由 于 (oa, 扩 属于 一 个 关系 的 充分 必要 条 件 是 (5,a) 属 于 它 的 道 关 蒜 , 因此 可 以 将 给 定 方程 

的 z 和 y 交换 得 到 逆 关 系 .于 是 


(a) y? + zy=100, (b) 522-3z2=15, (c) z=siny. 
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2.92 ”图 2-16 ARAJE 4z2+ 92 = 36 的 关系 S 的 图 形 . 求 (a) S 的 定义 域 ;(b) S 的 值 
域 . 
Ñ EF (a 由 于 竺 直线 通过 z 轴 上 区 间 [ - 3,3] 的 每 个 点 ,并 且 只 有 这 些 点 上 答 直 线 至 少 含 5 的 
个 点 ,因此 S 的 定义 域 是 区 间 [ - 3, 3] 
(h) 由 于 水 平 线 通过 > 轴 上 区 间 [ - 2,3] 的 每 一 个 点 ,并 且 只 有 这 些 点 上 水 平 线 至 少 售 S 的 一 个 点 ， 
因此 S 的 值 域 是 区 间 [ 一 2,21. 


图 2-16 图 2-17 


2.93 ”描述 R 上 的 一 个 关系 5 BJ BDE 210 36 8 S 的 图 形 之 间 的 关系 . 
Ñ r AFB DRT S 的 充分 必要 条 件 是 反 向 偶 (5,a) 属 于 S .因此 S 的 围 形 可 以 从 s 
的 图 形 关于 直线 y=: 经 友 射 得 到 , 如 图 2-17 PR. 

2.94 图 2-18 表示 用 方程 y= z? 定义 的 关系 S 的 图 形 , 求 S 的 定义 域 和 值 域 . 
解 tF 由 于 每 条 竺 直线 合 S 的 一 个 点 ,因此 dom(S)= 及 .然而 只 有 在 工 输 上 和 工 轴 以 上 的 水 平 
线 与 S 的 图 形 相交 ,因此 range( S) = [0, co)= ir e20]. 


y=x 


y = 


图 2-18 图 2-19 


2.95 设 S 是 习题 2.94 中 的 关系 ,(a) 求 确定 道 关 系 S$ -的 方程 ;(b) 画 S :的 图 形 . 
M EF (a) 交换 给 定 方程 中 的 > 和 y, P >= 2. 
(b) S 的 图 形 关于 直线 y= x 经 六 射 得 S ! 的 图 形 如 图 2-19， 
2.96 ”解释 如 何 绘 制 有 上 的 形 如 ; 
(a) y>/(z=); (b) yf(r); (c) y<f(z=); (d) y< f(x) 
的 关系 S 的 图 形 . 
E =p 首 先 绘制 y= f(x) 的 图 形 .二 是 S 由 (a) y= f(x) 以 上 ;(b) y= fü) EREL FE (c) y= 
FT 以 下 ;(q) y= Frz) 上 及 其 以 下 的 所 有 点 组 懂 ， 


+ 6Ë ` 
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2.97 男 及 上 的 下 列 关 系 的 草图 : (a) y 委 zi(b) y<3-x;(c) y> x. 


E EF 应 用 习题 2.96 的 方法 得 到 图 2.20. 注 意图 2-20(b) 和 (ce) 的 曲线 y= 六 z) 是 用 虚线 画 的 ， 
这 是 因为 每 个 y= f(x) 上 的 点 不 局 于 相应 的 关系 . 


$ 
a > 
s! 


(a) y< r: 


(b y<3- x (c) y> x° 
图 2-20 


2.98 ”解释 如 何 绘制 R 上 的 形式 为 E(x,y)<0( 或 所 ,>, 之) 的 关系 的 图 形 . 


E EF 首先 绘制 E(z,y)=0 的 图 形 .曲线 E(z,y) =0 将 平面 划分 成 一 个 或 更 多 个 区 域 .所 考虑 


的 关系 将 由 一 个 或 许 更 多 个 区 域 的 所 有 点 组 成 .于 是 在 每 个 区 域 中 检验 一 个 或 更 多 个 点 以 确定 是 否 
该 区 域 的 所 有 点 都 属于 所 考虑 的 关系 . 


12.99 画 及 上 的 下 列 关系 的 草图 :(a) z2+ y2<16;(b) 2 — 42229, 
E 应 用 习题 2.98 的 方法 得 到 图 2-21. 


(四 +y < 16 I (b) #— 42 9 
图 2-21 


2.100 考虑 及 上 的 下 列 关系 : 
(a) y=sinzz; (b) z2+4y2=4; (c) z- y =l, 


与 其 相应 的 图 形 如 图 2-22 所 示 , 画 每 个 道 函数 的 图 形 . 


tb) 


图 2-22 


解 w 每 个 图 形 关 于 直线 ， = z 经 反射 得 道 函 数 的 相应 图 ( 见 图 2-23). 


BE k # -69> 


E 2-23 


2.4 复合 关 和 杀 


2.101 定义 复合 关系 . 
W FEF 设 A,B 和 CC 是 三 个 集合 ,R 是 A 到 BB 的 -个 关系 ,5S 是 欠 BE C 的 一 个 关系 .这 就 是 
iH, R E A>zB 的 一 个 子 集 5S 是 BxC 的 一 个 子 集 . 那 么 及 和 3 产生 一 个 从 直到 上 的 英 系 , 记 作 


R. S ELA EE- ¿€ P H aRb MES, WA 
ul R ° S)c., 


这 就 是 说 ， 
R- S= (ec);: 大 在 58 € B 有 (a,5) €C R B(b,c) € S]. 


这 个 关系 R:S SS R 和 和 S 的 复合 .有 时 简单 地 用 RS ER. 
2.102 设 A=11,2,31,B=la,5,c!,C=1z,y;x| ,考虑 下 面 的 从 A 到 B 的 关系 R AMB 


到 C 的 关系 S: 

R = 1(1,5),(2,a),(2,c)1, 

S= |(a,y)h (bz) (ey) (c, z)i. 
求 复合 关系 R。S. 
解 EF 画 出 RR 和 S 的 第 寻 图 如 图 2-24. 亿 1 到 5 有 一 -个 征 号 随后 从 上 5 到 有 一 个 箭 导 .于 是 ， 
由 于 Rb E bSr, N 1O(R:S)>z,EHM(1,z)€ R: S.F] Es, K 2 到 a 到 有 一 条 通路 ,从 2 到 到 
x 有 一 条 通路 .因此 (2, y) 和 (2, EAF R*S. 没 有 别 的 有 序 侦 属 于 R*S. 故 

R:S= (1,1), (2y) (2 z)}. 


ge 


o, L | 
图 2-24 


2.103 ”考虑 习题 2.102 PHZ R, SHR: S. (aR R, SARS 的 知 阵 Mg, Ms 和 和 Mp.s; 
(b) 将 Mr 和 Ms 相 乘 并 且 将 乘积 M Ms AIER Ma.s 进 行 比较 ， 
解 EF (a) PE BE Mpg, Ms 和 RMfR.s 如 下 ， 


a $ è r y z £ y z 
1 1 8 sfe | 100 
maah o peilio o Messa pi 
3 n 0 clp 1 L 3 0 D 
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2.104 


2.105 


(b) Mpe 和 Ms W 


矩阵 Me-s 和 AMRMfs 有 相同 的 零 元 素 . 
BW 'A=112.3.41. B=la,b.c,. dl], C= |z, y, zl. FEM A 到 B 的 关系 RR, 以 及 从 
B 到 CC 的 关系 S, 定 义 为 

R = |(l a) (2.d), (3.2) (3,8) (3.451, 

S= |(b, r) (bz) (rc,y), (ad, zx)| 


求 复合 关系 R$， 
解 F m R 和 5S 的 第 号 图 如 图 2.25. 从 2 到 a 有 一 个 贡 号 随后 从 4 到 < 有 一 个 第 导 . 因 此 ,由 


2Rd B dSz 有 2(R*S)x. 同 理 ,从 3 到 上 5 到 x 有 一 条 通路 ,从 3 到 5 到 x 有 一 条 通路 .因此 有 
3(R-S)zf (R° S)z. A 的 其 他 元 案 和 忆 的 元 素 没 有 联系 .因此 
Ro S= 2,7),(3, 5),(3,2)}. 


图 2-25 


利用 算 阵 求 习 题 2. 104 FRA R IS 的 复合 R:S. 
解 ” 旦 首先 分 别 求 得 表示 只 和 S HERE Me 和 Ms WF: 


a b c d 
11 0 O O 
Ma =2lo 0 ú 1 
31 1 01 
40 0 O O 
种 
z x g 
aly 0 0 
M. = b| D 1 
clo 1 O 
di0 0 1 
Mg 和 Ms AEE 
r x z£ 
10 0 O 
M = MkMs = 2|0 0 1). 
31 G 2 
40 0 0 


这 个 年 阵 的 非 零 元 告诉 我 们 那些 元 素 是 为 RS 所 联系 的 , 即 Mr.s 和 M 有 相同 的 非 零 元 {位 置 }. 
后 此 

Reo S= K232) B a) 03, z). 
这 与 习题 2.104 的 结果 一 致 . 


第 - 章 关 R 


. 71 ` 


定理 2.1 设 A,B,C 和 DD 是 集合 . 设 尺 是 从 4 到 B 的 一 个 关系 ,5S 是 从 B 到 CC 的 一 个 
关系 , 丁 蚌 从 C 到 DD 的 一 个 关系 .那么 


(Re S): T = Re (S° °T). 


(这 就 是 说 , 复合 关系 满足 结合 律 . ) 


2.106 


2.107 


2.108 


2.109 


证 明定 理 2.1. 
解 我 们 要 证 明 (R*S)" 丁 的 每 个 有 诺 偶 属于 R (S. T), K Z JES. 

设 (a,d) 属 于 ({R。S): 丁 , 则 存在 cEC 使 得 (a,c)E Re*S 且 (c,d)ET. 由 于 (a,c)ER*S, 因 
EFE be R, Wia, b)ER Alh, ES. HF DES Ele, d)€e T, fa (b. € S-T.Hi 
T(a,5)E R E, dES T, RMAl, DER AST) AER. STAR (Se T). 4H, 
Re(S-T)C(R°*S)* T. H KWT S RAER SeT- R5. T). 

W A=la,b,c di, B=11,2,3, C=lu,z,y, zl. FBA A 到 B WS R, UAM 
B IC 的 关系 5, 它 们 定义 为 

R = |(a,3),(b,3) (Cc,1), (ec,3), (a,2)!, 

S= |{1, x), (2, 7y), (2, z)}. 
(a) E R 积 S 的 第 号 图 ;(b) RETKA RS. 
解 Em (a) 画 出 集合 A.B 9 C.S EL ES RA S 的 有 序 偶 相 对 应 的 箭头 ,如 图 2-26. (b) 从 
f 到 1 到 zx, 从 q 到 2 到 y 和 从 4 到 2 到 x 痢 有 一 条 通路 ,没有 连接 态 到 CC 的 其 他 通路 ,因此 只 。 
S=|{te, z)h td,»),(d,z)|. 


图 2-26 


RMS 是 A=11,2,3,41 上 的 两 个 关系 ,定义 为 
R= {1,1), (3,1), (3,4), (4,2), (4,3), 
S = {{1,3), (2,1), (3,1), (3,2), (4,431. 
求 复合 关系 R*S. 
解 # 首先 , 求 RS 的 以 1 开始 的 有 关系 的 那些 元 束 . 注 意 有 1R1 及 1S3, 因 此 (1,3) 属 于 
R°S. 
其 次 , 求 民 2S 的 以 2 开始 的 有 关系 的 那些 元 素 . 因 R 中 没有 以 2 开始 的 有 序 介 ,因此 只 "3S 没 
ARERR. 
再 次 , 求 尺 "3 的 以 3 开始 的 有 关系 的 那些 元 素 . 注 意 有 3 有 1 和 3R4 以 及 1S3 和 4S4. 因 此 


(3, 3 和 (3,4) 属 于 R. S. 
最 后 , 求 民 .SS 的 以 4 开始 的 有 关系 的 那些 元 素 . 注 意 有 4 有 2 和 4R3, 以 及 28S1,35S1. 和 3S2， 


这 样 (4, DMU DAF R: S. ñK 
R» S= 1(1,3), (3.3), (3,4), (4,1) (4,2)1. 


求 习题 2.108 中 关系 的 复合 SR. 

8 EF 首先 用 S 然后 用 及 得 到 如 干 通路 ， 
(D 3—1 UR 134; 

(ú) 2—1—1; 
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(üi) 3 一 1 一 1; 
(iv) 44—22 及 4—4—3. 
因此 
S: R - 1,1), (1.4), (2,1), (3,1), (4,2),(4,3)}. 
2.110 RIM 2.108 中 关系 RAAR RR. 
E um 应 用 民 两 次 得 到 下 列 通 路 ， 
1 一 1 一 1， 31 一 1， 3-4—2, 
3 “4 *3， 4—3—1 43 一 4， 
因此 
R° HL 1), (3,1),(3,2), (3,3), {4,1), (4,4)|. 
2.111 求 习 题 2.108 中 关系 R 的 复合 RY=ReReR. 
O EF 应 用 R 三 次 或 求 Ri R 的 复合 得 到 通路 ; 
1 一 1-1， 3—1—1, 3—3—1, 3—3—4, 
4 1—1, 4—42, 4 一 4->3. 
因此 
R? = (1,1), (3,1), (3,4), (4,1), (4,2), (4,3)|. 
2.112 设 尺 和 3 是 匡 =ja,5ocli 上 的 关系 , 定 立 为 
R = |(a,b), (a,c), (b, a)| 
和 
S= (ac), (ba) (b,b),(c,a)l1, 
求 分 别 表示 R 和 S 的 矩阵 Ma MMs. 


N Cep 指定 X 的 元 素 顺 序 ,比方 洲 a,5,c, 则 


a b c a bc 
alo 1 i alD 0 1 
MR = , Ms = ` 
41 9 0 sil 1 0 
c0 0 0 ell Ü O 


2.113 求 习 题 2.112 PŽ R HIS 的 复合 R:S. 
E EF M: 和 Ms 相 乘 ,得 


0+0+0 0+0+ 人 0 L+O0+Ü 
 Ü+ü+üÜ 0+0+0 0+0+Ü! 


MM: 的 非 零 元 表明 ReS= ilaa), ta, b), (b, i. 
2.114 ” 求 习 题 2.112 中 关系 S 和 R 的 复合 S:R. 
解 ëZ MsR Ms 相 乘 ,得 


0+1+1 0+1+0 0+0+9] 2 1 
MrMs: = ú 
0 


Ü+1+0 1+0+0 1+0+0 = |1 1 
Ü+Ü+ü0 1+0+0 1+0+0 0 1 

MeMs 的 非 零 元 表明 S:R= l(b.a), (b. b), (b,c (c. b) (e,c)l. 
2.115 ” 求 习题 2.112 中 关系 R 的 复合 R*= ReR. 


8 EF EE MR Æ Mr 得 


0+0+0 0+0+0 0+0+Ü0` 0 0 
MsMa = 


Ü+0+0 1+0+0 1+0+0 
0+0+0 0+0+0 0+0+0 
国 此 R = ila, a), (5.5) (b,c). 

2.116 求 习 题 2.112 中 关系 3 的 复合 S*= 5。S. 


0+1+0 0+0+0 0+0+0 
Mk = 


100 
= ID 1 1j. 
0 0 O 


A M 关 系 


73° 


2.117 


2.118 


2.119 


2.120 


解 EF HEE Ms 3 Ms 得 


1 Ü OÜ 
(ü +1+0 0+1+0 1+0+0 1 1 | 
0+0+0 0+0+0 1+0+n0 Ó 0 1 
因此 S2—= (a,ay(b,a),(b,b) (pe), (te, o 
求 习 题 2.112 中 关系 R PÉR URET RHEE Nk. 
解 EF T R 的 元 这 顺序 颠 个 过 来 得 到 
R! = |b, a) (caj (ta, b)i. 


1 Ü 
0 Ü|. 
0 Q 


D+i+1 0+0+0 oe 


Ü+0+1 D+D+Ü Ü+0Ü+Ü 
MS = = 


应 用 R ORE Ma 转 置 得 到 


Na = 


Il -= == — 


求 习题 2.112 中 关系 R JE R° R !, 
解 EF ERM ÆN 得 
D+OÜ+0 1+0+0 0+0+0|= 
D+Ü+Ü (+0+0 0+0-+Ü 
因此 RR !=l(a,a), (6b, 6)|. 
求 习题 2.112 中 关系 R JES R ER. 
解 EF EE Ng Æ Mr 得 
D+1+0 0+0+0 0+0+0 100 
NeMe = I0+O+O 1+0+0 1+0+0l= 1 1 
0+0+0 i+0+0 1+0+0 Ü 
这 样 ,R loR= (aa), (b,b), (b,c),(c,b),(c,c)l. 
给 出 用 和 矩阵 Me 表示 关系 RR MRE. 
E rm 应 用 矩阵 表示 关系 的 一 个 主要 的 优点 是 容易 得 到 复合 关系 和 逆 关 系 ,主要 缺点 是 要 求 存 
贮 空间 是 n? 阶 而 关系 或 许 是 x 阶 的 .例如 ,4 也 许 是 有 100 个 元 素 的 集合 和 R 或 许 是 有 200 个 元 
素 的 一 个 关系 , 因此 大 约 需 300 个 存 喧 单元 存 贮 4 MR. IB E, Ms 3$W (100) = 10000 个 存 贮 单 
元 ， 


MeNE = 


| 
= 
= < N 


2.5 关系 的 类 型 


2.121 


2.122 


2.123 


设 R 是 集合 A 上 的 一 个 关系 .定义 关系 的 下 面 4 个 类 型 (a) 自 反 的 ;(b) 对 称 的 ; (ec) 
反对 称 的 ;(d) 传 递 的 , {注意 , 这 些 人 性 质 仅 仅 对 于 一 个 集合 上 的 关系 来 定义 的 , 就 是 
说 , 对 于 从 一 个 集合 到 另 一 个 集合 的 关系 , 它们 是 没有 定义 的 .) 

E EF (a} 若 对 于 及 的 每 一 个 a 有 aRa, R| R 是 自 反 的 . 

(b) Æ aRb RK S bRa R| R 是 对 称 的 . 

(c) 若 aRb H bRa 8 ra =5, 则 RR 是 万 对称 的 . 

(d) Ë aRb HbR 蕴含 eRe, 则 R 是 传递 的 . 

判定 集合 A 上 的 一 个 关系 RR 在 什么 情况 下 (a) 不 是 自 反 的 ;(b) 不 是 对 称 的 ;(c) 不 
是 传递 的 ;(d) 不 是 反对 称 的 ， 

解 F (a) 存在 aEA 使 得 (a,a) 不 属于 尺 . 

(b) 存在 (a, b) ER 使 得 (5, 4) 不 属于 RR， 

(c) 存在 (a,5), (b, ER, Ela, DAT R. 

(d) 存在 不 同 的 元 素 a Mo, Ea, bH, a BATF R. 

考虑 集合 A = 11,2,3t 上 的 下 列 5 个 关系 ， 
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. 124 


. 125 


. 126 


. 127 


. 128 


129 


. 130 


.131 


.132 


R= 1(1,1), (1,2), (1,3),(3,3)|; 
S = (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3)|; 
T = |(1,1), (1,2), (2,2), (2,3)1; 


J=- 空 关系 ， 
A x A = £ É. 
HEERE JE: Ë PZ B). 


E EF RR 不 是 白 反 的 , 因 26 A. fH (2,2)g R.T TRALHA, DET. ME, G E H Z 
的 .S 利 及 x 及 都 县 自 反 的 . 
判定 习题 2.123 中 5 个 关系 哪些 是 对 称 的 . 
解 GR 不 是 对 称 的 ,内 (1,2)€R, 但 (2,1) 有 R. 同 理 , T PERRE. S, OM A x A 是 对 称 
的 . 
判定 习题 2.123 中 5 个 关系 哪些 是 传递 的 . 
W EF 了 不 是 传递 的 . 因 {1,2) 和 (2,3) 周 于 二 ,但 (1,3) 不 属于 工 , 其 他 4 个 关系 都 是 传递 的 . 
判定 习题 2.123 中 5 个 关系 哪些 是 反对 称 的 . 
W F 5 不 是 反对 称 的 , 因 1 关 2, 介 (1,2) 和 {2,1) 都 属于 5. 同 理 , A x A 不 是 反对 称 的 .其 他 3 
个 关系 都 县 皮 对 称 的 . 
Ë R 是 六 =11,2,3,4j 上 的 关系 ,定义 为 
R = 1(1,1),(2,2),(2,3), (3,2), (4,2), (4,4)|. 

BHH R ETEW ARA, 又 不 是 (b) 传 递 的 . 
E SF (a) 因为 3E AA, 但 3 及 3, 即 (3,3) 儿 R, 所 以 RR 不 是 自 反 的 ， 
(b) 因为 4R2 且 2R3, 但 4 RR3, 即 (4,2)ER 且 (2,3)ER, 但 (4,3) 脆 R, 所 以 ,R 不 是 传递 的 . 
说 明 习 题 2. 127 中 关系 R 既 不 是 (a) 对 称 的 , 又 不 是 (b) 反 对 称 的 . 
解 EF (a) 因为 4R2, 但 2 有 4, 即 f4,2)ER, 但 (2,4)R, 所 以 RR 不 是 对 称 的 . 
(b) 国 为 2R3 H 3R2, 但 2 关 3, 所 以 RR 不 是 反对 称 的 . 
给 出 A= 11,2,31 上 的 关系 R 的 例子 ,使 它 上 共有 所 述 性 质 ， 
(a) R 既是 对 称 的 又 是 反对 称 的 ; 
(b) R 既 不 是 对 称 的 又 不 是 反对 称 的 ; 
(c) R 是 传递 的 但 RUR-!' 不 是 传递 的 . 
E zm 对 于 每 个 答案 可 以 有 若干 例子 .列举 -个 例子 如 下 : 
(a) R= (1,11), (2,2)1. 
(b) R= 1(1,2), (2.1), (2,331. 
(o) R= 1(1,2)|. 
ER, SHT ÆA =11,2,3| 上 的 二 个 关系 ,定义 为 

R = 1{1,1),(2,2),(3,3)} = An, 

S = 1(1,2),(2,1),(3,3)}, 

T = (61,2), (2,3), (1,3). 


判定 哪些 关系 是 自 反 的 . 

E z S 和 工 不 是 白 反 的 , 因 1g1 及 1 天 1. 对 角 关 系 民 是 自 反 的 

期 定 习 题 2. 130 中 哪些 关系 是 对 称 的 ， 

E ”ez 不 是 对 称 的 , 因 1T2 但 2 天 ,关系 R 和 SEIRM. 

判定 习题 2. 130 中 哪些 关系 是 反对 称 的 ， 

W EF 由 于 1S2 了 251, 但 1 关 2, 因 此 5 不 是 反对 称 的 .关系 R 和 荆 是 反对 称 的 . 
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.133 


.134 


-135 


. 136 


.137 


.138 


.139 


.140 


.141 


.142 


-143 


.144 


. 145 


判定 习题 2.130 中 哪些 美 系 是 传递 的 . 

8 EP 因 152 且 2S1, 但 1 关 1, 因 此 s 不 是 传递 的 .关系 及 和 工 是 传递 的 . 

考虑 欧 风 里 得 (Euclid) 平 面 中 直线 集合 工 上 的 垂直 关系 上 ,确定 上 是 否 自 反 的 , 对 称 
的 ,反对 称 的 或 传递 的 

MO r 显然 , 若 直线 4 BETER 6, 则 5 垂直 于 a ME ala Mla BELEREN. E 
是 , | 既 不 是 朋友 的 , 反对 称 的 , 又 不 是 传递 的 ， 

考虑 正 整数 集 台 N 上 的 整除 关系 1.( 回 忆 一 下 , 苦 存 在 一 个 = 使 得 zz = y, MJ >| y, Ël 
旭 ,216,5113,7121.) 判 定 | 是 否 是 自 友 的 ,对称 的 , 反对 称 的 或 传递 的 ， 

解 EF 显然 , | 不 是 对 称 的 ,例如 ,216 但 612- 但 是 , 央 对 每 一 n€ N,n|n, 因 此 | 是 自 反 的 .车 
nim mln, U a= m, 因 此 | 是 反对 称 的 .车 rls Asli Ariz, BT RREN. (注意 , EERS 
上 ,例如 21 一 2 县 -212, 但 2 半 --2, 因 此 | 不 是 反对 称 的 .】 

在 正 整 数 集 N 上 ,下 面 : 


R:z K+, 
S;:z + y = 10, 
T:r + 4y = 10 
的 每 一 个 定义 N 上 的 一 个 关系 .判定 哪些 关系 是 自 反 的 . 
解 r 没有 一 个 关系 是 自 反 的 ,例如 , (1,1) 既 不 属于 民 ,S 叉 不 属于 工 . 
判定 习题 2.136 中 哪些 关系 是 对 称 的 . 
解 EF R 不 是 对 称 的 ,例如 6>3 但 3 站 ,了 也 不 是 对 称 的 , 因 6T1 但 1 Y6. 然 而 ,S 是 对 称 的 . 
判定 习题 2.136 中 哪些 关系 是 传递 的 . 
解 EF 著 z>y,y>z, 则 >z, 因 此 R 是 传递 的 .但 S 不 是 传递 的 ,例如 ,3S7 且 7S3 伍 3 多 3. 
另外 , 工 = (6,.1),(2,.2)| 是 传递 的 . 
判定 习题 2.136 中 哪些 关系 是 反对 称 的 . 
解 EF B 2S8 B sS2,B 228, AE S 不 是 反对 称 的 .然而 ,R 和 了 者 是 反对 称 的 ， 
设 P(X) 是 至 少 有 3 个 元 素 的 集合 X 的 所 有 子 集 的 集合 .定义 P(XX) 上 的 下 面 尖 系 ， 
R:A = B, S: A 5 B PHZ, T:A U B = X. 
判定 上 述 关 系 中 哪些 是 自 友 的 ， 
解 tr 由 于 对 任 一 集合 A ATA, RE R 是 自 反 的 .然而 ,5S 和 了 都 不 是 自 反 的 ， 
判定 习题 2.140 中 哪些 关系 是 对 称 的 . 
和 解 tF H AGB 不 能 推 得 BSA4, 因 此 只 不 是 对 称 的 , 另 一 方面 ,S 和 T 者 是 对 称 的 ， 
判定 习题 2. 140 中 哪些 关系 是 反对 称 的 ， 
R E 孚 若 4EB 且 BCA 则 4=B, 困 此 玉 是 反对 称 的 .显然 3 和 了 都 不 是 反对 称 的 . 
判定 习题 2. 140 中 哪些 关系 是 传递 的 . 
W EF 若 ASB 且 BCC, 则 ASC, 因 此 RR 是 忧 递 的 .但 是 ,S 和 了 都 不 是 传递 的 . 
设 R 是 集合 4 上 的 一 个 关系 .应 用 对 角 的 As, 只 “1 和 复合 关系 重新 定义 下 列 性 质 : 
(a) RRJ; (b) 对 称 的 ; (o 反对 称 的 ; (d) 传递 的 
Ñ EF (a # AGR, A) R 是 自 友 的 . 


(b E R=R 1, 则 RR 是 对 称 的 . 

(Q ERAR SA M R EEP. 

(d) ËR ROR, M R ÆREN. 

设 丸 和 S 都 是 集合 六 上 的 自 反 关系 .证 明 RNS AKRA. 


- 7 - 


2000 离散 数学 习题 精 解 


1.146 


2.147 


2.148 


2.150 


2.151 


证 EF E a CA. R 3 S EER EJ AE, a )E R H(a,a)€ S.TjiE(a,a)ERD S, 
故 RNS PEB F. 

设 RR 和 S 是 集合 六 上 的 两 个 对 称 关系 . 则 ROS 也 是 对 称 的 ， 

证 EF Ra, DERNS, Wa, DEHAT RA S, AT RA S 都 是 对 称 的 ,因此 (, a) 同时 
属于 RR 和 5S, 因 而 (58,4a)&ERNS, 故 RR 门 S 是 对 称 的 ， 

设 丸 和 3 都 是 集合 4 上 的 传递 关系 .证 明 RANS 是 传递 的 ， 

证 # 有 人 息 设 (5 ,5 和 (8c) 都 在 民 站 SS 中 , 则 fa, 鸭 和 (sc) 同 时 在 丸和 3 中 . 国 这 两 个 关系 都 
EREK, A Ela, ER Hlan DES. FEl, ERNS. ARNAS EEH. 

设 R ERSA 上 的 一 个 自 反 关系 .证 明 尺 -是 自 反 的 ,并 且 对 于 A 上 的 任 一 关系 5， 
RUS 是 自 肥 的 . 

证 EF 设 aEA., 由 于 RR 是 自 反 的 ,因此 {a,a)ER. 于 是 (a,a)ER Hla a ERUS AER! 
fü RUS ñE B Cif). : 

设 尺 是 集合 4 上 的 一 个 反对 称 关 系 . 证 明 (a) 尺 -是 反对 称 的 ;(B) 对 于 集合 4 上 的 
E~ RS, RNS 是 反对 称 的 . 

证 EF (a) Bla a BiG a RAT R WU o Ra, ORAT R GT R 是 友 对 称 的 ,因此 
a= h. SPE R 1 是 反对 称 的 ， 

(b) Ca, RND, a AMET RMS. 那么 ,特别 地 , {a,8) 和 (8,a) 都 在 民 中 ,由 于 民 是 反对 称 的 ， 
因此 a = b. RN S ERAPR 

举 一 个 反例 ,说 明 R 和 Ss 都 是 传递 关系 ,但 RUS 未 必 是 传递 的 . 

证 EF ER=1(1.2)X,5=12,3), 0 R ș S RREN EE, RUS=10,2), 2,3 FÆ 


传递 的 . 
设 民 是 A 上 的 任 一 关系 ,证 明 民 UR 是 对 称 的 ， 


证 假设 (2,5)E RUR .着 (a,8)ER, 则 (8,a) ER 1 天 而 (5,a)ERUR- 1!. 同 理 ,车 
(a,b ER L NB, a)ER, 因 而 (bp,2)ERUR Lik RUR :是 对 称 的 . 


闭 包 性 质 


2.152 


2.153 


2,154 


2.155 


设 R 是 集合 A 上 的 一 个 英 系 .定义 只 的 传递 [对 称 , ASA. 
解 F 设 R 是 集合 A 上 的 一 个 关系 .着 一 个 关系 R" REA R 的 最 小 关系 , 且 是 传递 [对 称 , B 
EW, A R* E R HIRET, ABONG. 
W R 是 集合 A4 上 的 一 个 关系 , 斌 给 出 一 个 求 R 的 对 称 和 自 反 闭 包 的 方法 . 
解 EF RUR :是 RR 的 对 称 闭 包 ,RUAa E R P) B 6. 
设 民 是 A=11,2,3l 上 的 关系 ,定义 为 
R = |(1,1), (1,2), (2,331. 
KaR 的 自 反 闭 包 ;(b)R 的 对 称 闭 包 ， 
Ë EF (a) RUA = 101,1), (1,2), (2,3), (2,2), (3.3) 8 R 5 B E Bi. 


(b RUR = |(1,1),(1,2), (2,3), (2,1), (3, 2) IE R 的 对 称 闭 包 . 
设 R 是 有 限 集 4A 上 的 一 个 关系 ,DD 是 RR 的 有 向 图 .假设 有 向 图 Dp 中 从 = 到 =- 有 一 条 
通路 ,比方 说 ， 


a - bi = D>, = *** > bn C. 
证 明 (a,c) 属 于 RR 的 传递 闭 包 尺 * (事实 上 ,RR'* 由 DD 中 所 有 的 从 xz 到 y 有 一 条 通路 
HAFA, AR.) 
E EF RIEC d Mn ATF RAMAT R HT RER, N Ea, AFR. 
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2.156 


2.157 


2.158 


2.6 


2.159 


2.160 


2.161 


HFa ADAT R Blon 6561) 属于 RATA FR" Hla, b AF R * .如 此 继续 下 去 ,最 后 ， 
la, BF R'. 

设 和 集合 A=]1,2,3,4 EHX R 是 由 图 2-27 的 有 向 图 定义 的 . 求 R ARAE 
R’ 

解 ES 从 4 的 每 一 个 点 到 a 的 每 个 其 他 点 都 有 -- 条 道路 且 从 每 个 点 到 其 自身 也 有 一 条 通路 . 
因此 R* A xA. F EAS S. 


a 
< 


R= (1.222432). 3,4)(4,1y(4.3)) 


图 2-27 图 2-28 


RRE 4 = 11,2,3,41 上 的 关系 R 由 图 2-28 的 有 向 图 定义 . 求 R 的 传递 闭 包 民 ” . 
M EF 从 1 到 点 2,3 和 4 阁 有 一 条 通路 ,从 2 到 任 点 没有 通路 .从 3 到 点 2,3 和 4 都 有 有 一 条 通 
路 ,从 4 到 任 一 点 没有 通路 ,这 样 ， 

R' = 1(1,2),(1,3),(1,4),(3,2),(3,3), (3,4)|. 
设 4 有 nt TER, 比方 说 ,4 = 和 I,2,…,nf, 求 4 上 的 一 个 关系 民 ,使 它 具 有 nn 个 有 
序 个 且 其 传递 闭 包 RR' 是 全 关系 A x A( 舍 n 个 有 序 偶 ). 
E Em 疫 R=1(1,2),(2,3),(3, 人 ,eo,(n 一 1,#), (a MAR En 个 元 素 , 并 且 从 A 的 每 


个 元 素 到 任 - -其 他 元 案 及 本 身 帮 有 -条 通路 . 帮 R*=AxA. 


划分 
定义 非 空 集合 S 的 一 个 划分 . 


E EF S 的 一 个 划分 是 5 的 非 空子 集 的 一 
个 集合 P= |4,1, 它 满足 ， 
(i) sS 中 的 每 一 个 元 素 a 属于 4, 之 一 ; 
GD P 的 集合 是 互 不 相交 的 , BI A A. WJ f 图 2-29 
A,A, = Q. 
一 个 划分 中 的 子 集 称 为 块 ,图 2-29 EJ R 32k R 3kñjJ— Fara Cl. 
É S= 11,2,3,4,5,6|. 判定 下 列 各 集合 是 否 是 S 的 一 个 划分 ， 
(a) P, =[11,2,3;,11,4,5,61]; 
(b) P. =[11,21,13,5,6:]; 
(e) P =[/1,3,51, 12,4}, 161]; 
(d) P, =[11,3,5|,12,4,6,71]. 
解 EF (a 否 . 因 1€ 3 属于 两 块 . 
(b) 和 谷 , 风 4ES 不 属于 任何 -- 块 ， 
(c) P. Æ S 的 一 个 划分 . 
(d) 否 . 因 |2,4,6,7| 不 是 S 的 一 个 子 集 ， 
设 S= | 红色 , 监 色 ,绿色 ,黄色 | .判定 下 列 各 个 集合 是 否 是 S 的 一 个 划分 : 


. 8 
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2.162 


2.163 


2.164 


2.165 


2.166 


(a) Pi1=[| 红 色 1, i 蓝 色 ,绿色 |]; 

(b) P= [1 红色, 蓝 色 , 绿色, 黄色 |]; 

(e) P, = [外 ,1 红色, RE), | 绿色 ,黄色 ;]. 

解 EF (a) E ARETE FENH. 

(b) P. 是 S 的 一 个 划分 , 它 的 惟一 元 素 是 S 本 身 . 

(e) 否 . 想 空 集 他 不 能 篇 于 一 个 划分 . 

设 S=11,2,…,8,91 .判定 下 列 各 个 集 和 台 是 否 是 S 的 一 个 划分 ; 

(a) [{1,3,5|, {2,61, |4,8,9:1; 

(b) [11,3,5!{, 12,4,6,8!, {3,7,9|]; 

(c) [i1,3,51, 12,4,6,8|, 17,911: 

(d) [{81]. 

解 EF (a) é. € 5 不 属于 任何 - H. 

(b) 否 . 国 }],3,5 引 种 入,7,91 是 相交 的 . 

(cl 和 (qd) 都 是 S 的 划分 . 

没 和 = [12,…,8,9]. 和 判定 下 列 集合 是 否 是 S 的 划分 : 

(a) [11,3,61,12,81,15,7,9i]; 

(b) [11,5,7., |2,4,8,9}, 13,5,6|]; 

(e) [12,4,5,8|, 11,9), 13,6,71]; 

(d) [41,2,7|, 13,51, 14,6,8,9|,:3,5|]. 

Ñ EF (a) 否 . 因 4EXX 不 属于 任何 一 块 . 按 句 话说 ,所 不 是 这 些 块 的 并 ， 

(b) 和 否 . 因 5&€ 匀 局 于 两 个 坟 同 的 块 11,5,7| 和 1!3,5,6| .换血 话说 ,两 个 不 同 的 块 不 是 不 相交 的 . 

(c) E.B 素 的 每 个 元 素 怡 好 属于 一 块 . 换 句 语 说 , 这 些 块 是 互 不 相 变 的 且 它们 的 并 是 天 

(d) 是 .虽然 3 和 5 出 现在 两 处 ,但 这 两 块 是 相同 的 . 

求 集合 S = 11,2,3| 的 所 有 划分 . 

解 =m 注 意 到 S 的 每 一 个 划分 含有 1 ,2 或 是 3 个 不 同 决 ,这 些 划分 如 下 ， 

(1) [S]; 

(2) {124,12,31], [£421, 11,311. L134, 11,211; 

(3[H11,121,. 31]. 

S$ 有 5 个 不 同 划分 . 

R 下 = 1a,&8,c,al 的 所 有 划分 . 

Ñ Er 首先 注意 XX 的 每 个 划分 含有 1,2,3 或 4 个 不 同 集合 .这 些 划分 如 下 ; 

(1) [fabe dl]; 

(D [jei lb, di hll aceddi elia b dll, 
[idi la b ell [lasd h le, dih [la,c, h 15,211. 
[esd libset]; 

(3) [Hel teh le, all, Llal, tei, ib dih [Dial idi ib,c}] 
fibh tehda diL [leth idi, lasci h [icih idi abl] 

(4) [ja!, 4e!, delh idt] 

六 有 15 个 不 同 的 划分 . 

判定 下 列 各 个 梨 合 是 否 是 止 整数 集 N 的 一 个 划分 : 

(aa 

(b) [In n >51,101,11,2,3,4,51]; 

(c) [lzan >11}, Í n i n2<111]. 


E EF (a) &. IBD SEN A TFI H. 


79. 


2.167 


2.168 


2.169 


2.170 


2.171 


2.172 


2.173 


2.174 


(b) 否 . 因 [0! 不 是 N 的 一 个 子 集 . 
(c) E KAARNA, 并 且 它 们 的 并 是 N. 
判定 下 列 各 个 集合 是 宕 是 实数 集 R 前 一 个 划分 ， 
(a) [|z:z2241,12 z<51]; 
(b)[]z:z2201,101,]1z: 2 <01]; 
(c) Fler? >11}, 12; 2 2<111]. 
E Em (4) G.I ZA, Mm 4.5 AYA TRAR. 
(b) 是 . 因 这 二 块 是 互 不 相交 的 , AETH EE: R. 
(c) 否 .内 “1 在 中 ,但 它 不 属 这 两 块 的 任 - - 块 . 
E[A6 A2 ,六 mw] 和 [BB1,B2,…,B,] 是 集合 的 两 个 划分 .证 明 集 合 的 集合 
P=[A N Bi= 1 ,mj = 1 n lNO 

IE X 的 -个 划分 ( 称 为 交 灵 划分 ). (注意, 我 们 删 去 空 集 CO.) 
证 EF REX WA A or i EA, BA- eo ER rE, AE a FANE. FE 
及, 门 3. 的 并 等 于 三. 现 设 ANB A A NB 是 相交 的 .例如 , 设 y 同时 属于 这 两 个 集 侣 ,那么 yy A 
FTA ĦA, , 国 此 A, = 六, . 同 理 ,yy AT B. 和 及 从此 B,= B… 于 是 凡人 下,= A, NB. XE I 
些 埃 是 互 不 相交 的 或 是 相等 的 , 故 了 是 互 的 一 个 划分 . 
设 S= 时 ,2,3,4,5,6|. 求 SS 的 下 列 划分 的 交叉 划分 已 

P, = {11,2,3},14,5,6|], 

P, = [})1,3,4,6!,12,51]. 
E EF H Pi 的 每 一 个 块 和 P, 的 每 -- 个 块 的 交 得 到 

P= {11,31,12),14,6|,151]. 
设 和 = 411,2,3,…,8,9|. 求 外 的 下 列 划分 的 充 丸 划分 PP， 

P, = [11,3,5,7,91,12,4,6,811, 

P, = [11,2,3, 4}, 15,7}, ]6,8,9}]. 
S =e R P 的 每 一 央 和 Ps HE R EEO 

P =[1l1,31. 15,721 194,12,44, 16.81]. 

W p E— T 8 XUT P, 和 P, 的 变 叉 划分 .在 什么 条 件 下 有 P= P,? 
W F # P 的 每- 一块 是 P, 的 一 所 的 -个子 集 , 则 P=P1. 
设 P 是 一 个 集合 器 的 划分 Pi 和 P, 的 交叉 划分 , 设 Pl A r 块 , P, A s Ek sk P 的 块 
数 n 的 界 . 
SL tm P 不 可 能 有 多 于 sik, H 已 的 块 数 不 能 少 于 P, R P BRR. 换 问 话说 , ipax(r,s) 实 


nre. 


BEG SEn 个 元 素 , f(n, 上 上) 表示 S 分 成 下 (= 1 2,0, n RAAH. R 
fin RARA. 

E er 首先 注意 到 , 由 于 只 有 - :种 方法 将 具有 n 个 元 素 的 集合 S hapik Ak n R, 因此 
fina, =L. fln, n) =L ME a> 1 R 1<4<F< n. 1 b E S 653 T ous. ib ERA, 则 有 
On -1 站 一 要 种 方法 能 将 SN plik L - 1. aA, SN bA k tii tt RUS tir b W 


接纳 到 一 块 中 , A k 种 方法 .因此 我 们 证 得 
fin, k) = fln — Yk — 1) + ktn -1,k). 


这 就 是 我 们 要 的 递 推 公式 ， 

考察 习题 2.173 的 递 推 公式 . 【ay 在 形成 相似 帕斯卡 (Paseai) 三 角形 中 ， n=1,2,3,4,6 
时 的 解 ;(b) 求 一 个 有 n=56 个 元 素 的 集合 的 划分 数目 m. 

解 EF (ay 应 用 该 涪 推 公式 (例如 ,fF(6,4) 二 (5,3) +41(5,4) 一 25+4x10- 65) 得 到 二 角形 
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1 

3 1 

7 á 1 

15 25 10 1 
31 90 65 15 1 


= — — — = = 


(b) m =1+31+90+55+15+1=203. 


2.7 等 价 关系 


2. 


175 


. 176 


. 177 


.178 


. 179 


. 180 


.181 


.182 


.183 


-184 


什么 是 等 价 关系 ? 

解 == 设 有 是 集合 A 上 的 - -个 关系 . 若 它 是 自 反 的 .对 称 的 和 传递 的 , 则 称 R 是 一 个 等 价 关 系 . 
设 工 是 欧 几 里 得 平面 中 的 直线 集合 . 设 R PEL 上 的 关系 ,定义 为 “平行 于 ( 上) 或 者 重 
合 (=)”. 证 明 R 是 一 个 等 价 关 系 . 

证 F 对 于 中 的 任 一 直线 4a, 有 a=a, 因 此 RR 是 自 反 的 .车 a 上 5, 则 5 上 4, 因此 R 是 对 称 
的 .车 gj8 且 ic, 则 a le 或 4a-c, 因 此 RR 是 传递 的 . 故 RR 是 一 个 等 价 关系. 

在 欧 几 里 得 平面 的 直线 集合 L 上 , 设 S 是 关系 “有 一 个 公共 点 ”,S 是 一 个 等 价 关 系 吗 ? 
解 ze REE a R 是 不 相同 的 水 平 线 ,5 是 一 条 垂直 线 , 则 aSb B bSc IH a fc. 

考虑 欧 几 里 得 平面 的 直线 集合 上 的 垂直 关系 上 .二 是 一 个 等 价 关系 吗 ? 

解 ¿F 不 是 .虽然 :是 对 称 的 ,但 它 既 不 是 自 反 的 又 不 是 传递 的 . 

设 耳 是 欧 几 里 得 平面 中 的 三 角形 集合 .证 明 相 似 关 系 R 是 了 上 的 一 个 等 价 关系 ， 

证 EF 每 个 三 角形 与 自身 相似 ,因此 R 是 自 反 的 . 若 三 角形 a 与 三 角形 5 相似 , 则 与 a 相似 ， 
因而 R 是 对 称 的 . 若 a 与 5 相似 且 5 与 < 相似 , 则 a 与 相似 .因此 R 是 一 个 等 价 关系 . 


ÉE R 是 正 整数 集 N 上 的 一 个 关系 ,定义 为 
R = 1(a,5);a +b EREI. 


R 是 一 个 等 价 关 系 吗 ? 

解 EF 是 的 .显然 对 任 一 a EN,a+a ERR, A atb 是 偶数 , 则 5+a 是 偶数 .因此 REER 
HRPA. TEN R 是 传递 的 , 我 们 注意 到 , aR5 的 充分 必要 条 忻 是 a Ae RAHA HEA 
性 , 即 a 和 5 同时 是 奇数 或 同时 是 偶数 .因此 , 若 ¿Rb E 级 e, 风 a 和 上 有 相同 的 奇偶 性 且 & 和 cc 有 
相同 的 奇偶 性 , AE a 和 c ARHAR, ED aR. R, R 亦 是 传递 的 . 故 RR 是 一 个 等 价 关 系 . 

R S EAKR X 上 的 关系 “有 血缘 关系 的 ”3S 是 一 个 等 价 关系 吗 ? 

8 =F 不 是 .虽然 S 显然 是 自 反 的 和 对 称 的 ,但 它 不 是 忧 递 的 .例如 ,” 或许 有 一 个 母亲 察 族 的 


ERE ,有 一 个 父亲 家 族 的 党 兄弟 c, Sh H bSc, 但 a 和 ee 未 必 有 他 缘 关 系 . 
Ë R=|0(1,1), 1,3), (3,1), G, D. R EA = 11,2,3| 上 是 等 价 关 系 吗 ? 在 


B= |1,31 上 是 等 价 关 系 吗 ? 

K =F 显然 是 对 称 的 和 传递 的 .但 是 , R 不 是 A 上 的 等 价 关 系 , 因 2 R2, Bi R 在 4 上 不 是 
自 反 的 , 另 一 方面 , R 在 B 上 是 自 反 的 ,因此 R 是 日 上 的 一 个 等 价 关系 . 

证 明 集 侣 包含 关系 全 不 是 一 个 等 价 关系 , 例如 不 是 N 的 子 集 上 的 一 个 等 价 关 系 . 

证 F 关系 己 是 自 反 的 和 传递 的 ,但 和 不 是 对 称 的 , 就 是 说 , A 忆 B 不 意味 着 BCA. 

考虑 整数 集 Z 和 一 个 整数 m >1. 如 果 x — y 能 被 m 整除 ,或 等 价 地 ,存在 一 个 整数 
使 得 x = y+ km ,我 们 则 说 x 和 yy ERR m 同 余 的 , 记 作 


z = y(modm }. 


证 明 这 就 是 定义 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 
证 ëm xH Z RE 一个 zx, 因 z - r = TE m 整除 ,因此 我 们 有 z+ 寺 z(modm). 于 是 该 关系 


第 二 章 x — # 


=l 


2.185 


2.186 


是 自 反 的 . 

Ë z==y(modm), W r- y TE m R.A, —- (z — y) = y- z ME m B ER, E y= 
7 了 {modm ) .这 样 ,该 关系 是 对 秘 的 . 

Wik x 三 yfmodmw} 和 y= (modem), M) > — > Ay- 都 能 被 mm 整除 .那么 ,和 

(一 二 人 

亦 能 被 m 整除 ,因此 r= r(modm ) .这样 , 该 关系 是 传递 的 . 

我 们 已 证 明了 ZEAR m 同 余 的 关系 是 自 反 的 、 对 称 的 和 传递 的 , 因此 它 是 -个 等 价 关系 . 
设 4 是 一 个 非 零 整 数 集合 , 并 设 二 是 A x A 上 的 关系 ,定义 为 ,每 当 ad = be 时 ， 

(a,b) = (c,d). 
证 明 一 是 -个 等 价 关系 . 
证 EF 我 们 必须 证 明 一 是 自 反 的 ,对称 的 和 传递 的 . 
(i) 自 反 性 .内 a= ba, RIAC, h= 6) .因此 一 是 自 反 的 . 
{ 刘 对 称 性 . 设 [ab) 二 (cd M) ad = be. AIE ch = da, AM le, dla, b) .这样 ,一 是 对 称 的 ， 
(iii) EYE. a, ble, d B(c,dy= (e, f). M| ad = be B cf = de. 将 这 两 个 等 式 的 对 应 项 相关 
Blade) = (be)(de) B] c 关 0 H a0, TRESETA c. d 消去 得 ar be, HEA la, b) 
(e, 六 ,这样 ,一 是 传递 的 . 
于 是 ,是 一 个 等 价 关系 . 
设 4 是 一 个 整数 集合 ,并 设 一 是 4 x A 上 的 关系 , 定义 为 
(a,b) ~ (c,d), 基 a Td =b +c 

证 明 一 是 一 个 等 价 关系 . 
证 EF 我 们 必须 证 明 一 是 自 反 的 ,对 称 的 和 情 递 的 ， 
G) 自 反 性 . 困 e+ 五 = 吉 +a, 我 们 有 (aa 一 tab) ,因此 一 是 自 反 的 . 
(ü) WM3PRTE la, b~ led) M atd=dbte HE oq b= d+a, Aile d)—- ta, b). Plt — ë 
对 称 的 ， 
(iii) 传递 性 . 设 {ta,5) 一 fc) 上 且 (ed 一 (e 门 , 则 aa+ad=p+c 且 c4p=z+e. 将 这 两 个 等 式 琴 
端 相 加 , 得 


(a +d)+ (c+ f) = (b +c) + (d + 0). 
从 这 个 等 式 两 端 减 去 c 和 4 得 a 十 f=5+e, 因 而 有 {a,5) 一 (e, J) KER. ERN. 
于 是 , 一 是 - -个 等 价 关系 . 


等 价 关 系 和 划分 


2.187 


设 R 是 非 空 集合 A 上 的 一 个 等 价 关系 . (a) 定 义 元 素 a € A 的 等 价 类 ,用 [oa ] 表 示 ; 
(DEX A 关于 R HAM, 用 A/R 表示 ， 
H EF (a) 等 从 类 [4] 是 A 中 a 与 它 有 关系 的 元 紊 的 集合 , 即 

[o] = |r:{ar) ERI. 


(b) A/R 是 等 价 类 的 集合 , 即 
A/R = jla] ta € Al. 


定理 2.2 R R EEZŞGA 上 的 一 个 关系 , 则 商 集 A/R 是 4 的 一 个 划分 ,具体 地 说 ， 


(i) 对 于 每 一 个 a€EA,aElal]; 
(ú) 当 且 仅 当 (a,pP)ER 时 , [a]=[6]; 
Gi) #la ] 关 [8], 则 [a ] 和 和 [5] 是 不 相交 的 ， 


2.188 ”证 明定 理 2,2. 


证 (ij) 的 证 明 . 由 于 RR 是 自 反 的 ,因此 对 每 个 a€ 有 ABA, 有 {a,a)€ER, 从 而 a€Elal. 

(i 让) 的 证 明 . 假 设 (a,5)ER. 我 们 要 证 明 [a]= [6]. 设 zE[51, 则 (5,x)ER. 根 据 慨 疫 (a,5)E€ R, 
阅 此 ,由 传递 性 , (a,.c)ER, 于是 xTal, 这 样 ,[] 守 Fal. 为 了 证 明 [a] 三 [8], 由 对 称 性 ,我 们 注 
意 到 (a ,5)E R 意 措 {858,a}ER. 于 是 ,用 类 似 的 论证 ,我 们 得 到 [a JC [b]. w[a]= [5]. 25 -方面 ， 
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2.190 


2.191 


2.192 


2.193 


2.194 


#[a]=[5], MHA Elbl- [a], HEt, AER. 
(ii 的 证 明 . 我 们 证 明 等 价 的 道 友 陈述 ， 
tla] Y [6] z Q. Wa] = [5]. 
#[a]ni5]= 2, MFE AR aC A. (#9 ze [a] [8] MElar ER B(5,z)€ R. hitt 
性 , (2. EER, ZAISTE, (a,58)ER, 因 此 ,所 (让 有 [a]= [5]. 
E 有 A=11,2,3,4,5,61,R 是 A 上 的 一 个 等 价 关 系 , 定义 为 
R =1(1,1),(1,5),(2,2), (2,3), (2,6), (3,2), (3,3), 
(3,6), (4,4), (5,1), (5,5), (5,2), (6.3), (6,6)}. 
jKH REER A 的 划分 , 即 求 R 的 等 价 类 . 


W EF 1 与 1 和 5 有 关系 ,因此 


[1] = 1,51 
我 们 选择 一 个 不 属于 [1] 的 元 素 ,例如 ?2.2 与 2.3,6 右 关系 ,因此 
[2] = 12,3,6:. 
现在 只 有 4 不 属于 [tj 和 [2],4 兵 与 4 有 关系 ,因此 
[4] = jal. 
TAF,[11,51,i2,3,61. 141] 是 由 RR 导出 的 A 的 划分 . 
关系 及 =1011),(1,2》 (2,1), {2,2), G, D ERE S= 入 ,2,31 上 的 一 个 等 价 关 
系 . 求 商 集 S/R. 
E uw 对 于 关系 玉 ,[1]= 11,2}, [21=11,2130[3]= 131 .注意 到 [1] = [2], 因 此 我 们 有 S/R = 
iD ,[3]1. 
设 A =112,3,…,13,14,15| ,并 且 设 尺 是 4 上 的 关系 ,定义 为 按 模 4 同 余 . 求 由 尽 
确定 的 等 价 类 . 
解 EF WSB 2.184, 若 4 整除 a — b BQ FI M. E ER a 使 得 a =b + gk, WJ ¿= 
b(mod 4), 天 是 
(1) 将 4 的 倍数 加 到 1, 82J[11-/1,5.9,13i. 
(2) 将 4 的 倍数 加 到 2, 得 到 [2] = 12,6,10,141. 
(3) 将 4 的 倍数 加 到 3, 得 到 [3] = 13,7, tl1,151. 
(4) 将 4 的 倍数 加 到 4, 得 到 [4]= 4,8,121. 
十 它们 包含 A 的 所 有 元 束 , 因 此 [1],[2],[3],[4] 全 者 是 等 价 类 . 
考虑 单词 集合 W = jsheet, last, sky, wash, wind siti. K W/R, itk R E: W 上 的 等 
价 关 系 , 定义 为 (a) 有 相同 的 字 荚 数 日 !(b) 开 头 字 世相 同 . 
E EF (a) 有 相同 字母 数目 的 那些 单词 属于 同一 顽 , 因此 
W/R = [sheet], last, wash, wind}, |sky, siti ]. 
(h)JF 35k E BHAI 69 AE tiq F] — JE, El jk 
W/R = [ sheet, sky, siti, |last|, | wash, windi ]. 
设 A =11,2,3,…,14,15|. 考 虚 Ax A 上 的 等 价 关 系 一 , 它 定 义 为 : 若 ad = be, WI 
(a 5) 二 (cada)( 见 习题 2.185) . 求 (3,2) 的 等 价 类 ， 
W EF 我 们 查 拱 使 程 (3,2) 二 (m,n), 即使 得 3n=2m 或 3/2= min MRA m, n). (S BJ TR 
说 , 若 将 (3,2) 写 成 因子 3/2, 则 我 们 查找 等 价 类 372 的 所 有 因子 m/n TÆ 
[(3,2)] = 1(3,2), (6,4), (9,6),(12, 8), (15,10)}. 
B 及 = 站,2,3,…,14,151 .考虑 A XA 上 的 等 价 美 系 ~, 它 定义 为 :车 a+ d=B+c， 
则 (ea ,下 一 (cyd)( 见 习题 2.186.) 求 (2.11) 的 等 价 类 ， 
W EF 我 们 查找 使 得 {2, 11)-(m.n y PER 24 a= 11+ m R n = 9 m 的 所 有 (m,n). 置 


m= hZ … 得 
[(2,11)] = 161, ED), (2,11), 63,12), (4.13), (5,14), (6,15)|. 


第 二 章 关 系 


1 


2.195 Ü R, 是 整数 集 卫 上 的 等 价 关系 ,定义 为 r+ 三 y(mod 5).( 见 习题 2.184. ) 求 等 价 类 导 


出 的 Z/ Rs. 

解 F EUR PRA 5 个 不 同 的 等 价 类 ; 
Ao = ie, - 10, -5,0,5,10,.}, 
A1 = | C9, 1 1 
A, = dhe, -B - 3,2,7,12,.…|, 
As = 1,7, 2,4,8,13,.|, 
Ají = 6, - 1,4,9,14,.…}. 


具体 地 说 , A, = [r] 是 将 5 的 倍 教 如 到 > 得 到 的 .注意 , 任 一 个 整数 x 是 惟 -: 地 能 表示 成 形成 .x = 
5q tr, 有 此 处 Dr 近 4 合 得 zE A. 
定理 2.3 设 忆 =14*! 是 集合 S 的 一 个 划分 .那么 在 S 上 有 一 个 等 价 关系 一 使 得 S/— 
是 与 划分 已 =j} .44 相同 的 ， 
2.196 证 明定 理 2.3. 
证 EF aMi ATEH A, HEX ab BI,- RARMAN. A. 相互 分 离 便 保证 
一 也 是 传递 的 .于 是 一 是 一 个 等 价 基 系 . 而 且 


[al =!ri:a~ zl 
=i: S a EA- EA Pi. 
二 是 关于 一 的 等 价 类 和 划分 P 的 块 相同 ， 
2.8 三 元 和 -元 关系 
2.197 ”定义 一 个 三 元 关系 并 给 出 一 个 例子 ， 
W EF- :个 三 元 关系 是 有 序 三 元 纸 的 集 台 . 特 济 地 ,车 S 是 一 个 集合 , 则 5 的 一 个 子 集 称 为 S 
上 的 一 个 三 元 美 系 . 例 如 , 若 工 是 -条 直线 , 则 * 中 间 " 是 沿 着 L 的 点 的 一 个 三 元 关系 . 
2.198 设 A=|11,2,3,…,14,15}. 和 再 设 R 是 A 上 的 用 方程 x?+ 5y=z 定义 的 二 元 关系 .将 
R 写成 一 个 有 序 三 元 组 的 集合 . 
W EF 由 于 >3 时 ,z?>15, 我 们 只 要 当 工 =1,2,3 时 求解 y， 和 = . 因 比 
R = 016) (1,2,11), (2,1,9), (2,2,14), (3,1,14). 
2.199 ”说 明 一 个 二 元 运算 ,例如 加 法 (= ) 怎 么 可 以 认为 是 一 个 三 元 关系 呢 ? 
解 F 运算 + 可 以 定义 为 有 序 三 元 组 的 集合 如 下: 
+= ]|(z,y,z):r + y = zi. 
这 样 ,例如 (2,5,7) 属 于 + 但 (3,4,5) 不 属于 + ， 
2.200 ”定义 一 个 一 元 关系 并 给 出 一 个 例子 . 
E ke 一 个 ma- 元 关系 是 x - 元 有 序 组 的 一 个 集合 .特别 地 , 若 S 是 一 个 集合 , 则 Se 的 一 个 也 
集 称 为 S 上 的 一 个 二 一 元 关系 .例如 ,一 个 方程 ,比方 说 
xy +r + 3ra + t + ng = Ü 
的 解 集 W 可 以 认为 是 及 上 的 一 个 ”元 关系 . 
2.201 设 和 六 = 站 ,2,3,…,14,151. 设 情 是 A 上 的 一 个 元 关系 ,定义 为 
R= |(z, y, z, t)r +3y + z? = +}. 
将 R 写成 4 一 元 有 序 组 的 集合 ， 
E tr 注意 ,我 们 只 能 有 z=1,2,3. 因 此 
R=1(1,1,1,8), (1,1,2,11), (1,2, L, 11), (1,2,2,14), 
(1,3.1, 14), (2,1, 1, 12), (2,1,2, 15), (2,2,1,15)|. 


3.1 


函数 .映射 

定义 从 一 个 集合 4 到 一 个 集合 B 的 函数 . 

解 EF 假设 4 的 每 一 个 元 素 都 被 赋予 B 的 惟 -元 素 , 那 么 这 样 的 赋 信 和 集合 葡 为 从 A 到 p 的 一 个 
现 数 (或 映射 ) .我 们 用 


f:iA — B 

表示 从 A PIBK- IRRF RIS FRE a rS BA aCA 的 B 的 元 素 称 为 在 a 的 值 或 
EFRR. 

注 术语 函数 和 映射 常常 按 同 义 使 用 , 尽管 有 些 教 科 书 对 实 值 或 复 值 映射 , 即 把 一 个 集合 


映射 到 及 或 忆 保 留 使 用 函数 这 个 词 . 


3.2 


3.3 


3.4 


3.5 


3.6 


3.7 


ARR f: A 一 B 的 (a) 定 义 域 , (b) 上 域 , (COREEA? 
E EF (a) 集合 4 是 上 的 定义 域 . 
(b) 集合 B 是 了 的 上 域 . 
(c) 了 的 所 有 的 象 值 的 集合 称 为 了 的 象 ( 集 )( 或 值 域 ), 几 Im y 或 所 4A) 表 示 , 即 

Imf = ib € B: 存 在 a € A 使 得 f(a) = b|. 
我 们 看 到 lmf 是 B 的 一 个 子 集 (也 许 是 真 了 集 )， 
考虑 函数 f: A 一 B.(a) 设 S 是 A 的 一 个 子 集 .定义 在 f 下 S 的 象 ( 集 }, 用 f(5) 表 示 . 
{b) 设 工 是 B 的 一 个 子 集 .定义 在 上 下 了 工 的 赣 象 { 集 ) 或 康 象 { 集 ), 用 广 !(T) 表 示 ， 
# EF (a)/(S)=l|f(a):a€C S|= b€ B. 3a 6 S#E 六 a)= 引 . 换 句 话说 , FS) 由 S 中 所 有 的 元 
素 的 象 组 成 . (这 里 , 了 是 "存在 "的 缩写 }、 
(bf T= fa EA FOET WAE, 广 !(T) 由 全 的 元 未 中 其 象 属 子 了 的 所 有 元 素 组 成 . 
解 ES UE f;,A 一 B 和 g:A 一 B 对 于 每 个 a€ A 都 有 f(a) = g(a), 则 定义 这 两 个 了 落 数 相等 ， 
记 作 f= g.f=g 的 否定 记 作 fe e SE E fff aC AW (Agla). 
定义 函数 f: A— B 的 图 形 ， 
解 EF 每 一 个 函数 了 ;A 一 B 对 应 于 由 |(a, laa Ai 给 出 的 A XB 的 子 集合 .我 们 称 这 个 集 
合 为 了 的 图 形 . 我 们 注意 到 , 两 个 函数 /.A— B fü z: A— B 相等 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 图 形 . 这 样 ， 
起 们 在 一 个 函数 和 其 图 形 之 间 不 加 以 区 别 . 
考虑 图 3-1 定义 的 从 站 =ja,b,c,dl 到 B=1zx,y,z,w| 的 函数 广 求 :(a)A 的 每 个 元 
素 的 象 ;(b)y 的 象 ;(c)f 的 图 形 ,即将 f 写成 一 个 有 序 侦 的 集合 ， 


E EF (a) 箭 导 指明 一 个 元 素 的 象 .因此 
fla) = y, J(b)y= zr, fle)= z, fld) = y. 
(b) 了 的 象 由 所 有 的 象 值 组 成 . 只 有 z, y, z 作为 象 值 出 现 , 因 此 
JLA = |z,y. zi 

(c) 有 序 偶 (a, a DER £ BJ BE. EA a € A.N H; 

f= {Ca,y), (Cb, rz), (ec, z), (qd, y)!. 
考虑 图 3-1 定义 的 函数 了. 求 :(a) Sheik S= ja, b, 
dhi £ (T). AK T= ly, zl; (c) f lG). 


解 EF (a) f(S)= f(la,b, dl) = iflah ib) f(d)l = ly, Ta 


yl= x, yi. 


3.8 


3.9 


3.10 


P-E H 数 


(b) R ac Wd ET PAR, AE F HT) lacdt. 
(e) RATRE f TAS w, BE y w) =g, MER, 
PER 3-2 的 各 图 是 否定 义 从 A = la, b, CIS B= iz, y, z HAR. 


图 3-2 


W EF (a) 村 .没有 B 的 元 素 同 于 4E A. 
(b) 否 . 有 两 个 元 素 x 和 <* KF CA. 
(e) 是. 因 A 的 每 个 元 束 都 被 赋予 B 的 惟 - :元 素 . 


叙述 图 3-3 的 各 图 是 否定 义 人 只 C=11,2,31 到 D=]4,5,6 HA. 
图 3-3 


E EF (a) 否 .没有 DD 的 元 素 赋予 2EC. 
(b) E.B C 的 每 一 个 元 素 都 被 赋予 记 的 惟一 元 素 . 
(c) 否 .有 两 个 元 素 4 和 5$ 贼 子 1€C. 

设 A 是 一 学 校 的 学 生 的 集合 , 判定 下 列 赋值 中 哪些 是 定义 A 上 的 一 个 沙 数 . 

(a) 每 个 学 生 注 明 他 上 成 她 的 年 龄 ; 

(b) 每 个 学 生 注 明 他 或 她 的 老师 ; 

(c) 每 个 学 生 注 明 他 或 她 的 性 别 ; 

(d) 每 个 学 生 注 明 他 或 她 的 配偶 . 

W EF (a) 是 . 因 每 个 学 生 有 一 个 且 只 有 一 个 年 龄 ， 

(b) 是 , 苦 每 个 学 生 只 有 一 位 老师 . 否 .车 有 菜 个 学 生 有 多 于 -位 老师 ， 

(中 是. 

(d) 否 . 若 有 学 生 没 有 结婚 

考虑 集合 4 = 11,2,3,4,51 以 及 图 3-4 定义 的 函数 fF. A 一 A. 求 (a) 4 的 每 个 元 素 的 
RRR f BJ3 (A). 

E F (a) 箭 导 指 明 一 个 元 素 的 象 , 因 此 1(1)=3, 了 7(2)=5, (3)=5,f(4)=2,f(5)=3. 

(b) £ J ABARREN. E, RE 2,3 和 5 作为 点 的 元 素 的 象 出 现 ,因此 F(A)= 12,3, 
SH. 

RE 3-4 EAE y RDE, BDE 与 成 一 个 有 序 偶 的 集合 . 

E EF 有 序 偶 集 合 (a, fla) ER f SEDE, AE a C A.I 

f = i(1,3),(2,5),(3,5),(4,2),(5,3);. 

考虑 图 3-4 定义 的 函数 S Ra) (S) Eat S=l1,3,51; (b) fF (T) EA T= 1, 
21; (e) £ 103). 
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图 3-4 


解 EF (a) FS)= F041,3,51) = 101), A3) fF(5)! 二 13,5,3| 一 13,5| ， 
(D 只 有 4 的 象 在 T= 11,21 中 ,因此 f(T)= 41. 
( 68 185 88% 3 AE y (3y= il,51, 
E f AEA xB 的 -个 子 集 . 在 什么 情况 下 £ gx — FA A 到 B 的 函数 ? 
解 AxB 的 一 个 子 集 f 是 TAR J A=B 的 充分 必要 条 件 是 每 个 EA 作为 了 的 恰好 一 
个 有 上 序 侦 的 第 一 个 坐标 . 
É 下 =11,2,3,41. 判 定 臣 土 的 下 列 各 个 关系 (有 序 侦 集 合 ) 是 否 是 从 XE X 的 一 个 
PR X: 
(a) f£=1(2,3),(1,4),(2,1),(3,2),(4,4)1; 
(b) g=1(3,1), (4.2), 01.1); 
(c) A= 1(2,1), (3, 4) 《1 4) (2,1), (4,4)|, 
解 r M-F, X x x 的: ATE fE- TAR f X: X 的 充分 必要 茶 件 是 每 个 a € X fE 39 
上 的 恰好 一 个 有 有 序 侦 的 第 - -个 元 未. 
(a) 否 .上 的 两 个 不 同 的 有 序 倘 有 相同 的 数 2 作为 第 一 个 坐标 . 
(b) 否 .元 素 2€ XX 不 作为 g 的 任 一 有 序 偶 的 第 一 个 坐标 . 
(2) 是 .虽然 2E 壬 作为 产 的 两 个 有 序 偶 的 第 一 个 坐标 ,但 是 这 两 个 有 序 偶 是 相等 的 . 
设 三 =|a,5, c,d1 .判定 下 列 有 序 偶 和 集合 是 否 是 从 W Z) w 的 一 个 函数 ， 
(a) Hah Ced) (d,a) (c, d), (a, d)1; 
(by | (d,d), (cra), (asb) (d,b)l; 
(c) Ila, b) (b,b), Ce, b), Cd, b)i; 
(d) iasa), (b,a), a,b) (c, d), (d,a)]. 
8 F (a) 是 ,虽然 c 作为 两 个 有 序 侦 的 第 -个 党 标 ,但 这 配 个 有 序 侦 是 相等 的 . 
(b) FCE b DEAE FEHR- -个 坐标 ， 
(c) 是 . 因 w 的 每 一 个 元 素 作为 怡 好 是 一 个 有 序 侦 的 第 一 个 坐标 . 
(d) 否 .元 素 a 作为 两 个 不 同 的 有 上 序 侦 的 第 一 个 坐标 . 
É f ROR 是 函数 ,对 每 个 实数 z 赋予 它 的 平 方 x .叙述 定义 的 不 同方 法 . 
解 üm 函数 广 可 用 下 询 的 任 一 种 方法 来 描述 ; 
flr) = z2 或 过 Frz Eyer 
这 里 , ;* 读 作 " 进 到 ". 在 最 后 的 记号 中 , y 的 值 依赖 于 x 的 取 值 ,因此 z 称 为 自 变 量 , y 称 为 因 变 量 ， 


注 每 当 一 个 菩 数 /用 自 变 量 的 公式 给 出 时 ,车 无 特别 申明 ,我 们 总 是 假定 了 是 从 R( 或 


者 使 了 有 意义 的 RR 的 最 大 子 集 ) 到 RR 的 一 个 函数 ( 见 3.2 T). 


3.18 


考虑 习题 3.17 中 的 通 数 fa) r Raf ES, -4 和 0 的 值 ;(b)F(y+2) 和 
Firth lA fle th)—- flr) h. 

解 EF (a) f(5}=52=25, f-4)=(-4¥=16, f(0)=0=0. 

(b) f(y+2)= (y+22= y tdytd f(rth)= {r+ kh) = z + 2zh + h°, 

(c) [/(z +h) f(z)]/h = (z2 + ah tA > rh = (22h + h°P)/h=2r+h. 


第 = 章 A # 


3.21 


考虑 习题 3.17 PHAR f(r)= zx?. 求 的 象 Im f. 

W ze 每 个 非 负 实数 a E as 的 平方 ,而 每 一 数 的 半 方 不 会 是 负 的 .因此 , Imf= |z; 20], BAE 
负 实数 的 集合 . 

设 广 指定 世界 各 固 的 首都 . 求 (a) 的 定义 域 ;Cb)f( 法 国 ), f( 加 拿 太 ), (AE). 

和 解 GF (a) 上 的 定义 域 巧 证 界 上 的 国家 组 成 的 集合 . 

(b) 这 于 ,由 于 巴黎 是 法 国 的 首都 , 因此 /法国 ) = 巴黎 . 同 理 , F( 加拿大) = SEK E, /日 本 ) = 东 


mF. 
设 g 指定 英语 的 每 个 单词 中 需要 拼 读 单词 的 不 同 字 母 的 数目 , 求 g (letter), g 
(mathematics) 和 g(amour) ， 

解 ”B 委 这 里 , 拼 “letrer" 要 有 四 个 字母 1，e, + l r, 因此 gfletter)=4. 同 理 ,gfmathematicsy=8. 但 
e, EJ z 的 定 交 域 是 英语 单词 的 混合 ,而 "armnour" 是 法 语 单 词 , 因此 gamon ERA EAH. 

设 A 是 平面 上 多 边 形 的 集合 , 设 上 :A 一 N 指出 每 个 和 多边形 的 边 数 . 求 h( 二 角形 )， 
(正方 形 ),h( 六 角形 ) 和 ACP). 

E bp 这 时 ,由 于 一 角形 有 二 条 边 ,因此 h( 三 角形 )=3. 而 且 ,A{ 正 方形 ) = 4 上 (六 角形 ) = 6, 
h (FE) =4. 

X= ja, biH Y={1,2,31.R (a) A X A Y 和 (pb) 从 YY 到 多 的 函数 数目 . 

W£ P (a) HFa 的 莹 有 二 种 选择 :[,2 或 3, 以 太 对 5 的 象 辣 样 有 二 种 选择 .因此 从 六 到 YY 可 
能 有 n=3:3=33=9 ARR. 

(b) 对 YY 的 三 个 元 素 每 一 个 的 象 有 两 种 选择 ;a 或 5 .因此 ,从 Y 到 XX 可 能 有 n=2'2'2=2 = 8 41 B 
数 . 

设 玉 有 |XX| 个 元 素 和 YY 有 |YY| 个 元 索 . 证 明 从 久 到 Y 有 |YII* 个 函数 .由 于 这 个 缘 
故 ,常常 把 从 X 到 YY 的 所 有 函数 的 集合 记 作 YX， 

证 明 EF 六 的 :多 | 个 元 率 的 每 一 个 的 象 有 |Y| 种 选择 ,因此 ,从 XX 到 YY 可 能 有 | YI 个 函数 . 
设 A 是 任 -- 非 空 集合 . (a) 定义 A Eñ E FW, H 1, 或 1 表示; (b) RO) 
14a(6),14(8), 此 外 A=j1,2,3,'…,91. 

W EF (a) A 『 的 但 等 映射 是 函数 14 :A 二 及 ,定义 为 :对 每 ~- 个 LEA 部 有 14(x)=x. 

(b) 在 恒 等 映射 下 , 任 - TREHET TA. At 14(3)=3,14(6)=6,1a(8)=8. 
定义 一 个 常 值 肤 射 ， 

解 F 设 上 是 定义 域 为 4 的 -- 个 函数 . 若 每 一 个 a € A 都 被 赋予 相同 的 元 素 , 则 了 是 常 值 映射 . 
给 定 集 合 AA 和 B. 从 A 到 B 有 多 少 个 常 值 阔 数 ? 

R EF 对 于 每 一 个 ca, C B 定义 常 信 孙 数 f(r)=5. 因 此 有 1B| 个 常 值 隧 数 ,此 处 1B! 
RR BETERE. 

设 5 是 A 的 一 个 子 集 ,再 设 fF AB. E X. f XF S 的 限制 . 

W EF XTS 的 限制 是 映射 了 SB, 定 多 为 ;对 于 每 个 s€ S,(s) = f(s) ,通常 ,f 关于 S 的 
限制 记 作 fle. 
设 FRR 定义 为 rz)= z2. E F: Z—R 表示 了 关于 三 的 限制 , 妈 设 了 = f|z. 求 
F004), FC —3) 和 产 172)， 

W r REL, ITET nez fin) = fin) AIE, Fis 了 4)= =16,7(-3)=f(-3)= 
(-3y:= 9, JBE 1/2 椒 在 了 的 定义 域 中 ,因此 了 (4/2) 没有 定义 . 

设 S 是 4 的 一 个 子 集 .定义 从 5S 到 A 的 包含 映射 ， 
解 ue 从 S 到 有 的 包含 映射 用 i;S 人 > 4 表示 ,定义 为 :对 于 每 - -个 z 和 9S,ifT)=T: 换 句 话 
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说 ,5 到 有 的 包含 映射 是 4& 上 的 恒 等 映 射 关 于 S 的 限制 . 

3.31 考虑 包含 映射 i: N— R.R : (4), (8), : (23), i( —6). 
E EF agt N -Arka E 5. AE i(4) 一 4,1(8)=8 和 1:(23)=23. 和 但 是 , - 6 AN T 
N, EERE i:N Cw RR 的 定义 域 中 , 战 i{ -656) 没 有 定义 . 


3.2 实 值 函数 


这 一 节 涉 及 实 值 函数 ,即将 集合 映射 到 R 的 函数 f. 通常, 了 的 定义 域 是 及 或 及 的 一 个 区 
间 子 集 , 因 此 函数 fE Rx R= R 中 绘制 成 图 形 , 具 体 地 说 , 若 函 数 是 逐 段 连续 和 
可 微 的 ,例如 和 多项式. 有理、 三 角 、 指 数 和 对 数 函 数 , 那么 这 样 的 函数 首先 可 以 近 伺 地 绘制 它 的 
一 些 点 ,然后 画 一 条 光滑 卓 线 通过 这 些 点 .通常 ,这 些 起 由 峰 耶 x 各 种 值 然后 计算 相应 的 函数 
值得 到 的 一 个 表 得 到 . 
下 面 的 记号 也 时 于 从 a Pje HER, 其 中 a 和 5 都 是 实数 和 且 a 所: 
[a,5]= zas rS bl, RAA a 到 5 的 闭 区 间 ; 
[a,b)= ]z;as z< bl, Bh JA a 到 上 5 的 半 开 区 间 ; 
(a,b]= lizia <zxz=<çbl, BAM a 到 5 的 半 开 区 间 ; 
(a b)= iria la bl, RAA a 到 5 的 开 区 间 . 
3.32 ”车 实数 函数 jz) 由 一 个 公式 给 出 { 此 处 x 是 一 个 实 变量 ), 则 A(z) 的 定义 域 D tF 
Z? 
解 ”SF BdEm EE, E X IR D 由 使 六 z) 有 意义 的 和 实 的 及 的 最 大 子 集 组 成 . 
3.33” 求 下 列 函 数 的 定义 域 D: 
(a) flz)=1/(z-2) (b) g(xz)=x -3r-4; (c) h(z)= /25- 2. 
解 EF (ay) 当 r-2=0, 即 =2 时 ,Fz) 没 有 定义 ,因此 卫 =RY 12|. 
(b) 对 于 每 一 个 实数 ,g 都 有 定义 ,到 此 D - R. 
(c) 425-7 ARA, h RAE AE D=[-55]= r: -58285 
3.34 RAR F(z)= >? BEAR D, Eik Kr. 
解 EF 虽然 对 于 每 一 个 实数 ,了 有 意义 ,但 了 的 定义 域 已 明确 给 出 是 DD= 1z;0 志 7 所 2|. 
3.35 ”应 用 公式 定义 如 下 的 从 县 到 有 的 函数 : 
(a) 设 了 赋予 每 一 个 数 为 该 数 的 三 次 方 ; 
(b) 设 g 赋予 每 一 个 数 是 数 5; 
(c) Vk 赋予 每 一 个 正 数 为 该 数 的 平方 , 并且 赋予 每 一 个 非 正 数 为 数 6. 
解 Em (a) 由 于 了 赋予 任 -- 个 数 z 是 其 二 次 方 o RERIT ELA f(z) = z2?. 
(b) 由 于 g 赋 5 给 予 任 - -个 数 =, 因 此 我 们 可 以 将 g 定义 为 g =5. 
(c) 两 个 不 同 的 规律 和 用 来 定义 有 如下: 


6， #<==0. 
3.36 ”考虑 习题 3.35 中 的 函 教 f,g Wha. Ra) 4), (一 2), f0): (b) g4) g( - 2), 
g(0);(c) Ald), hl- 2), h (0). 
Ñ EF (a) 现在 ,对 于 每 个 数 z, F(z)= xz 因此 Z )=2Ë = 64. /(—2)=(-2) = 一 8, f/(0)=0' =0. 
(s) 每 ~ 个 数 的 象 是 5, 因 此 g(4)=5,g( 一 2)=5, gt0)=5. 
(c) 由 于 4>0, 因 此 上 (4)= 末 =16. 另 一 方面 , -2,0 志 0, 央 此 F(- 2)=6, f(0)=6. 
3.37 ”应 用 公式 定义 如 下 的 从 R 到 RR 的 函数 ， 
(a) 设 广 赋予 每 一 个 数 为 其 平方 加 3; 
(b) 设 z 赋予 每 一 个 数 为 其 三 次 方 加 该 数 的 两 倍 ; 
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(c) Ë A RTE K T Pk 3 T 3 的 数 为 该 数 的 平方 , WC Sp s F 3 的 数 是 数 -~ 2. 
解 上 (a) /(z)= z2+3, 
(b) gzg(z2)= x) +z, 
=, #rZ3; 
-2， 3 z<3. 
设 g :R—R, 定义 为 


(e) A(z)= 


Z - 3z, # <> 2; 
glz) = x= + 2, # = < 2. 
求 (a) g(5), (b) g(0),(e) g( —2). 
H F (a) HF 522, AiE g(5)=52-3(5)=25-15=10. 
(b) 由 于 0<2, 因 此 g(0)=0+2=2. 
{c) 由 于 -2<2, 因 此 g(-2)= -2+2=0. 
考虑 函数 /(z)= x: 一 3x+2. 求 (a) f£(-3);(b) f£(2)- f£( —4)i(c) f(y);(d) 
f(a2). 
解 == 3 WF SGS OS EGR 63 rik 1k GS 3 倍 再 加 2. 
(a) f(-3)=(-3-3(-3)+2=9+9+2=20. 
(b) f(2) = (2 —- 362) +2=0, f( -4)=(—4) -3( -4)+2= 0, 
因此 


f(2)- f(- 4) =0-30=- 30. 

(c) f(y) =Y- 3(y)+2= 2 -3y+2. 
(d) fla2)=(a2)2-3(a2)+2= a 1-3a2+2. 
考虑 习题 3.39 的 函数 , 求 (a) f(z2);(b) yelo) f(z +3);(d) f(2x -3). 
解 SF (.)y(z2y= (xt)? 3(z22)+2= zti-3z2+2,. 
(b) fiy- z)=(y-z)'-3(y-z)+2= y -2yz+ z" -3yt3r+2. 
(c) f(z +3)= (z +3)2-3(z+3)+2=(z2+6rz+9)-3z -9+2= 7 +3r+2. 
(d) fOr -3y= (2z-3X2-3(2r-3)+2=4z2-12r +9-6z=+9+2=4z21- 18x +20 
给 定 习题 3.39 的 函数 r), Ka) firth) firth) f(z);(e) [f(z t h) 一 
f(z)]/h. 
Ñ EP (a) y(z+A)=(rz+h)2-3(z+h)+2= x2+2zh +h? -3z -3h+2. 
(b) 应 用 (a), 我 们 有 

Fz + h) fix) = (z2 + 2zh +h? -3a — 3h +2)— (z? — 3z + 2) = 2rh+h: 3h. 
(c) REE (b), RITE 

[fir +h)- f(zr)]/h = (2zh + A- 3R)/h = 2r + À - 3. 

判定 图 3-5 中 哪些 图 形 是 从 R 到 R 的 旺 数 . 
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解 EF 从 几何 开讲 ,在 一 个 坐标 图 形 上 的 点 的 - -个 集合 基 一 个 函数 的 充分 必要 条 件 是 每 条 生 直 
线 栓 好 含有 该 集合 的 一 个 点 . (a) Ro (b) 是 . (e) 不 是. 


3.43 HEK 3-6 中 哪些 图 形 是 从 R 到 RR 的 函数 . 


3.44 


3.45 


3.46 


3.47 


解 Em (a) 不 是 . 
(b) 是 . 
(c) 不 是 .然而 ,该 图 形 定 义 从 卫 到 及 的 一 个 函数 ,此 处 D= jr- 28r. 
E f(<)=3zx -2 HR. 
解 EF 由 于 /是 线性 的 ,因此 画 它 的 草图 兵 须 两 个 点 (3 TAREA T XF). SE z z 的 3 个 值 , 例 
如 了 = 2,0,2 的 表 , 且 求 六 zz) 的 相应 的 值 ， 
f(-2) = 3(- 2-2 =- 8, fD) = 30 -2=-2, /(2) = 3(2) —2 = 4. 
通过 这 些 点 画 - ARME 3-7 所 示 . 


f 的 图 形 


图 3-7 


考虑 函数 f :RR, 它 定义 为 f(z)= r Ra) A(3) 和 (一 5),(b) f(y) 和 f(y+1)， 
(c) flr Ph), (D [fir th)— f(z)]/h. 

解 EF (a) f(3)=31=27, /(- 5)=(-5)2= -125, 

(b) /(y)= (y) = 2, f(y+1)=(y+1)=y'+3y +3y+l. 

(c) (z+ h)= (z +h)3)= r+ 3>r1lh +3rh2+ h2. 

(d) [fæ th) f(z)]/h = (z3 t 3r h tir th h- 3724 ork + h°. 

画 习 题 3.45 PARR l 

Ñ Er 由 于 7 是 一 个 多 项 式 毅 数 , 氏 此 可 先 绘制 它 的 图 形 的 一 些 点 ,然后 画 一 条 光滑 曲线 通过 这 
些 点 作出 了 的 草图 ,如 图 3-8. 

茵 函数 g(x)= x:+x -6 的 草图 . 
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fir) = xš 的 图 形 


图 3-8 


S Ep 建 立 z 的 值 的 一 个 玫 , 并 且 求 其 相应 的 函数 值 .在 一 个 坐标 平面 上 绘制 这 些 点 , 然后 画 一 
灯 闪 讲 曲 线 通 过 这 些 点 ,如 图 3-9， 


3.48 ”给 定 习 题 3.47 的 函数 , 求 (a) g (14), b) zg '(-8). 
W EF (3) 令 wtxz)=14, 并 且 从 方程 
zz+ 了 -6=14， 成 zz+z-20=0 或 (zrr+5Xz-4)=D0 
解 x .于 是 x= -5 和 +=+. 换 句 话 说 ,gid4)= | 一 5,4|. 
(b) 令 g(r)= -8, 并 且 解 方程 zz+z-6= -8 或 zf+z+2=0. 应 用 二 次 公式 ,判别 式 刀 = 桩 一 
4ar=1-4(1.2)7= -了 是 负 的 ,因此 设 有 实数 解 . 故 g '( 一 8) = 信 , 即 空 集 . 
3.49 E h(zr)=x)-3zr2— y +3 的 草图 . 
E er 这 的 图 形 的 一 些 点 于 一 条 光滑 曲线 ,如 图 3- 10， 
3.50 考虑 函数 AUzJ=xs-3z2-~+3( 习 题 3.49).(a) K A BJ R (R); (b) h 有 多 少 个 实 
E? (o 求 (A) Sh A=[ -15,15]. 
W EF MER 3-10 的 图 形 ， 
(a) 由 于 水 平 线 都 与 六 的 图 形 相交 ,因此 每 个 实数 帮 有 是 一 个 象 盆 , 因 此 (R) =R. 


(b) 由 上 的 图 形 与 x 轴 有 三 个 交点 , 因 比 六 有 三 个 实 根 , 即 z -37?~x+3=0 有 三 个 实 根 . 
(ey 该 图 形 表 明 在 -2 和 4 之 司 的 每 售 z 值 且 只 有 这 些 z 慢 的 象 在 -15 和 15 之 问 . 因 此 
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3.51 


3.53 


3.54 


3.55 


f (A)=[-2,4], 

H f(z)=2 的 草图 ， 

E EF 对 于 任何 一 个 z 的 慎 , 我 们 有 (rz)=2. 这 样 ,例如 (一 3,2), 《0,2),(1,2), (3,2) 在 由 水 平 
线 y=2 给 出 的 地 的 图 形 上 ,如 图 3-11 PER. 


B) g(x)=《1/2)x -1 的 草图 . 
Ë EF 由 于 g 是 线性 的 ,因此 商 它 的 草图 只 须 商 个 点 (3 个 点 作为 核对 ) ,建立 3 个 z 的 值 , Blim z 
= -2,0,2 的 表 , 并 且 求 gtx) 的 相应 的 值 : 
gt—-2)=-1-1=-2, g(D) =0-1=-1, g(2)= 1-1 =0. 
过 这 些 点 画 直 线 , 如 图 3-12. 
HAX &(z)=2x2-4r 一 3 的 草图 . 
解 er 面 一 条 光滑 连续 曲线 通过 上 的 图 形 的 一 些 点 ,如 图 3-13. 
画 函 数 f(x)= x*-3x+2 的 草图 . 
W um 画 ~ 条 光 少 连续 曲线 遂 过 f 的 图 形 的 -~ 些 点 ,如 图 3-14. 
EKA gtz)=z4-10zz+9 的 草图 . 
N az 经 过 的 图 形 的 一 些 点 画 一 条 光滑 连续 曲线 ,如 图 3-15. 
分 别 考虑 习题 3.54 和 3.55 中 的 函数 上 和 有 fa) f(R)=R? (b) g(R)=R? 
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图 3-13 


图 3-14 


图 3-15 


E EF (a) 是 .正如 图 3-14 所 示 , 每 条 水 平 线 都 与 了 的 图 形 相交 , 国 此 y 的 每 个 值 都 在 了 的 象 中 . 


国 此 AR)=R. 
(b) W. ME 3-15 所 示 , 有 些 水 平 线 , 例如 y = — 20 不 与 8 的 图 形 相交 ,因此 - 20 Ze(R). K 
g(tR)AER. 
3.57 作 
D , 若 z = 0; 
A = rtro 
的 草图 


解 EF 见 图 3.16.( 注 意 ,该 图 形 只 是 分 眉 连 续 的 .具体 地 说 , 当 z<0 和 工 >0 时 ,有 是 连续 的 .) 
3.58 2 f.R2>R 是 一 个 函数 ,如果 r(z)==0, 等 函数 ,或 了 可 表示 成 
f(z) = a,z" + anar” l + o + ar + ao 
其 中 ai 是 实数 且 a, 关 0, 那么 f(x) 是 一 个 包 项 式 函 数 ,定义 (a) 了 的 首 项 系数 ;(b) 首 
一 多 项 式 ;(c) 了 的 次 数 , 记 作 deg f. 
解 EF (a) fF 的 首 项 系数 是 x OJ Ar K EBE RR HH a. 
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(b) 若 - -多 项 式 的 首 项 系数 是 1, 即 若 ,=1, 则 f 是 首 ETR. 
(e) PEMA Fr)=0 没 有 次 数 定义 .此 外 ,degr= n, 它 是 具有 非 零 系数 的 z HRANE. 
3.59 设 f(z) 和 g(x) 是 两 个 多 项 式 函 数 , H degf = m, dege= n. RE hle)=Fflr)gla) 
的 次 数 . 
MN EF Ph 的 次 数 是 其 两 个 因 式 fF 和 gg 的 次 数 之 和 , 即 
degh = degf + degg = mtn. 
3.60 设 flr)=ap" tet ard a ETARE, uEHH F(R}=R. 


证 eF 我 们 要 证 明 对 于 等 一 个 RE R, 方 程 f(x) = 上 有 一 个 解 7ER. 我 们 总 可 假设 a, = + 1, 因 
J| BAKA, f(z)=e z"; PEVE :个 (大 的 ) 正 实数 4a MEB la> lkl Efi -a)< - lkl, Ep 

f(- a) < # < fla). (>) 
现在 f ARERR RP S-a fi-a P. = (a, Pa) 的 不 间断 电线 ,因此 , 它 必 和 与 过 Pi 和 
P, 的 水 平 线 之 间 的 任 一 水 平 线 相交 . 据 (* ), ?= 友人 恰 好 是 这 样 的 一 条 水 平 线 . 换 句 话说 , 存在 某 一 
全-aszsa) 使 得 fF(z)= k. 


3.3 函数 的 复合 
3.61 考虑 函数 :4 一 日 和 8:B 一 CC, 就 是 说 ,上 的 值 域 是 g BE V K, E X f #l z 的 复合 本 
数 . 


E EF 了 和 g 的 复合 , 记 作 g*f, 是 从 及 到 CC 的 函数 ,定义 为 
(g ° JMe) = g(f(e)). 
这 就 是 说 , 为 求 在 gef 下 a AR, ROERE f Fa 的 象 然后 求 在 g F F(a) 的 象 . 

E MERE f 和 gg 视 为 关系 ,那么 习题 3.61 的 函数 与 f 和 g 作为 关系 的 复合 是 相同 
的 { 见 2.4 节 ), 只 不 过 这 里 我 们 关于 f fl g 的 复合 使 用 记号 gf 代 蔡 用 于 关系 的 复合 记号 feg. 
3.62 BAR 3-17 定义 函数 f;,4 一 B 和 g:B 一 C. 求 复合 gf1A 一 C， 

解 ” 我们 应 用 复合 消 歼 移 定 义 计算 ， 
(g ° f)Xa) = glfla)) = giy} = z, 
(g E) = g(f(b)) = g(z) = s, 
(g Fr) = g(f(c)) = gly) = z, 
注意 , 我 们 若 在 图 中 紧 接 稍 号 , 则 得 到 相同 的 结果 : 
a—y=— ¿b= r = s r => y —= t. 
3.63 ”给 出 图 3-17 WAR f Tl z HRE. 
E ES 在 映射 上 下 每 值 是 > Hy, Æe FREAR r,s At Alt Imf= jz, yl M Imgs ir,s,ti. 
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3.64 图 3-18 定义 函数 f:A>B, g:B>C, UR h:C >D. REA AR hog。 下 . 
E FEF A AE £| C P| D Sos E F: 


l— y —5— e, 因此 th < g fO — c; 
2— w— 6— a, 因此 (hp ege f2) = a; 
3— r— 4b, HFHJE(h -ge )03) = 6. 


图 3-18 


3.65 BER Mg 分 别 定 义 为 yF(z)=2zr+1340 z(z)=x2-2.Rla)(gs OMG g) 
(4);(b)(g°f)(a +2);(c)(f°zg)(a +2). 
N EF (a) FfF(4)=2-4+1=9, 因 此 
(g: f)(4) = gU) = g(9) = 9-2 = 79, 
H F zg(4)= 42 - 2= 14, 因 此 
(f g)(4) = f(g(4)) = FI = 2. 4 + 1 = 295. 
(b) fla+2)=2(u+2)+1=2a+5, 因 此 
(ge Dla +2)= g(f(a + 2)) = g(2a +5) 
= (2a +5} -2 = 4a2 + 204 + 23. 
(c) gla +2)= (a +22- 2= a+ Aa +2, K 
(fs g)(a +2)= f(g(a + 2)) = fla? + do + 2) 
= (a? + da +2) +1 = 282 + &a + 5. 
3.66 CHAR f(x)=2zr+1 和 g(r)=xr? 一 2( 习 题 3.65), 求 复合 是 数 (a)g f Abg. 
E EF (a) g"f 的 计算 公式 如 下 ; 
(g f)(z)= g(f(z)) = g(2z +1) = (2r+1) -2 
= 4z? -4g = 1. 
我 们 可 将 所 =) 和 和 gfz) 分 别 写 成 y= f(x)=2r+1 和 z=gty)=y 一 2, 然 后 消去 y: 
z= 2-2 = (2 + 12 -2 = 4r’ + 4z - 1. 
便 得 到 与 上 面相 同 的 结果 ， 
(b) 


(fo g)(z)= f(g(z)) = flz*-2) = 2z? -2)+1 
= 2z°— 3， 


3.67 CMAX F(z)=27+1 和 gfr)=zz 一 2( 习 题 '3.65), 求 复 台 函数 :(a] f°* 了 (有 时 用 
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f° KR (h) geg. 

解 EF af r= f(f(z=))= f(2r+1)=2(2z+1)+1=4z+3. 

(b) (geg)Xz)=z(g(z))=zg(z22-2)=(z2-22-2= zt - 4x2 

考虑 任意 的 一 个 函数 f. A 一 B, 人 在 什么 情况 下 , f* 有 意义 ? 

解 rF 当 了 的 定义 域 等 于 了 的 上 域 , 即 A=B 时 ,复合 fr 六 有 定义 . 

考虑 任 一 函数 f; A 一 B. 证 明 :(a)ls* f= f;(b)fsl = 广 (这 里 ,18;B 一 了 和 14:4 一 
站 分 别 是 B 和 A 上 的 恒 等 钞 数 .}( 见 习题 3.25.) 

证 EF (a) 对 每 个 a。€ A, 都 有 (lp 让 (a}=1s(f(2))= fla) AH pref. 

(b) 对 每 -个 x EA, MA aa) fala) = fla) AE flas f. 


定理 3.1 设 /:A—B,g:B>C HA:C >D EZTA, i kele ° f)= (hog)5e f. 


3.70 


定理 3.1 说明 函数 的 复合 满足 结合 律 .证 明和 定理 3.1. 
证 EF 对 于 尾 一 元 素 a € A.S 
(Aa (g ° Fa = h((g ° f)Xa)) = h(g(f(a))) 


和 
(下 区 门人 ea) = (heg la) = h(g(f(a))). 
Hi, EA aCA Alg f))(a)=((hsg)ef)(a y), K hlg f)= (h*g)° f. 


习题 3.71 一 3.76 考虑 网 3-19 HRS f, z 各, 此 处 ,每 个 函数 将 集合 A = I1,2,3, 4188 


射 到 自 


3.71 


3.72 


3.74 


5. 


Æ 3-19 
求 复合 函数 fg. 
解 首先 应 用 g 热 后 应 用 了 如 下 ， 
(fep) = fig) = fF2) = 1, (f° g)(2) = /(g(2)) = ft4) = 4, 
(f° g)X3) = f(g(3)) = AU =2, (f° g)(4) = f(g(4)) = f03) = 1. 
求 复合 函数 goh. 
解 F 首先 用 六 的 箭 号 然后 紧 接 着 用 g 的 第 号 如 下 ; 
1>1—2, 2—3—1, 3—1—2, 4—3—1. 
于 是 , (goA)(I})=2, (g°h)X2)=1, (g+*h)X3)=2, (g°h)(04)=1. 
求 复合 函数 g= geg. 
解 EF 用 8 的 稍 导 紧 接 两 次 ， 
1 一 2 一 4，2 一 4 一 3， 3—1—+2 4 一 3 一 | 
因此 eg2(1)=4， 8g2(2)=3， g23)=2， Z2#g204y=1. 
求 复合 函数 A hek. 
E EF 用 上 的 箭 导 紧 接 两 次 : 
l1>1—1 2—3—1, 3—1—1 4231. 
这 里 及 ? EERE 天 (zy = 1. 
求 复合 函数 fohog. 
解 EF 首先 用 z 的 箭 号 然后 紧 接 用 六 的 ,最 后 用 的 箭 叶 ,有 即 依 反 向 闫 序 ; 


FIE EÑ 数 ，g97 ， 


1—2—3— 1, 2—4—3—1, 3 一 1 一 1 一 2， 4 一 3 一 1 一. 
这 样 fshog-10,1),(2,1), (3.2), {4,2)1. 
3.76 ” 求 复合 函数 户 = f° f° f. 
解 tF 紧 接着 用 了 的 稍 号 3 次 如 下 ; 
1 一 2 一 1 一 2， 2—1—2—1, 3 一 1 一 2 一 1， 4 一 4 一 4-4. 
于 是 fo fo f=1(1,.2). (21) (3:1), (4,4)|. 
3.77 “考虑 函数 Az)=2zr-3 和 gr)=r+3r+5. 或 复合 函数 (a) gef Mb) f° g 的 表 
达 式 . 
Ñ F (a) (g: fY(r)=g(f(z))=g(2z -3)=(2=-3)2+3(z-3)+5 
=472 -67r+9+67 一 9+5= 4z2 十 5. 
(b) (fega) = f(g(z))= f(z2+3zxz+5) 
=2(z2?2+3r+5)-3=2z2+6z+7. 
3.8 ”考虑 上 面 的 函数 f(xz)=2x -3. 求 复合 函数 (a) 让 = fe £ RI(b)/2= f: ys 了 的 表达 式 . 
解 E (a) Pr)= /(f(z))= fl2r -3)=2(2r -3)-3=4r-9. 
(b) Pa) FOP) = FG4z-9)=2(4z -9 -3=8z-21. 


3.79 定义 一 个 映射 轿 ， 
E ¿=F 一 个 全 点 为 集合 和 边 表 示 集 合 之 间 的 上 映射 的 有 问 图 称 为 一 个 映射 图 ， 
习题 3.80 一 3.83 考虑 映射 F.A B, g: B—A,h:C—B,F:B—C AG: A-C, CNE 
在 图 3-20 的 有 向 图 中 . 


图 3-20 


3.80 ge*F 有 定义 吗 ?” 车 有 , 则 其 定义 域 和 上 域 是 什么 ? 
解 EF 由 于 f 从 A 到 B,g 从 B 到 及 ,大 此 g:f EX B A 是 定义 值 和 值 域 . 
3.81 A AEG? 若 有 , 则 其 定义 域 和 上 域 是 什么 ? 
WW F 在 该 图 中 ,4 木 “ 眼 着 "了 ,就 是 说 ,了 的 上 域 B 不 是 上 的 定义 域 ,因此 hh*f 是 没有 定义 的 ， 
3.82 Feh。G 有 定义 吗 ? 车 有 , 则 其 定义 域 和 上 域 是 什么 ? 
E tF 在 该 图 中 ,表示 G.A 和 下 的 箭 号 相互 眼 随 并 且 指 向 是 从 让 到 CC 到 台 到 CC. 因 此 Fe 有 :如 
是 有 意义 的 ,其 定义 域 是 4 而 上 域 是 C. (我们 强调 复合 是 从 证 到 左 " 读 " 的 .】 
3.83 G:F: 有 有 定义 吗 ? 车 有 , 则 其 定义 域 和 上 域 是 什么 ? 
解 EF ERETT, FES h. B G ABR3 F, MER, FEER C Ah G ys BR, IH, G° F ° h 


没有 定义 . 
3.84 定义 映射 的 交换 图 . 


Ro =F 一 个 映射 图 如 果 具 有 相同 的 初始 和 终止 顶点 的 任意 两 条 通路 是 相等 的 , W| pk 8 E] g 2 
换 的 . 
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.87 


.88 


.89 


.90 


.91 


.92 


.93 


.94 


习题 3.85 一 3,90 考虑 图 3.21 的 交换 酸 射 图 , 


f h 


B C 
h, | N 
Y — mw 
' B: 


g 


图 3-21 


HTE- -RHR hifi- 

解 EE 本 复合 决 射 和 "万 从 4 到 吕 伸 天 .由 十 该 图 是 变换 的 ,因此 h fiT hi. 

用 尽 可 能 多 种 方法 表示 hafa 

解 EF 映射 ii* 亡 从 日 到 C 到 了 .其 他 只 有 -条 从 B 到 的 通路 是 映射 g sh. 

用 一 个 单一 映射 表示 映射 gha. 

Ë Em 映射 g2" 三 从 C 到 Y 了 到 ZZ. 图 4 从 CC 到 Z, 由 于 该 图 是 交换 的 ,因此 giha ha. 
用 一 个 单一 映射 表示 映射 gha. 

Ë ES HT A B EM Y AE g 的 定义 域 ,因此 z sh | 没有 定义 . 

用 尽 可 能 多 种 方法 表示 映射 gehe fs f). 

E F 映射 gorharf2r 肛 从 六 到 B 到 CC 到 YY 到 2, 有 三 条 其 他 的 通路 从 六 到 Z: 

(i gargiehy, (i gargir ha fy (ii) hae foe 万， 

求 所 有 上 映射 ;(a) 从 4 到 Yi(b) 从 天 到 Zi (c) A calx. 

Ë EF (a) 有 三 条 通路 从 A Bj Y, CNE AR BACE y. AB B #| X #J Y, PLK A #| X 


到 站 .于 是 从 A 到 YY 有 三 个 映射 ,它们 是 harfa fu gi hi fi 和 giha. 
(b) 从 x |Z 只 有 一 条 通路 , 它 是 和 到 了 到 了 .这 条 通路 对 应 于 映射 ggi. 
(e) A C B| X 没有 通路 ,因而 没有 映射 从 CX. 


一 对 一 、 映 成 和 可 道 函数 


定义 一 个 一 对 一 (或 单 射 ) 函 数 . 

解 u= 设 ;A 一 B 是 一 个 函数 . 若 它 的 定义 域 A 的 不 同 元 素 有 不 同 的 象 , 则 说 了 是 -个 一 对 一 
CIEL- DER. 另 一 个 相同 的 说 法 是 , 若 f(a) = Fa ) 意 味 着 = ce. 则 了 是 一 对 一 的 . 

定义 一 个 上 映 成 (或 满 射 ) 函 数 . 

解 Er 设 f;A 一 B 是 一 个 函数 .车 B 的 每 一 个 元 素 是 A 的 某 元 素 的 象 ,出 说 了 是 一 个 映 成 函数 . 
换血 话说 ,车 了 的 银 是 整个 上 域 , 即 若 六 4) = 8B, 则 1:4 一 日 是 一 个 从 和 至上 的 函数 或 了 将 4 映 
射 到 B E. 

定义 一 个 一 一 对 应 (或 双 射 函数 ). 

K um 设 ;4 一 8 是 一 个 精 数 .着 了 是 一 对 一旦 时 成 的 , 则 称 是 A 和 日 之 间 的 一 个 一 一 对 点 
或 双 射 函数 .这 个 术语 来 自 于 A 的 每 一 个 元 素 将 对 应 于 B 的 惟一 元 素 , 反 之 亦 然 . 
定义 一 个 可 道 函 数 ， 

Ë üm 设 f;,A 一 8 基 一 个 函数 .如 果 存 在 一 个 函数 g:B 一 A 使 得 f*g=1s 且 g*f=1a( 此 处 14 
Hi 都 是 惜 等 映射 ), 那 么 称 了 是 可 道 函 数 . 此 时 ,函数 z 称 为 了 的 逆 ( 或 反 十 数 ), 并 用 三 :表示 . 换 
名 话说 , 若 逆 关系 f :是 一 个 从 BAA 的 函数 , 则 了 是 可 族 的 ,而 且 , 若 bEB, 则 了 "(8)=a, 此 处 
a 是 4 的 使 Fa)= 总 的 惟一 元 素 .下 面 的 定 埋 给 出 -个 简单 的 判别 准则 . 
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定理 3.2 AR 六 4 一 日 可 道 的 充分 必要 条 件 是 了 是 双 射 的 . 
习题 3.95 一 3.97 考虑 图 3-22 ELMAR AB, f. : B= C, fs: CD, fa D> E. 


A 3-22 


3.95 [3-22 FAHER gE — XJ — BJ? 
R F 函数 fi 是 -对 -的 , 因 没 有 B 的 元 素 是 A 的 多 于 一 个 元 素 的 象 . 同 理 , F, 是 -对 一 的 .但 
是 , 因 Alr) = falu), falo) = f (ue), AIE AAA 都 不 是 一 对 一 的 . 

3.96 图 3-22 PEPE sk E gh po P SV? 
E EF 由 于 CC 的 每 一 个 元 这 是 在 F, F B ü)— o m BS, UA D PJ SE F 5638 e tE f, F C 5J- - 
AERAR, E f (By= C, AOD HE £, fi z, EW Ñ ES3. Sra, N 3€ B AE r, F A 
的 任 一 元 素 的 象 ,因此 Fi FAM IRIS .UN IN z€ E 不 是 在 f; 下 局 的 任 一 元 素 的 象 ,因此 ATE 
EREM. 

3.97 E 3-22 FARE ARET? 
E EF RE y 研一 对 一 的 介 不 是 睦 成 的 , f, ERRETES AS BJ, f, 既 不 是 - :对 -- 的 又 不 
是 映 成 的 .然而 , 户 是 -对 -HEERRA, E) z, Æ BA CARRAR. E ETRE A! 
是 从 CC 到 吾 的 . -个 函数 . 

3.99 设 4A=ja,5cyd,e,iB 是 字母 表 中 字母 的 集合 . 设 从 A 到 日 的 男 数 广 & 和 天 定义 


WF: 

(a) ar (b) a (c) a a 
b a b —y b 一 
c y c — xr c e 
d 一 一 d —y d— 
e — e e e€ s 


这 些 函 数 的 任 一 个 是 一 对 一 的 吗 ? 
E wF 回忆 一 下 , 若 一 个 函数 赋 不 同 的 象 给 定义 域 中 的 不 同 元 率 , 则 该 函数 是 一 对 一 的 . 
(a) A.I £ Sr AMAER a Md. 
(b) FE. El z Br 给 两 个 元 素 a Me. 
(e) 是 . 因 A 赋 天 同 的 象 给 定义 域 中 的 不 同 元 素 . 
3.99 ”判定 各 个 函数 是 否 一 对 一 的 : 
(a) 对 于 地 球 上 的 每 个 人 都 赋予 其 对 应 的 年 龄 数字 ; 
(b) 对 于 世界 上 的 每 个 国家 都 鼎 子 其 首都 的 纬度 和 经 度 ; 
(o 只 有 一 个 作者 的 每 本 书 都 注 明 作者 ; 
(d) 世界 上 有 总 统 的 各 个 国家 都 注 明 她 的 总 统 ， 
E EF (a) 否 . 世 界 上 多 人 有 相同 的 年 龄 . 


(b) Æ. 
(c) 否 . 同 一 作者 著 有 不 同 的 节 . 
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3.102 


3.103 


3.104 


3.105 


3.106 


3. 107 


3.108 


(d) 是 .世界 上 不 同 的 国家 有 不 同 的 总统 
RAR y: A—B,g:B—C 和 有 :CDD. 由 图 3-23 定义 .判定 哪些 函数 是 映 成 函数 . 
E EF 由 于 3EB 不 是 及 的 任何 无 素 的 象 ,因此 了 ;4 一 B 不 是 觅 成 函数 . 因 =€ C 不 是 B 的 任 
一 元 素 的 象 ,因此 函数 g;5 一 C 不 是 映 成 的 .由 于 D 的 每 个 元 素 是 C 的 元 素 的 象 , 因此 k: CD 
ERRKX. 


图 3-23 


判别 图 3-23 中 哪些 钞 数 是 一 对 一 的 . 
解 EF BD y(ay= ftec)=2, 因 此 了 不 是 一 对 一 函数 . 因 h(x)=h(lz) =4, 因 此 活 数 不 是 一 对 
一 的 .由 于 1,2 和 3 的 象 是 不 同 的 , ER z 是 一 对 一 -的 . 
图 3-23 中 哪些 函数 是 可 逆 的 ? 
E gf 既 不 是 一 对 一 的 也 不 是 映 成 的 ,g 是 一 对 一 但 不 是 上 映 成 函数 ,上 ERRER TE- 
对 一 的 ,这 样 ,图 3-23 中 没有 “个 函数 是 双 射 的 , 因而 没有 一 个 沙 数 是 可 逆 的 . 
求 图 3-23 中 的 复合 函数 heg。f. 
E EF WE a-q2—r—4,b—1—y—6, —2—z—4.F H; 
hege f = llat) (b6), (e. 431. 
回忆 起 一 个 函数 f; RR 可 用 其 图 形 表 示 . 给 出 等 价 性 质 {a) f 是 一 对 一 的 , (b) f 


映 成 的 和 {ce) f Een BJ JLI Ae E. 
E (a) /是 一 对 一 的 洁 义 是 在 的 图 中 没有 两 个 不 同 点 (a1.6) 和 (a2, 56), 因此 每 条 水 平 续 与 了 


的 图 至 多 只 能 有 一 个 下 点 . 
(b) 了 是 映 成 函数 的 清 义 是 对 于 每 个 bE 有 RR 至少 有 一 个 a ER 使 得 (a,5) 展 于 了 的 图 ,因此 每 条 水 


平 线 与 了 的 图 至 少 有 一 个 变 点 . 

(cy 车 f [uy BU. BH. -对 一 且 映 成 的 ,出 每 条 水 平 线 与 了 的 图 形 怡 好 有 一 个 交点 . 

考虑 函数 f(z)=27” g(z)= z2- zy fi h (z)= r’, CTR EBE 3-24 中 .判定 哪些 
函数 是 一 对 一 的 . 

W T 由 于 有 水 平 线 含 g 的 图 的 点 密 于 一 个 ,例如 ,y= 人 0 含 g 的 3 个 点 ,因此 g 不 是 一 对 一 的 . 
由 于 (2) = 有 (一 2)=4, 即 水 平 线 y=4 售 站 的 两 个 点 ,因此 函数 产 不 是 一 对 一 的 . 然而, 没有 水 平 
线 会 了 的 点 客 于 一 个 ,因此 了 是 一 对 一 函数 . 

判定 图 3-24 的 函数 fg 和 中 哪些 是 映 成 沙 数 . 

E u= 由 于 一 些 水 平 线 ( 在 zx 轴 以 下 那些 ) 不 会 了 的 点 ,因此 了 不 是 映 成 前 数 . 同 理 ,hk 不 是 映 成 
函数 ,因为 y= -16( 以 及 任何 其 他 的 负数 ) 没 有 厌 象 , 即 水 平 线 y= -16 2 h 的 点 ,然而 ,每 条 水 
FREDA g 的 一 个 点 ,因此 g ERRERA. 

图 3-24 的 函数 f, g 和 中 哪些 是 可 道 的 . 

E 上 函数 Ff, z 和 上 中 没有 一个 是 一 对 一 旦 映 成 的 , 因 总 它们 中 没有 -~ 个 函数 是 可 道 的 . 

有 些 教科 书 说 f(x )=27 是 一 个 可 闭 函 数 ,为 什么 ? 

E tF 函数 f(x)=27 EH E, CHRE Dir >l BERRE. EERE EX f 
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fix) = 2z giz) 一 网 一 多 h(x) = x? 
图 3-24 


是 函数 f:R 一 DD, 即 D 作为 下 域 , MA f ERCE) AEA — TC 83k 广 1:D 一 
Rt 见 定理 3.2). 

设 W=11,2,3.4,51, 了: W—— W,gz: W—W,h: WW 由 图 3-25 的 图 来 定义 ,判别 
每 个 函数 是 天 可 道 , 若 是 , 则 求 其 反 函 数 ， 


图 3-25 


解 EF 欲 合 一 个 函数 是 可 道 的 , 它 必须 是 一 对 一 且 映 成 的 函数 ,只 有 J — x — E B R B PB 
数 ,因此 只 有 是 可 道 的 ,为 求 广 的 反 函 数 a a l 兵 要 将 属于 六 的 有 序 偶 的 顺序 题 倒 . 由 于 
h = |(1,2),(2,4),(3,3),04,5),(5,1)1, 
因此 
Bl = 2,1),(4,2), .03,3).(5,4), (1,5)!, 


我 们 看 到 产 -1 可 在 的 图 中 将 第 头 方向 颠倒 得 到 、 

设 f:.A 一 B,g:B-*C 和 ;CD 为 图 3-26 定义 的 函数 .判定 这 些 函 数 中 哪些 是 一 
对 一 的 . 

解 E 因 g(1)=g(3)=+r, 因 此 函数 g 不 是 一 对 一 的 .其 他 两 个 函数 Fil h 是 一 对 一 的 . 
判别 图 3-26 的 函数 f, g AA PARE- E m K. 

Ñ EF 由 于 了 的 上 域 中 的 3 没有 原 象 ,因此 TERRAN. KAATER gMh 是 映 成 函数 ， 
即 g(B8)=C 和 h(C)=D. 

判别 图 3-26 的 函数 f, g 和 是 否 可 道 ,若是 , URHE AX. 

E Em 只 有 4 是 一 对 一 量 映 成 函数 ,因此 k ETRE. E A HA REFIRE a 的 反 函 数 
h`! FE, ET 


h= |(r,y), {(s, x), (tr)!, 


因此 
A`! = I(y,r),(z,s), (z, r)i 


RE 3-26 中 国 数 f,g Mh HRA ANA gf. 
W EF M.A HB SJC 到 也 ERAS WF: 


"“ 102 ， 
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3.1t4 


3.115 


3.116 


3.117 


3.118 


E 3-26 


a— 2 —s— = Prd = x, c= l— rc y. 
因此 hege f= Hae) Chr) (ec, y)!. 
设 fiR—>R 定义 为 flr)=2r-3. ME f ÆI HERRAR, EE £ AA 
HUR ARER. 
E E 设 yy 是 在 映射 f 下 x 的 象 , 即 令 y=2x-3. 交 换 + 和 和 y 得 到 z=2y-3. 解 出 y 用 z 囊 
示 得 到 y= (r +3)/2. 于 是 ,定义 逆 上 映射 的 表达 式 是 F 1(z)=(z+3)72. 
求 g(z)=zz-1 的 反 函 数 的 表达 式 . 
E F 令 y=z!-1. 交 换 r 和 vy 得 到 工 = y:-1. 解 出 y 得 到 y= + vr+1,g 的 反 函 数 不 存 
在 ,除非 限制 g-! 的 定义 域 为 z -上 .在 这 种 情况 下 ,仅仅 假定 取 正 值 vz+1, 因 此 g-iz)= 
Zz+1, 


求 A(z) = 经 二 ;的 反 函 数 的 一 个 表达 式 ， 


s= 


E u= 令 y=h{r), 并 如 下 交换 y; 


_ 2>-—3 
> Sr 一 9 
因此 


2y-3 
T= yT 


现在 解 出 y Hr RR: 


STy— 7r = 2y = 3 
或 
STy - 2y = ?z - 3 


或 
{5r —2)y = 7z - 3. 
因此 
_ fz 3 
Y sr~-2' 
而 且 
hi) = E. 


(WH h 1! 的 定义 域 不 包含 r=2/5.) 

É f:A—B #lg: B> C 部 是 一 对 一 函数 .证 明 gef A~e 是 一 对 一 的 . 

证 E EO 让 (zr)= (gr 有 )(y), 则 g(F(z))=g(f(y)). 由 于 g 是 一 对 一 的 ,因此 有 f(z) = 
f(y). 叉 因 了 是 一 对 一 的 ,因此 z = y RINER Al) = (g: DOO ET z = y. AE g*f 是 一 
对 一 函数 . 

设 f: A 一 B fig: B— C 都 是 映 成 函数 .证 明 z. FA 一 CC 是 映 成 函数 . 

证 EF 设 rEC, 由 于 g 是 映 成 函数 ,因此 存在 p€ B 使 得 g(5)=. 由 于 了 是 有 映 成 函数 ,因此 存 
在 a€ 4 使 得 f(a)=5. 于 是 (g: fasg lagla) c. B gs f ERRAR. 
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3.119 


3.120 


3.121 


3.122 


3.123 


3.124 


3.125 


3.126 


3.127 


给 定 f: A 一 B 和 g :BC. 证 明 , 蔡 g*f 是 一 对 一 函数 , 则 了 是 一 对 一 函数 . 
证 设 下 不 是 对 一 的 , 则 存在 不 同 匆 z, € A&A 使 得 f(z)= f(x). FE, (gs f)(xz) = 
gifi = gelf = (g fy), AT gh AAP -对 -的 .因此 ,若是 -- 对 一 的 , 则 了 必 征 一 
对 一 的 . 
给 定 f:A—>B Iz: B— C . EB, £ gf 是 映 成 函数 ， 则 £ BEDE e pA AY. 
证 EF Eata Wig fy(a)=g(fla))€e g(B), (s (A) 全 g(B). 假 设 g TERRE 
数 , 则 gfB) 真 包含 在 CE Ami (ABS ZE C 中, 这样, z f TERRAN. INT, E gef 
Jep ik a $e g EAE. 
证 明定 理 3.2. — ARRA L PE kI BJ PE y p E 26 (F £ ERA X — Fih k A RE. 
证 Em R/E ARAR, EE 89 六 1:B 一 4 使 得 f la B fa f l H F 
la Æ- ag, P] It dR +E 3J L 3.119 知 f 基 一 对 一 函数 , 义 因 13 EARRA, [N it AB s >J EN 
3.120381 f 是 一 个 映 成 函数 .这 就 是 说 , f 是 一 对 一 旦 映 成 函数 ， 

KE, f 是 -- 对 一 是 映 成 函数 , 则 每 一 个 BE 8 EA RE AROR, 比方 说 5. 于 是 ,车 了 
(a)= b, a= 6. RE fab M g ARABELA 的 映射 ,定义 为 g(8)=5. 我 们 有 
(O 对 于 每 一 个 aEA{grf)(a)=g{if{a))=g{b)=6=a, 因 此 gf=14. 
Gi) HTE LEB, (feg) = fle = 了 (6)=5, 因 此 ff-g=1g. 
于 是 , r 有 反 霄 数 , 它 的 反 函 数 是 映射 r. 
设 P= 1A,| 是 集合 S 的 一 个 划分 . (a) 定义 从 5 到 户 的 一 个 自然 (或 标准 ) 映 射 ;(b) 
证 明 自 然 上 映射 是 一 个 满 映 射 . 
解 晤 (an) 设 sSES. 由 于 已 是 3 的 一 个 划分 , 洒 此 有 惟一 的 指标 ia 使 得 *E A. E X f: S—P 
为 


Fes) = Ar 


这 是 自然 映射 . 
fb) 设 4EP, 则 上 尖 人 .于 是 存在 5ES 使 得 ;EA,, 国 而 f(s)= 4 . 故 了 是 一 个 满 蚊 射 ， 


设 S 是 4 的 一 个 子 集 ,i:S 一 ~ A 是 包含 映射 (习题 3.30). 证 明 包 含 映射 2 是 一 对 
证 EF 设 iiz)=i(y). 由 于 1:{z)=x 和 i(y)=y, 坪 此 x=y 且 i 是 -对 -的 . 

判别 一 个 常 值 了 务 数 能 否 是 (a) 一 对 -一 函数 ;(b) 映 成 函数 . 

W F (O -个 常 值 函数 是 ~ 对 一 的 充分 必要 条 件 是 其 定义 域 恰 好 由 - -个 元 素 组 成 . 

(b) 一 个 常 值 函数 是 映 成 函数 的 充分 必要 条 件 是 其 上 域 恰 好 由 一 个 元 素 组 成 . 

在 什么 样 的 集合 A E, EFRR aAA 将 是 (a) 一 对 一 ;(b) 映 成 消 数 ? 

WW EF 对 于 任何 一 个 集合 A, 恒 等 函数 既是 一 对 -- 叉 是 映 成 函数 (因此 它 是 可 族 的 ). 
RRK KA 万, 使 得 在 该 区 间 上 表达 式 f(x)= x° 定义 一 个 一 对 一 沙 数 . 

W # 只 误区 间 口 会 正 数 或 负数 ,但 不 同时 会 正 数 和 负数 ,该 函数 将 是 -~ 对 一 的 .因此 也 是 无 
穷 区 间 


[0,%) = jris Z Q! 
或 
(- œ, 0] = jz: = Oí. 
可 能 有 其 他 的 区 间 , 在 该 区 同上 六 是 一 对 一 的 ,但 它们 是 这 两 个 虹 间 之 一 的 子 集 . 
描述 函数 y= F(r)BJEUE3I E 83k y= f “(zx) 的 图 形 之 间 的 关系 . 
解 z 有 序 偶 (a,5) 属 于 的 图 形 的 充分 必要 条 件 是 反 向 序 偶 (5,a) 属 于 f :的 图 形 ,因此 站 ' 
的 图 形 可 以 从 了 的 图 形 关于 直线 y= x 特 了 反射 得 到 ,部 图 3.27 所 示 . 
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B 3-27 


3.128 ” 作 图 2-24 HERRAR f(x)=27, g(xz)=z? 一 x lh (z)= 的 道 的 力 形 .这 些 图 
形 中 哪些 定义 一 个 函数 ? 
解 ¿F 将 每 个 图 形 关于 直线 ,= z 反射 如 图 3-28. 图形 g -和 p RERA, IM 8 3 gr 8 55 Bs 
形 多 于 一 个 交点 .然而 , 正如 习题 3. 108 ME, 广 1 定义 一 个 甚 定义 城 为 娓 =+z:z> 人 的 函数 ， 


Pw) h) 


3.5 ”数学 函数 和 计算 机 科学 
这 一 节 给 出 各 种 数学 函数 及 其 记号 , 它们 也 出 现在 计算 机 科学 中 ， 


弱 取 整 和 强 取 整 函数 


3.129 定义 弱 取 整 和 强 取 整 函数 . 
M S 设 工 是 任 -实数 , 则 x 位 于 两 个 称 为 二 的 弱 取 束 和 强 取 整 的 整数 之 问 . 具体 地 说 ,1rJj 称 
为 z HERE, 表示 不 超过 z 的 最 大 整数 ,「 zx 1 称 为 > HARE, 表示 不 小 于 z 的 最 小 整数 , 若 x 
本 身 是 一 个 整数 , 则 Lz =l zl EM, i z]+1=[ 1. 

3.130 求 (al) 1L7.51L -7.51L —18];(b)[7.5],[ -7.51),[ -18]. 
解 EF (a} 根 据 定义 ,lx 表示 不 起 过 z 的 景 太 整数 ,因此 [7.5]=7,L -7.5J= ~8[~18.= 


-18. 
(b) 根据 定名 ,| x | 表示 不 小 于 二 ARREA, EE 2.51= 8, -7.51= 一 ?| 一 181= -18. 


第 三 章 函数 


3.131 RLI Lh SJ -8.5J,17J; 3.14], W51, -8.51,171. 
解 Em (a) 13.14. =3,|/S]=2,|-8.5]= 一 9,|17)=7. 


(b) [3.14]=4,/s]=3,[ -8.5 = -8,[71=7. 
3.132 或 ;{8) L30], L730], Leli Cb 301,1 Z301[ z1. 


N EF (O |] /30]=5/1 730]=3, z]=3. 


(b) [/301=6,[2301=4,[z1=4. 
3.133 作 f(x) 一 [x]-[Lxj 的 图 形 . 


解 # 和 这 里 ,若是 一 个 整数 , 则 F(x)=0, 和 否则 f(x)=1, 和 如 图 3-29 BUR. 


fr [q — lai 


疼 3-29 


RMA, 横 算 林 


3.134 设 点 是 任 一 整数 , M 是 一 个 正 整 数 .定义 (mod M), EIF" EM”. 
解 EF ¿(mod M) 表 示 上 被 M 除 得 到 的 剩余 整数 ,更 确切 地 ,有 Emod M)EE k= Mg + r 的 惟 
一 整数 r ah Os r< M, q EH. 
3.135 3K 25(mod 7), 25(mod 5), 35(mod 11), 3(mod 8). 
解 ¿ëm 当 上 & 是 正 数 时 ,只 要 用 M B: k 483223 > MA = ¿(mod M). AE 
25 (mod 7) = 4, 25(mod 5) = 0, 
35(mod 11) = 2, 3{mod 8) = 3. 
3.136 K 26(mod 7), 34 (mod 8), 2345(mod 6), 495 (mod 11). 
N F 由 于 上 是 正 的 ,因此 只 要 用 M B: k sek r. TE r= k(mod M), 从 而 
26 (mod7) =5, 34(mod 8) = 2, 
2345 (mod 6) = 5, 495(mod 11) = 0. 
3.137 R -26(mod 7), — 2345 (mod 6), —371 (mod 6), — 39(mod 3). 
解 ¿zF HT; Eñ, HB: B 43 斑 .那么 当 r A0 it, imd M)= M- r. TE 
-26(mod7) = 7-5 =2, -2345{mod 6) = 6 - 5 = 1, 
- 371(mod8) = 8-3 = 5, — 39(mod 3) = 0. 
注 “mod" 也 用 于 数字 同 余 关 系 , 表示 并 且 定 义 如 下 ; 
a = b(mod M), SHAH M 整除 5 — a, 
M 称 为 模 , E. 4 三 5(mod M ) 读 作 "a 与 5 对 模 1M 是 同 余 的 .下面 的 辣 余 关 系 是 很 有 用 的 ; 
0= M(mod M), a + M = a(mod M). 
3.138 ”解释 表示 式 " 算 术 模 M "的 含义 . 
EO rr 算术 模 M 系 指 加 法 , 溢 法 和 减法 算术 运算 , 这 里 算术 值 是 用 集合 
(0,1,2, e, M - 1| 


或 集合 
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3.139 


3.140 


HM —- 1! 
6384071836 Ft Mm, AARE 12, 有 了 时 称 为 " 钟 "算术 中 ， 
6+9=3, 7x5=11, 1-5=5, 
2+10= 0= 12. 
(用 0 或 M 依赖 于 应 用 .) 
用 算术 模 15 计算 9+13,7+11,4-9,2-10. 
W F Q+ 13-22=22-15=7, 7+11=18=18-15=3, 
4 9= -5=-5+15=10, 2-10- -8=-8+]5=7. 
解 下 列 线性 同 余 方 程 :(a) 3r=2mod 8); (b) 6r=5(mod 9); (c)4r=6{ mod 10). 
W z 由 于 每 个 模 较 小 ,因此 我 们 用 试验 求 及 有 的 解 . 


(a) 以 0,1,2,…,7 试 之 ,我 们 求 得 3x6=18 二 2(mod 8) 且 只 有 6 ER. 
(b) 以 0,1,2,…,8 斌 之 ,我 们 发 现 没 有 解 . 
(c 以 0,1,2,…,9 试 之 ,我 们 看 到 


4x 4 = 16 == 6(mod 10) 
以 及 ` 

4x9 = 36 = 6(mod 10) 
且 只 有 4 和 ?是 解 . 


阶乘 函数 


3.141 


3.142 


3.143 


3.144 


3.145 


3.146 


AM EUEPS SY. 
W F iS x HRAERRHREA n! ( 读 作 “n MRR, ED 
n} = 1:2:3 (n-2}(n - 1)”. 
TLM =1 亦 是 方便 的 . 
求 21,31 MA. 
W F 从 1 到 的 整数 相 胰 ; 
2 = 1:2=2, 3=1.2.3=6 d=1.2.3.4=24. 
求 51,61,7! 和 8!. 
W EF 对 于 n>1, 我 人 有 n! =n(n 一 1)! ,因此 
S = 5-4 =5.24=120, 6 = 6: 5! = 6 : 120 = 720, 
71 = 7.61 = 7+ 720 = 5040, 8! = 8.7! = 8 5040 = 40320. 


解 ë (s) 


13! 13:12:11: 10-9-8:7-6-5-4-3-2-1 1.15 
11t 11’ 10-98.: 716'5'4:3-2-1 = 13-12 = 156 


131 _ 13.12.11! 
11! 11! 


= 13 + 12 = 156. 


(b) 


10!  10-9.-8-71 10:9-8 720' 
3K(z2!)! =(2x)l 的 所 有 解 . 
W F 由 试验 :n=0( 是 );n=1( 符 ];n 二 2( 否 );n HEF a, 
zn] = nifa -1}--..3]2 nL[3]2 > 2n, 
EED! > (2n)1, 再 没有 解 存 在 . 


Mag 和 et, 


第 二 意 K 数 “107 ， 
解 EF (a) 
n! ntn —1)(n —2203 2-1 _ 
(n- 1) {fx Ia- 2)e3-2-1 7” 
或 简单 全 
al _ nin - 1)! | 
(m I a D O E 
(b) 
{nt+2)! (m +2)(=m + 1) n(# — 1)(zm — 2)-3 -2- 1 
n! _ #(n - ln — 2:23 2.2 1 
= (n +2)(n + 1) = n: + 3n + 2 
或 简单 地 
a 20: sH Haat Dea (n + 2)(s + 1) = n+3n+2. 
(m +1)! (n 1)! 
3.147 简化 :fa) (x — 1)! 和 (b) +2)! a 
W # (a) 
(m +1)!' _ (m +1)x(2a — 1)(8 — 2)...3 . 2.1 o 
-DIT n- Da a +t) in = ntn 
或 简单 地 


TESTI ttl a DD = (n + 1) * n = n? + n. 


(b) 


(sx — 1)! (= — 1)! 1 _ 1 
(m +2) (n +2)(n + 1); n (n - D! (mn +2)(n+l1)+ n n+ 3n2 + 20 ` 


指数 和 对 数 苋 数 


3.148 ”解释 指数 函数 f(x)=a* 是 如 何 定义 的 ， 
解 uz 对 于 整数 指数 {此 处 m 是 一 个 正 整数 ), 函数 F(rz)= er 定义 为 
a"=arar am W), 
a! = 1, 


- 1 
a" = =, 


a 
指数 扩展 到 包括 所 有 的 有 理 数 时 , 对 任 一 有 理 数 m/n, E M) 2 39 
aw" = Ja" = Qa)". 
指数 扩展 到 和 包括 所 有 的 实数 时 , 对 尾 -实数 z, 它 定义 为 
此 处 r+ 通过 有 理 数 值 趋 于 >. 
3.149 HH 2,2,125, 
W r 根据 定义 ， 


4 a Z4 1l 
2 =2:2:2:2=16, 2 = = ip 


12523 = ( Y12552 = 52 = 25. 
3.150 计算 2-5,823 和 25-32， 
W F 根据 定义 ， 


2-5 = 1/25 =1/32, 82 = (78)? = 2 = 4, 
2532 = 1/2522 = 1/5? = 1/125. 


3.151 ”解释 对 数 函 数 g(xz)=togs(z) 是 如 何 定 义 的 . 
W EF 对 数 和 省 数 的 关系 如下 ; 设 志 是 一 个 正 数 .以 5 为 底 的 任 一 正 数 z 的 对 数 记 作 log,z, # 
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3.152 


注 


示 以 它 为 指数 的 5 MES e AAE, 
y = logy Ñ 
是 等 价 的 陈述 .于 是 ,由 于 如 =1, 固 此 对 于 任 一 底 5,logs1=0, 以 及 由 于 = a, ito p = 1. 
负数 的 对 数 和 0 的 对 数 是 没有 定义 的 . 
计算 :(a) loga8;(b) logz64; (ec) logw100; Cd) logi00.001. 
Ñ EF (a) 由 于 23=8, 因 此 log28-=-3. 
(b) 由 于 2f = 64, Hi jogs54=6. 
(z) 由 于 102 = 100, 因此 log. 100 = 2. 
(d) 由 于 10 ;=0.001, 国 此 logww0.001= 一 3. 
通常 对 数 用 近似 值 来 表示 .例如 ,使 用 数 表 或 计算 怖 , 我们 得 到 
loglo300 = 2.4771, loge40 = 3.6889 


作为 近似 解答 .( 此 处 e=2.718281…) 


3.153 


3.154 


注 


计算 ;(a) loga32; (b) logio10005fc) log,(1/16). 

E EF (a) 由 于 25=32, 因 此 logz32= 5. 

(b) hF 10° = 1000, 因 此 logio1000 = 3. 

(e) 因 2 =1724=1716, 因 此 log(1716)= -4. 

求 (a) Liog:1000]; (b) Llog:0.01]. 

解 EF (a) H 2° = 512, fB 2" = 1024, HEL logs1000 J= 9. 

(b) HT 2 !=1/128<0.01<2- ° =1/64, 因此 Llog:0.01j= 一 7. 

指数 函数 和 对 数 函 数 F(x)= 闻 和 g(x)= bgr 也 可 认为 是 豆 为 反 函 数 ,四 此 这 两 


个 函数 的 图 形 关系 如 习题 3.155 所 解释 的 . 


3.155 


在 相同 的 坐标 困 上 , 作 指 数 函 数 f(z) = 2z MAE gla) = logzx 以 及 线性 函数 
h(z)= xz 的 图 形 .(a) 描述 图 形 f(z} 和 g(x} 的 几何 性 质 ;(b) 对 任 一 正 数 e, fl), 
8g(c) 和 hh(c) 有 何 关系 ? 


图 3-30 


W EF 这 三 个 函数 的 图 形 如 图 3.30 所 示 ， 
(a) f(z)=27 和 g(x)= bpr 是 互 为 友 沙 数 ,因此 它们 的 图 形 关 于 直线 y= z 对 称 . 
(b) 对 于 任 一 正 数 c ,我 们 有 


g(e) < A(c) < fic). 
事实 上 , 当 ¿ 增 大 时 , 垂直 距离 htr) -gte) 和 l-A OZER. mA, RRAN gtz) 与 线性 
函数 An (xz) US 8480, 而 指数 函数 所 zx) 与 线性 冰 数 Atz7) 相 比 则 增加 得 很 快 . 
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3.156 


3.157 


3.158 


3.159 


3.160 


3.6 


3.161 


讨论 下 列 标准 函数 的 增长 速度 ; 

logn, n, nlopn, n’, 2”. 
E EF ix E6DR8EBS AD R6 IC EFE2: EI 3.31 中 表明 .那里 ,对 某 个 a. S EREHE. EIAS 
DEAR E EMERE HES. 对 数 函 数 jogsn 增长 最 慢 , PARA 2" 增长 最 快 , 多项式 函数 
n 依 指 数 < 增加 ， 


图 3-31 标准 两 数 的 增长 速度 


说 明 任 意 的 一 个 菠 数 f{z) 的 增长 速度 . 
E tF ERK f(n) 与 某 一 个 标准 函数 ,如 习题 3.156 的 一 个 函数 进行 比较 . 作 这 种 比较 的 一 个 
方法 是 应 用 习题 3,158 中 定义 的 函数 的 0" 记号 ， 
解释 *O" 记 号 的 含义 . 
E EF 设 fin) 和 g(tn}) 是 定义 在 正 整 数 集 的 上 晤 数 ,具有 性 质 ; 几乎 对 所 有 的 n, f(xn} 以 gtn) 的 
茶 一 倍数 为 界 , 这 说 是 说 , 假设 存在 一 个 正 整数 n 及 一 个 正 数 M ,使 得 对 一 切 a> np, 我 们 有 

1 Fan) IEM | g(n) 1. 
此 时 ,我 们 沁 

fin) = O(g(n)), 
此 处 读 作 “f(rn) 是 gCn) 阶 的 ”. 当 f(xn) 一 h(n)= Olgi it, RIT E 
f(n) = hin} + O(g(n)). 
(这 叫做 太 “O” 记 号 是 因为 ftn)= olg(n)) 有 一 个 与 之 完全 不 同 的 含义 .) 
设 P(n)= agotan + asn2 + n. + aan”, 即 设 pin) ERRA = m. IEH p (x) = 
O(n”). 
证 EF it ba lagli biS larl t, b s= | aml. ARA, XL nal, 
pin) Gbo + bin + bn? + = + byn” 
lÈ 


-[ 2. 
n a 


+e + bala” 


m-l 
Elba t byt + b.)n”= Ma", 

Est M=lagoltlailt eet lani FÆ p(n)= Oln"). 
{ 回 是 一 下 习题 3.60.) 例 如 ,Sr3+3y = Olr AA z? - 4000000z2= Oi z). 
比较 阶乘 函数 f(w*) = a! 利 图 3-31 FARRER. 
解 EF 阶乘 函数 f(n) = al BERES 27 增长 得 快 .显然 , 对 Ea, 

2 = 2.22 1.2. 3…pfa — i)n. 
事实 上 , f(a) =n! 比 任 一 常数 c 的 指数 函数 c" 增长 得 快 ， 


递归 定义 的 函数 

用 递归 定义 的 函数 是 什么 含义 ? 

R =F 若 洒 歼 定 义 归 结 到 其 自身 定义 , 则 说 该 函数 是 递归 定义 的 .为 了 使 定义 不 致 于 人 循环, 它 必 
须 有 下 面 两 个 性 质 : 
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3.162 


3.163 


3.164 


3.165 


(1) 必须 有 确定 的 自 变 量 , 称 为 基本 慎 , 对 此 ,函数 不 归结 到 其 自身 定义 ; 

(2) 每 次 函数 归结 到 自身 定义 ,函数 的 自 变量 必须 更 接近 于 基本 值 . 

一 个 递归 定义 函数 共有 这 两 个 性 质 , 也 说 它 是 意义 明确 的 . 

考虑 下 面 的 n 阶乘 函数 ; 

定义 ( 阶 飞 函数 );(a) 着 n=0, 则 nn!=1; 

(b # x>1, Mf z i= xa(n- 1)!. 

证 明 这 个 定义 是 递归 的 并 且 该 函数 是 意义 明确 的 ， 

证 “和 这 个 n1 于 数 归 结 到 使 用 (n 一 1)! 的 定义 ,因此 它 是 递归 的 .而 且 , (a) 当 n=0 时 (这 样 
0 是 基本 值 )x! 的 值 是 明确 给 出 的 ; (b} 对 十 任意 的 ,用 * 的 较 小 的 值 , 它 更 接近 于 基本 值 0, 来 定 
义 呈 的 值 .因此 该 定义 是 不 勿 环 的 ,或 者 换 名 话说, 阶乘 函数 是 意义 明确 的 ， 

用 习题 3.162 的 递归 定义 计算 41 . 

N S 这 个 计算 要 求 下 列 刀 步 : 


(14! =4:3! 
(2) 3! =3:2! 
(3) 2! =2.1! 
(4) 1! = 1:01 
(5) 0! =1 
(6) 1f =1:1=1 
(7) 21 =2'1=2 
(8) 31 =3-2=6 
(9) 4! =4:6=24 
这 就 是 

第 1 步 : 用 3! 来 定 六 41 ,因此 我 们 必须 推迟 计算 41 ,直到 我 们 计算 3! EFi 883 JU WE 
表明 这 种 推迟 . 


第 2 步 ; 这 里 用 2! 定义 3!. 因 此 我 们 必须 推迟 计算 31 ,直到 我 们 计算 21. 

第 3 步 ; 用 1! 定义 21. 

第 4 步 ; 用 01 EIL 

第 5 步 : 因 0 是 递归 定义 的 基本 值 ,这 一步 能 明确 地 计算 们 . 

第 6 步 到 第 9 步 ;我 们 回头 用 0! 去 求 11, 用 1! 求 21, 用 2! 求 引 ,最 后 用 31 求 41 .这样 ,用 
“ 反 向 缩 进 几 格 表明 后 退 . 
Wa 和 5 表示 正 整 数 , 函数 Q 递归 定义 如 下 : 

0 # a< b; 


Q(a,b) = or bb) + 1, Ebla. 


(a) 求 Q(2,3)8I Q014, DAt. 
(b) 这 个 函数 做 什么 用 ? 求 Q (5861,7). 
解 EF (a) 由 于 2<3, 医 此 
Q(2,3) =0 
Q(14,3) = Q(11,3) + 1 
=[Q(8,3) + 1] + 1 = Q(8,3) + 2 
=[Q(5,3) + 1] + 2 = Q(5,3) + 3 
=[Q(2,3) + 1] + 3 = Q(2,3 + 4 
=0+4 = 4. 
(b) 每 次 从 a REG, Q 的 值 增加 1. 因 此 Qla, bR p 除 a 得 的 商 .这 样 Q(5861,7) = 837. 
设 n 表示 一 个 正 整数 , 函数 上 定义 如 下 ; 
Ü, # n = 1; 
Lln + 1, £ n > 1. 
(这 里 L& 表示 上 ABRE, UTET k 的 最 大 整数 ,) 


Lín) = 


(a) 求 工 (25). 
(b) 这 个 函数 做 什么 用 ? 
E EF (a) 

L(25) =L(12)+1 
=[L(6)+1]+1= L(6) +2 
=[L(3) +1] +2 = L(3+3 
=[L(1) +1]+3 = L(1)+4 
“+ 和 一 44. 

(b) 每 次 用 2 除 m, 工 的 值 增加 1, 因 此 工 是 使 得 
25 = n 


HAKER. A Lin)=l loga]. 
3E;6 BRE { Fibonacci) 序列 


3.166 % ASE PA 3EOEHBSEPFP IG ME H Fo, Fi, Fx, OR MH F: 
0, 1,1,2,3, 5,8, 13,21, 34,55, 0. 
即 是 , Fo =0 利 下 =1, 以 及 随后 的 每 一 项 是 其 前 两 项 之 利 , 这 个 函数 的 一 个 公式 定 
LUTF: 
定义 ( 斐 波 那 契 序列 ):{a) E n=0 K n=1, M F, = x; 
(b Æ n>1, W F= Fp-34F,-1. 
证 明 这 个 定义 是 递归 的 并 且 该 函数 是 意义 明确 的 . 
证 EF 由 于 该 定义 用 F。 :和 F。: 归 结 到 自身 定义 ,因此 它 是 递归 的 .这 里 ,(a) 基 本 值 是 0 和 1， 
(bF, 的 全 是 用 更 接近 基本 值 的 n 的 较 小 的 值 来 定义 的 .因此 这 个 函数 是 意义 明确 的 ， 
3.167 XKAM 3.166 PERMEIA TAN, BER 55 以 后 的 两 项 ， 
M er 我 们 有 Fl1 =34+55=89, Fi =55+89= 144. 
3.168 “” 求 斐 波 那 契 序列 中 的 Fie. 
解 == 虽然 已 是 递归 定义 的 ,但 用 选民 法 (即便 过 来 计算 ) 计 算是 比较 容易 的 , 我 们 还 是 应 用 道 


归 法 { 即 从 上 往 下 计算 ), 开始 时 Fi = 89 和 F, = 144( 见 习题 3.167) .我 们 有 
Fi = 894 144 = 233, Fu = 144+ 233 = 377, Fs = 233 + 377 = 610, 


E] SE í Ackermann) 函数 


3.169 EF SDS 39 FAT H 25 PS 3k. 每 个 自 变 基 可 取 任 一 非 负 整数 :0, 1,2，…. 

这 个 函数 定义 如 下 

EMAED): a) E m = D, MU AG(m,.n)= n +1; 

(b) Æ m0, n50, W A(m.n)= A(n -1,1); 

(c) Ë m=0 H n0, WD Alm, n= A(m =1,A(Gm,.n-1)). 

证 明 这 个 函数 是 递归 定义 的 .基本 值 是 什么 ? 

证 由 于 这 个 定义 用 {b} 和 和 {c) 归 结 到 自身 定义 ,因此 它 是 一 个 递归 定义 .我 们 看 到 Al(m,n) 

具有 当 m=0 时 明确 地 给 出 .这 样 ,基本 值 是 偶 

(0,0), (0,1) 0,2) (0,3), te (0, a) 
虽然 从 这 个 定义 4{m,z) 不 是 很 明显 的 ,但 是 任 一 4{m,a) 的 值 最 后 可 以 用 函数 在 一 个 或 更 多 个 
基本 偶 的 值 来 表示 ， 
注 4(1,3) 的 值 在 习题 3.170 中 计算 .即使 这 样 简单 的 情形 要 求 15 步 .一般 地 说 , 除非 

简单 的 情形 , 阿 克 曼 函数 是 太 复 杂 以 致 很 难 计算 . 它 在 数理 逻辑 中 有 重要 的 应 用 . 
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3.170 


JV H|] w S Pq Sk i E V YF A(1,3). 
E er 我 们 有 下 面 的 15 步 ， 
(UA(1.3)=A(0,A(1,2)) 

(2) A(1,2)= A(0,A(1.1)) 

3) AG,1YS AG(0,A(1.035 


(4) A(1,0)= A(D,1) 
(5) A(0,1)=1+1=2 
(6) A(1.0)=2 

(7) A(L,1)= AD,2) 

(8) A(0,2)=2+1=3 


(9) A(1,1)=3 
(10) A(1,2)= A(0,.3) 
{11) A(0.3)=3+1=4 
(12) A(1,2)=4 
(13)A(1,32 = A(0,.4) 
(14) A(0.4)=4+I1I=5 
(15)A(1,3)=5. 
向 前 移 格 表明 我 们 在 推 过 计算 并 且 回 到 定义 , BJ ISR 6 w EH Jo TE s B. 
我 们 观察 到 在 第 5,8,11 和 14 步 应 用 定义 (a), 在 第 1,2,3 步 应 用 (c). 在 其 他 步 中 , 我们 进行 回 
代 ， 


3.7 ”加 标 和 集合 类 


3.171 


3.172 


3.173 


3.174 


解释 指标 函数 的 含 尺 . 
解 = 设 工 是 一 个 非 空 梨 合 ,S 是 一 个 集合 的 集合 .从 了 到 S 的 指标 函数 是 一 个 函数 Is. 
对 于 枉 一 :1 我 们 用 A, ERA fO) RH, ERAR f 通常 表示 为 
Lie I IA, ,el 或 简单 地 |A,|. 
集合 了 称 为 指标 集 ,了 的 元 素 称 为 指标 , 若 f 是 一 对 一 瞻 成 阔 数 ,我 们 则 说 S 用 了 加 标 . 
说 明 对 于 集合 类 如 何 定 义 并 和 交 的 集合 运算 ， 
Ñ WF 一 个 加 标 和 集合 类 ,例如 1.A, :iE71 的 并 和 交 分 判定 义 如 下 ; 
YA = ‘xix€ Apti € I| 
和 
ña, = jer É A,, 对 所 有 ? € 了. 
在 了 是 有 限 集合 的 情形 ,它们 正好 和 我 们 原先 的 并 和 次 的 定义 相同 . 某 工 是 NN, 我 们 则 可 分 别 用 


A, U A; Ú ... 
和 
ANAN 
表示 并 和 交 . 
对 于 N 中 的 每 个 n, D, 表示 N 的 如 下 子 集 ; 
D, = |n,2n,3n,4n,…| = jn 的 倍数 |. 


F(a) DNO Ds; (b) Da Ds; (c) DN De- 

E EF (a) Pi 门 Ds 由 既是 3 的 倍数 又 是 5 的 倍数 组 成 ,因此 由 15 的 倍数 组 成 .于 是 DN D. = 
Dis. 

(b) B 8 的 倍数 也 是 455423. AE Dec D,. FE D,U Dg= D4. 

(c) 因 6 的 倍数 也 是 3 的 倍数 ,因此 De 三 D3. 于 是 p, YD, = De. 

就 习题 3.173 中 的 集合 D = |n, 27,37 l, REO Uien ENL Y ID, : n € 
Ni;(c) U1D,:p 是 质数 | 
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3.175 


3.176 


3.177 


3.178 


3.179 


3.180 


SN E (aS m €e N 8 Da AEU ID, n € NI =N. 
(h) 对 任 一 天 EN, 我 们 有关 ZD, REND n € Ni =A, 
(e) 除 1 之 外 ,每 个 正 数 是 -个 质数 的 倍数 ,因此 UDP = 12,3,…|}=N 1. 
投了 是 整数 集 Z, 对 每 个 整数 ,我 们 指定 R 的 如 下 子 集 : 
A, = lrer = nl. 
《 换 句 话说 , A, EASKE- oo, n]. RU A, MAA. 
W EE 对 于 任 一 实数 a 在 在 整数 ai 和 ny 使 得 n cat n, AE aE A, :但 a ZATE 
a € UA, fE a € NA, 
a š P 
UA, = R fB NA, = Ø. 

FESTEZ, S B;=[i,i+1], 它 是 从 i 到 i +1 的 闭 区 间 . 求 (a) B UB (b) 
B30 Ba; l) UB Bi: (d) UerB:. 
E 上 (a) B.UB, 由 区 间 [1,2] 和 [2,3, 上 的 所 有 点 组 成 ,因此 

B. U B, = [1,3]. 
(b) B, B, 由 了 向 时 在 区 司 [3,4] 和 f4,5] 上 的 点 组 成 , 因此 

B, N B. = 14|. 
(c) UB; 是 集合 [7,8],[8,9],…, [18,19] 的 并 ,因此 

UB, = [7,19]. 
(d) 由 于 每 个 实数 至 少 属于 区 亲 [i,7+ 1 之 一 ,因此 ,ezB,=R. 
对 于 任 一 个 nEN, 令 D, = (0,1/n), 它 是 从 0 到 1/x 的 开 区 间 . 求 (ay D;U D.; (b) 
D: Da; DUD; (d DNAD,- 
E EF (a) BFO, 1/0 LDH TER, 因此 D U D. = D. 


(b) 因 (0,U/20) 是 (0,173) 的 一 个 子 集 ,因此 D, Q Dp = Da. 
(c) $ m= minis, £), BMRA s 和 + 中 较 小 的 一 个 , 则 D, SFD, 或 局 ,并 且 包 会 另 一 个 作为 它 
的 于 集 . 四 此 D,UD,= Da. 

(d) $ M =max(s, ih BIB FS s A: ES K A.B D (1 D, = Du. 


就 习题 3.177 中 的 开 区 间 D. =(0,1/2n), 3 (a) UseaD ,此 处 4 是 N 的 一 个 子 集 ; 
(b) aewNDv， 
解 EF (a) 设 a 是 4 的 最 小 的 数 , 则 UseaDo= D... 
(b) 如 果 = 是 一 个 实数 ,那么 至 少 序 在 一 个 自然 堵 n 使 得 x 人 (0,17a), 困 此 门 ,enD。= 2. 
说 明 任 何 一 个 集合 的 集合 沼 怎 么 可 以 认为 是 一 个 加 标 集合 类 . 
E 和 Ataa ARASA. 具体 地 说 , 伍 等 函数 (3-3 E — F HI ia 8 S 235 
JA ceb 此 处 a c 2 B i= 有 A. 换 各 话说 ,在 淄 中 任 一 集合 的 弟 标 是 该 集合 本 身 . 
证 明 BN{Uier:)= U,ei(BNMN A;). 
N E P Q 属于 BN(U er,) .那么 zEB 且 zE(LU,eth,), 因 此 存在 一 个 is 使 得 xE aA. 于 
是 7 属于 5B 门 A, ,这 就 意味 着 xz 属于 ,es(B 作 4.). 因 此 

BN (UA) U(B D A). 
Bey AFU e (Bf A) ,那么 存在 -个 i EB C B A SPF y€ B By€ 4 因此 > 是 
U, 四 ,的 一 个 成 员 . 由 于 ye B Ry€C U, A, B. y RAFTEN U ech 于 是 

y (8 aje Bñ CUA). 


由 此 二 结论 推 得 
BA (UA) = yB A A,). 
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3.181 设 [4,1,e ;是 任 一 如 标 集合 类 , : € r, EA 
QA; = A, = UA;. 
r€ 1 u 1 i 
证 EF 设 IE 门 ,ce pA4,, 则 对 十 每 一 个 iE, zE A. RAII, rE A, .因此 
NA, SA, . 
El t 
设 y£ Aip 由 于 iE], 因此 y€ U. A. TE A, SU A,. 
3.182 证 明 下 面 的 德 '. 摩 根 定律 的 推广 ;对 任 一 集合 类 1A;| ,我 们 有 


(CUA = 站 二 
证 eF 我 们 有 
z€ (YADE z UA, 
Hf Vie hu $A, 
ff ViE I +z EA 
ff rENA. 
因此 , (UAD = 站 ,At OXR, RIERS us, 即 * 当 且 仅 当 ", 以 及 W, 即 “对 于 所 有 的 ",) 
3.8 基数 


3.183 ”解释 两 个 集 台 “有 相同 的 元 素 个 数 " 的 含义 ,这 与 一 个 基数 的 记号 是 怎样 联系 的 ? 
解 EF EAS BEBAS ETE -个 -一 对 应 关系 f A> B. BN A ü B £B) 85 # 
个 数 或 相同 的 基数 ,或 者 说 它们 是 等 势 的 , 记 作 
141=181 或 Cad(A) = Card( B). 
TEXTAREA F AER, F a3R3Shu[bl ik 9 13 F 3 3 g E 6 AA, 或 简单 地 作 
为 联系 等 价 类 的 一 个 符号 . 
3.184 ”定义 有 限 集 和 无 很 集 . 给 出 无 限 集 的 例子 . 
解 F 设 4 是 一 个 集合 .如 果 À 是 空 的 ,或 者 4 与 集合 11,2,…,m| 有 相同 的 基数 , n 为 某 个 正 
整数 ,那么 集合 A 是 有 限 的 . 若 一 个 集合 不 是 有 限 的 , 则 它 是 无 限 的 .( 柳 句 活 说 , 若 一 个 集合 与 它 
自身 的 一 个 真子 集 等 势 , 则 它 是 无 限 的 . ) 常 抑 的 无 限 集 的 例子 是 自然 数 集 N, 整数 集 Z, 有理数 集 Q 
和 实数 集 R. 
$ 〈g 关 于 有 限 集 的 基数 , 我 们 用 明显 的 记号 .这 就 是 说 ,0 OUT EC UE n WT E 
合 11,2,…, nl .这 样 |Ai=n HRSA 与 11,2,…,n| 有 相同 的 基数 ,这 就 意味 着 A 有 x 个 
元 素 . 
(b) 无 限 的 正 整 数 集 N 的 基数 是 Wo( 读 作 “aleph F”) .这 个 记 导 是 康 托 尔 (Cantony 引 进 
的 .这 样 ,1A| = ts SEIH A 与 N 有 相同 的 基数 .一 个 有 基数 Wo 的 集合 称 为 可 列 的 或 可 
数 无 限 集 . 一 个 集 人 台 是 有 限 的 或 可 列 的 统称 为 可 数 的 . 
(c) 实数 集 R 的 基数 用 C 表示 ,我 们 将 证 明 ( 习 题 3.196) 1] = |R| = C, Ek I=[0,1] 
是 闭 的 单位 区 间 , 并 且 汽 o 壮 C. 我 们 说 一 个 有 基数 C 的 集合 A 有 连续 统 的 势 ， 
3.185 设 互 = 12,4,6,…|, 它 是 偶 的 正 整数 集合 .证 明 | 王 | = Ro. 
证 EF 函数 NE 定义 为 Fr(a)=2r, 它 是 正 整数 集 N 和 下 之 间 的 一 个 一 一 对 应 关系 . 胃 此 
F 和 NN 有 相间 的 基数 , 词 而 我 们 可 记 1E| = Se 
3.186 REG (a) A= [a,Byc,', yz|;(b) B=11,—3,5,11, -281;(e) C= {zr:rEN, 
zx 二 5 的 基数 . 
解 F (a) 在 英语 字母 天 中 有 26 个 字母 ,因此 |A; =26. 
(b) |B|=5. 
(o) 没有 一 个 正 数 的 平方 是 5, 国 此 1C| =0, 即 CEFE. 


3.187 


3.188 


3.189 


3.190 


3.191 
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求 集合 :(a) 4 = 110,20,30.40,…| 和 (bj] B= 16,7,8,9,…1 的 基数 . 

W EF (3) 设 f:N 一 A 定义 为 fn)=10n; 则 它 是 N 和 A 之 间 的 一 一 对 应 关系 .因此 |A|= 
Wo. 

(b) B g N— B EX B g(n)= n + 5, MEENA B 之 间 的 一 一 对 应 关系 .因此 | B| = Wo. 

求 下 列 集合 的 基数 ， 

(a) A= | 星期 一 ,星期 二 ,…, 星期 天 |; 

(b) B= |zr:r :=25,3x=6|; 

(c) A=11,4,5,918938 48 P(A). 

W EF (a) - 周 有 7 天 ,因此 '4|=7， 

(b) 没有 元 素 既 满足 z = 25 又 满足 3x =6, 因 此 B 是 空 集 . 故 'B|=0. 

(J EE A 有 4 个 元 素 , 因 此 P(A) 有 2+=16 个 元 素 , 或 |P(A)|=16. 

求 集合 (a) 从 A=]a,5,c| 到 B= {1,2,3,4| 的 函数 的 集合 祥和 (b) 在 A= la, b, 
cf 上 所 有 的 关系 的 集合 Y 的 基数 ， 

解 F (4 有 3 个 元 素 旦 日 有 4 个 元 素 , 因 此 X A 42 = 64 TER. RH, |X | =64. 

(b 由 于 和 4 有 3 个 元 素 , 因 此 AxA4 有 5 个 元 素 . 于 是 4x 上 有 好 =512 个 子 集 , 即 A 上 有 512 个 
关系 . 帮 了 | = 51. 

证 明 整 数 集 ZAE o. 

E F 下 面 的 图 表明 N 和 工 之 间 的 一 个 一 一 对 应 关系 ， 


这 就 是 说 , 下 面 的 函数 N-Z EI MRAN: 
fí ) _ n/2, 车” 是 偶数 
~ l-a), 若是 奇数 . 
因此 ,|Z|= IN| = %0- 
设 4 , 4,… 是 可 数 个 有 限 集 . 证 明 并 S= U A; 是 可 数 的 ， 
证 eF 其 实 ,我 们 列 出 A, HER, 然后 列 出 A 的 不 属于 A 的 元 素 , 再 列 出 As 的 不 属于 A 
或 A. 的 元 赛 , 即 不 曾 列 出 的 元 素 , 等 等 ,由 于 A 是 有 限 的 , 我们 总 可 以 列 出 各 个 集合 的 元 素 . 我 们 
用 公式 进行 沪 过 程 如 下 : 
兰 先 我 们 定义 集合 B1, Bn EA B, 含有 A, 的 不 属于 前 面 的 集合 的 元 素 , 就 是 说 , 我 们 定义 
Bi = A 


以 及 
B,= Ay N(A U A, U =: U A,-1). 
于 是 B, 和 S= UB, PAEZ. UE b b, bim EB; 的 元 素 , 则 S= lb l. E y SAN EXM F: 
Fiba) = myt mit + m,-1 T J. 
车 3 是 有 限 的 , 则 S 是 可 数 的 . 若 S 是 无 限 的 , 则 了 是 S 和 NN 之 闻 的 一 一 对 应 关系 .因此 S 是 可 数 
的 


定理 3.3 可 数 集 的 一 个 可 数 的 并 是 可 数 的 . 


3.192 


证 明和 定理 3.3. 
证 Em 设 4Ai,4,A… 是 可 数 个 可 数 和 集合 .特别 地 , 设 al, aa, aaa,… 是 A, DER ELERT 


Ba, Ba, Ba 如 下: 
B, = lagi + =k}. 


我 们 看 到 每 个 B, 是 有 限 的 , 3: B 
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S = UA, = UB,. 

根据 习题 3.191 可 知 , U n, 是 可 数 的 .因此 S = UA, 是 可 数 的 , EEE. 
3.193 W A= lana as … 洒 是 一 个 不 同 元 素 的 无 穷 序 列 ,证 明 j4| = So. 

证 e HRR f:N 一 A 定义 为 六 za) = a. MEE -H RRE. AELA] = [N] = So. 
3.194 ”证 明 积 集 NXxN AER No. 

证 EPF 图 3.32 表明 集合 NXN 可 以 写成 一 个 不 同 元 素 的 无 穷 床 列 如 下 ， 

1) (2,1), (1,2) (1,3)， (2.2), 1. 
{具体 地 说 ,该 序列 是 由 图 3- 32 中 的 * 紧 跟 箭 号 "确定 的 , } 于 是 ,根据 习题 3,193 可 知 INx N] = $o. 
定理 3.4 在 0 和 1 之 间 的 所 有 实数 的 集合 T= [0,1] 是 不 可 数 的 . 


(1,1) 1,2} 一 一 (1,3) (1.4) — >- 


I 


(2.1) (2,2) (2,3) (2.4) a 


(3. 1) 


¿, 2) 
| Z 
Z 


S 
(3,3) (3.4) . 
一 


(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) 


图 3-32 


3.195 ”证 明定 理 3.4. 
证 EF 集 合 工 显然 是 无 限 集 , 因 它 含有 tt72,173,… .假设 工 是 可 列 的 , 则 存在 一 个 一 一 对 应 关 
ÉE f.N—>—I. G (1)= a 了 (2)=&24…; 即 = T8142,43,…| .我 们 按 一 重 列 出 元 素 at az, H 
且 用 十 进 制 小 数 展 并 式 表示 各 个 元 素 : 
ay Z0, £y tjt’ 
a, =P x21 T2723T24""" 
as = Ü. ryrytatg "a 


aa =Ü. za tatay 


此 处 z, € 10,1, 2,…, 91, (对 于 那些 可 以 用 两 个 不 同 的 十 进 制 小 数 展开 式 表 示 的 数 , 例如 ， 
0.200000… =0.199999…, 我 们 选取 以 9 结尾 的 展开 式 . ) 
令 5=0.31y2394… 是 由 
1， # xi =1, 
> |x, #zi = 1 
得 到 的 实数 .现在 5ET. 但 
b= ap A >, £ zu, 
b Æ ap Ë] y; # Tm 
b > az Ë] 93 天 ran 


因此 五 不 属于 [= ilaan i AS p€ I 8 AHRR] ETIR ARAE, I EP. 
3,196 “考虑 闭 单 位 区 间 T= [0,1] 和 开 单 位 区 间 U = 0,1). WEH: (a) II] = lr], b) IRI = 
|U|=]1I|. (这样 , 据 定 理 3.4, RIA ¿>e tho.) 


第 二 章 Bš 数 . 117: 


3.197 


3.198 


3.199 


证 EF (a) 注意 到 

F = [0,1] = 150,1,172173 1 Ú À 
和 

I = (0.1) = 1172, 33,1/4, U A, 
Eoh'A-[0.1]-10.1,1/2,1/3, i= (0,1) - 11/2,1/3,:- 1 .考虑 由 图 3-33 定义 的 通 数 FI 一 三 ， 
即 


l 2 ， # < = 0; 
ro =f sa #r xr = lnia € N); 
r , # r £U, inln € N). 
那么 fF 是-- 对 一 蝇 成 函数 . 玛 此 | 了 |= JT 


图 3-33 


(b) ETZARA 产 卫 一 及 定 交 为 
fiz) = tant rr - m/2), 
出 它 是 一 对 一 颖 成 函数 ,这 样 |R| 一 17|1=11|. 
设 忆 是 爹 体 循 系 数 多 项 式 
piz) = as 十 全] 全 t'e + apr” 
构成 的 集合 ,此 处 ap djs am 都 是 整数 ,证 明 P 是 可 列 的 ， 
证 ëm HFE ARKH, xm), 令 了 1,, ERE 
| agl+i a, | 二 十 | a, |= n 

的 m 次 多 项 式 沫 合 EER Pom EARR ET P= U ennb, 是 可 数 集合 的 可 数 谈 , 因 此 它 是 
本数 的 .但 P 不 是 有 限 的 ,因此 P 是 可 列 的 . 
如 果 一 个 实数 > 是 一 个 整 系数 多 项 式 方程 

pla) = agt ajz + + a,z" = 0 
的 - -个 解 ,那么 r 称 为 一 个 代数 数 .证 明代 数 数 的 集合 A 是 可 列 的 . 
证 eF REJA 3.19 可 知 , 客 项 式 方程 的 集合 E 

E = !pi(z) = pale) = O,p (z) 二 0 


是 可 列 的 .定义 

A =! a E p (zr) =0 的 一 个 解 |. 
由 于 一 个 n 次 密 项 式 至 包 能 有 wn 个 根 ,因此 A, 是 有 限 集 . 因 比 A= U cnd 是 可 数 集合 的 互 数 族 . 
F h: A 是 可 数 的 .并 且 由 于 A 不 是 夺 限 的 ,因而 是 可 到 的 . 
证 明 - -个 可 列 集 的 子 集 或 是 有 限 的 或 是 可 列 的 . (因此 , 一 个 可 数 集 的 子 集 是 可 数 
的 .) 
证 F 设 


A 一 | (1) 
Ei TIR, BRAH- -GTR E B=, W RARR. E BA, Ni a, 是 序列 (1) 的 第 - 
个 使 an EB HER, a 是 (1) 中 an Zia 一 个 使 得 s, EB 的 元 素 , 等 等 .于 是 

B= laz nt! 


符 整 数 的 焦 合 in may,…} 是 有 界 的 , 则 B 是 有 限 的 ;否则 BB 是 可 列 和 的 . 
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3.200 


3.201 


证 明 有 理 数 集 Q@ 是 可 列 的 , 即 1Q| = o. 
证 EF 设 和 + 表示 正 有 理 数 集 和 Q 表示 人 负 有 理 数 集 ,于 是 
Q= Q U 0 Ú Q` 
是 有 理 数 集 . 设 函数 F. Q 一 NxN EX 
(pf) = lpg), 
此 处 pj/g 是 Q@* 的 任 个 数 , 它 表 示 成 两 个 互 质 的 正 整数 的 比 . 因此 了 是 一 对 一 映 成 函数 ,因而 
Q+ 与 NxN 的 一 个 子 集 有 相同 的 基数 .根据 习题 3.199 知 , Q * E H| P| $R PJ E Q 是 可 列 的 . 因 
t, RAEE QQ ,10!1 和 外 -的 并 ,因而 也 是 可 列 的 . 
Ë A 和 B 是 任 两 个 集合 . 习题 3.183 用 一 个 汉 射 函数 定义 关系 Card( A)=14|= 
IBI. 
(a) 如 何 定义 关系 [AA, 所 |B| 和 关系 |A1<1B1? 
(b) 叙述 关于 基数 的 古典 的 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 {Schroeder-Bernstein) 定 理 和 三 分 律 . 


E (a) 设 存在 一 个 单 射 函 数 f; A 一 B. 我们 则 记 |1A 1 所 |B1. 而 县 ,车 |A1 气 18| 但 


1&1 关 18|, 我 们 则 记 作 |A1<<1B81. 
(b) 施 罗 德 - 伯 转 斯坦 定 理 述 及 , 若 14 S< IBI|B|B:sclA ', 则 |A|=18B1. 三 分 律 是 说 ,对 任 两 个 集 
合 , 我 们 有 iA 过 ;Bi,181< 之 |A1 或 |A1= B|. 


定理 3.5( 康 托 尔 ) ”对 任 一 集合 4, 我 们 有 |A|<<|P(A)|, 此 处 P(A) 是 A HRR. 


3.202 


证 明定 理 3.5. 
W ¿F EAM z A-—-P(AES S gla) 1ai. 则 它 是 单 射 函 数 . 国 此 141 委 |P(A)| ,我们 只 
须 证 明 |A| 关 | P(A)|, 便 可 证 程 该 定理 . 

我 们 作 相 反 假 设 , 即 |41 = IPCA), WEE -TER 六 4->P(4) 它 是 一 对 一 映 成 函数 , 若 a 
ca ARTES E RZ DME g f(ay, M|: ae 是 一 个 " 杯 "元 圳 . 设 B ER TRNAS, 具体 地 ， 
B=|z;z€,z €f(z)!, 

HE BEA 的 一 个 子 集 ,由 于 了 :六 一 P{AA) 是 映 成 函数 ,因此 存在 一 个 bE 使 得 f( 8)=B.b 
是 “ 坏 的 "还 是 “好 的 "? 若 5 多 B, 则 上 恬 f(58)= B, 这 是 一 个 矛盾 .车 b EB, M 5Ef(5)=B, 这 也 
是 一 个 矛盾 .这 样 , 原先 假定 | A! = | P(A&)| 便 导出 一 个 矛盾 ,因此 | 及 | 关 1P(A)1, 定 理 得 证 . 
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E). 


4.1 


4.2 


4.3 


4.4 


4.5 


4.6 
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Rr 中 的 向 量 


这 一 节 考虑 下 面 的 向 基 运 算 : 
向 其 加 法 ， ut+tv=lait jaa tba a tba), 


HEF ku = (kai ag, tts Raah 
负 向 量 . u=- l}u= (~ a 45 — aah 


此 处 2={aliaz an) 和 w= (br batos ba) E R” PRHE, UR k ETER 


Ë u= (1,3,5), u3 = (3,5,1), u3=(1,5,3). u4=(3,5,1) Æ R? 的 向 量 . 哪 些 向 量 是 相 
等 的 ? 
G EF 只 有 ws; 和 的 对 应 分 量 都 相等 ,因此 只 有 za = ua. 
设 w= (2, -7 1h v={—3,0,4), w= {0,5, —8). 求 (a})w +v, {(b}v ++, (ce) ~ 3u, (d) 
- w. 
E EF (aita EM: 
w + u =(2, -7,1)}+ (— 3,0,4) 
=(2—3, -7+ 0,1 + 4) = (— 1, — 7,5). 
(对 应 分 最 相 吉 : 
vt =(— 3,0,4) + (0,5, — 8) 
={-3+0,0+5,4- 8) = (— 3,5, - 4). 
MAWE — 3 R ¿ 的 各 个 分 量 ， 
-3u =- (2, — 7,1) = (- 6,21, — 3). 
(DH -1R 的 各 分 量 , 即 改变 各 分 量 的 符号 ， 
w =- {0,5, - 8) = (0, - 5,8). 
设 u, v H w 是 习题 4,2 AEE. Kla u 一 4vw 和 (b)2w +30- 5w. 
E EF 首先 作 数 乘 然 后 作 向 量 加 法 远 算 . 
(a) 3e-4v =3(2, ~7,1)—4(-3,0,4) =(6, —21,3) + (12, 0, — 16) 
= (18, — 21, — 13) 
(b)2u + dv -5w =2(2, -7,1)+30=3,0,4)— S(0,5, —8) 
=(4, -14,2) + ( -9,0,12)+ (0, - 25,40) 
=(4-940,-14+0-25,2+12+40) 
={-5, -39,54), 
E u= (2,3, - 4)ff o= (1, 一 5,8), 求 (ajw + v, (b)5u,(c)- v. 
E EF (a)atv=(2+1,3-5,-4+8)=(3, -2,4 
{b)5u = (512,513,5: —4))}= (10,15, 一 20)， 
(cj -v= -iti -5,8)=(-1,5, —8). 
E < 和 w 是 习题 4.4 的 癌 量 . 求 (4a)2x -3w 和 (hb)3w +Sm， 
Ë$ EF (Yai2v C 36 = (4,6, —-8) + (-— 3,15, - 24)= (1,21, — 32). 
(b)3u +52 = (6,9, - 12) + (5, —25,40)= (11, ~ 16,28). 
iWu=(3, ~2,1,4) 和 w=(7,1, —3,6).3K(a)u + v, (b)4zu  (c)2u 一 37， 
E EF a+ -2+1,1-3,4+6)=(10,- 1, —2, 10). 
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(bMa = (4:.3,4-(—2),4.1,4:4) = (12, - 8,4,16). 
{c)2a — 30 (6, - 4,2,8) +(-21, - 3,9, -18)={-15,-7,11,-10). 


4.7 定义 R" 的 零 向 量 0. 

M E 替身 量 是 它 的 分 量 都 是 零 的 向 量 , 即 0= (0,0,…,0). 
4.8 举例 说 明 列 向 量 和 行 向 量 之 间 的 差别 . 

W F 一 个 列 向 量 是 其 分 基 为 竖 写 的 向 量 , 例如 


2 
7 31 -3 
J = 0 
6 
是 分 别 有 3,2 和 4 43k Bp it. — 4": In) EE E PL 2 Et ASE BJ i Et, 如 前 再 习题 所 给 出 的 . ( 8] 8k: 
常 写成 行 向 量 ,) 
4.9 计算 : 
3 1 1) 4 | 4 -6 
{a) |-4|+} l|; (b)| 2 Ehio- 5|; (dy- | 7l. 
5 -2 L-3 -ő -$ 
G EF (a) 对 应 分 量 相 加 ， 
3) 1 3+1 4 
-4+| 11= |-4+1|= É 
5 -2 ` 5-2 3 


(b) TPS 4-5] HRA +s] ËJ 22 k rH, R E X. 
(c) 用 数 - 3 RETRE: 


4 -3-4 1 [-12 
3 3 上 = 3 (— 5) -| s. 
-6 - 3. (—6) 18 
OH -~ 1 RRt, E apak Akh E, 
-6 6 
-8 8 
4.10 计算 : 
1 2 5 _ 1 3 
(a 2|-1|]|-3 | 3|; (b)-2] 3ļ|+4įi 5|-3|-1ļ. 
3 _ 4 - 4; 2 -1 


E EF RANER IRE H A: 


` 


1 2 21 Í[-6 -4 
(a) jil- 3| = alelo- [n] 
3 -4 6 12 18 
5 -1} 3 -10 -4 -91 /~23) 
(b) | | | 一 IEI: 2+] 3 -| "| 
-4 2 -1 8 8 3 19 


4.11 设 (z,3)=(2,z+7?) 求 z 和 >， 
E EF 由 于 两 个 他 量 相等 , 央 此 对 应 分 量 彼 此 相等 ， 
工 一 了 3= rty. 
将 =2 代 入 第 二 个 方程 得 ?=]1. 因 此 >=2 和 >y=1| 
4.12 设 (4,y)= r(2,3), K > fll y. 
解 sz HRD 
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4.18 


(4,y) = z(2,3) — (2r,3r). 
A XJ V p Er i R: 28 48 
4 = 了 r， y = Sr. 
解 此 线性 方程 组 得 x 一 2 各 y 一 6， 
B(2zr,3,y)= (4,r+z,2z) K z,y Mz. 
Ñt uw 令 对 应 分 其 彼此 相等 得 方程 组 ; 
2z = 4, 3= x+ z, y = 2z. 
于 是 ,>=2,z= 和 =2. 
Ë z(1,1)+y(2, 一 1}=(1,4), 求 x My. 
W EF 首先 用 xz 和 yy 分别 莱 (1,1) 和 (2, 一 1) 然 后 相 吉 得 ; 
z(1,1) + y(2, - 1) irr) t (2y, - y) 
=(z+2y,z ~ y) = (1,4). 


现在 , 令 对 应 分 量 彼此 相等 得 ; 

r+2y= l, z>y=4, 
解 此 方程 组 得 x =3 和 y= -1， 
解释 一 个 向 县 是 其 他 疝 量 的 线性 组 合 的 含义 是 什么 . 
B EF 若 存 在 数 apan a, 使 得 

u = aquy t agua 十 + nD 
则 向 量 * ÆRE ujua te u, 的 一 个 线性 组 合 . 
将 o= (tl,4) 表 示 成 az= (1,1) 和 <, = (2, -二 的 线性 组 合 . 
Ñ 时 RIRE o 表示 成 形式 

U = Tu, f yu, 

xz 和 ?前 为 未 知 的 .这 样 ,我 们 要 求 

(1.4) = z(1,1) + y(2, — 1). 
根据 习题 4.14,z =3 和 y= -1. 因 此 将 它们 代入 (1) ,得 


u = uy 7 u. 


(1) 


将 向 量 w= (1, -2, 5 写成 向 最 1 = (1,1, 1), u = (1,2,3) 和 和 a = (2, 一 1,1) 的 一 个 


线性 组 合 ， 
解 于 RIRE o 表示 成 vT tut ytst yuaÍa, T, y TU z HARAR. TER, 我 们 有 
1 1 1 z z+ y+2_2z 
-2 = zļ|iļ+y|2|+z|-1ļ|= [z+2y- z |. 
5 1 3 l Let 3y + z 


【在 形成 线性 组 台 时 ,写成 列 向 基 出 更 为 方便 ,) 令 相 庶 的 分 量 彼此 相等 ,我 们 得 到 


k +y +2z =l, 


z +2y- xz =- 2, 
r=+3y+ z =5 


=r=+y+2z =l, 
y— 3 三 一 3 
2y— z =4 


z+ y+2z =1, 
y - 31 =- 3, 
5z =10. 
该 三 角 方程 组 的 惟 - - 解 是 “= -6,y=3,z=2, 因 此 w= -6u i t3uyt2us. 


将 u= (2, 3, -S$) 写 成 u (= (1,2, _ 3), uz = (2, _ 1, 一 4) 和 ua = (1, 7, 一 5) 的 线性 组 
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4.19 


4.20 


pan 
O- 


解 EF 求 方程 组 的 等 价 方程 组 然后 求解 ,这样 


2 ] 1 2 1 z-2y+z 
3 |=] 2 |+yļ-1i+z|7 |= |2r-y+7z 
- 5; 1-3 -4 -5 -~ 3r — dy - Se 


令 对 应 分 量 彼此 相等 ,得 
£ +2y + xz =2, 
2z — y + Z< = 3, 
-3-4åy- 5z —— 5 


x +y + z =2, 
- 5y + 5z = - 1, 
ay — 2z = 1 


z + 2y + z =2, 
—5y + 5z = - 1, 
Ü =3. 
第 三 个 方程 0= 3 表明 该 方程 组 无 解 . 这样 ,v 不 能 写 或 向 量 xi, ws 和 xs 的 线性 组 合 . 


定理 4.1 对 于 及 "中 的 任何 向 量 zx = (fei 2 = (u M a = (z 以 及 及 中 的 任意 数 k, 


,有 

G)(u +tu)ta=u+(u+uu), 

Ciiju +0= wu, 

(iiijw + (— ww)=0, 

{iv}u + v= vw +u, 

(vk(au I v0)= ku + ku, 

(vi lk +k ' u= ku + Ë 'u, 

(vi (Ak Ju = k(k'u), 

{viilu = u. 
WHER 4.1Gilu tv) t wS u T (vt w). 
证 EF EEN, ui tu 是 w+w 的 第 i 个 分 量 , 因 而 (w+ o.) + zw; 是 (w +u) + a HA: tR. 
另 一 方面 , w+ zo, 是 vv+ ww 的 第 i 个 分 量 ,+ (2; T wi) 是 w+{wv+ ww) 的 第 i 个 分 量 , 但 s,, o, 和 
w, 都 是 实数 ,结合 律 或 立 ,中 

(w, + u;) + w, = u, + (u, T 1), i= 1, n. 

EME, Cu tot o Ña + (2 + a OD XF R, (n tout wS ut (9). 
证 明定 理 4.1(i):a+0= u. 
证 EPF 村 十 日 一 (人 aa 二 【0 人 0 


=(wuitÜ,u, tÜ, , 8 TÜ) 


= uj us," AS EE 

证 明定 理 4.1(ii):w+( 一 4)= 人 0. 

证 EF ut- u)={up to U, Un) tO g) Tup U Ba) 
= (u Mjuz wgs , Ha T Ha) 
=(0,9, 7,0} =0. 


证 明定 理 4,1(iv) :+ v=v+a. 
证 EF RRE, utu E w+ vw 的 第 i 个 分 量 , 以 及 o Tu E o + a 的 第 1 个 分 量 ,但 =, 和 x, 
是 实数 ,对 此 结合 律 成 立 , 即 
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u, 十 9; = G + u ?= l,o, mn. 
由 于 + 和 w+ 的 对 应 分 量 林 等 , 国 此 w+v=w+u. 
4.23 证 明定 理 4.1(v):k(u Tu)= ku kv. 
证 F AT uto Eutrop itra, AE k u, tn) Eklat B i tR. h T ku, 和 
ko, 分 别 是 ku 和 kw 的 第 i 个 分 量 ,因此 ku, + Eu, 是 Ra + ku 的 第 i TERRAE k, u; 和 ww 都 是 实数 ,内 
此 


kiu, toud — Eu, + u, i= l,a. 
FE klut vw) 种 ku + pu WITH EAE, M klut u) = bu + Eu. 
4.24 证 明定 理 4.1(vi):(£ + k')u = kutku. 
证 CZ REER, etk u 是 (+R ju HR i TIE. A F ku; Meu, DIE ku R ku 的 第 : 
个 分 量 , 因 此 kust k'u, Eku + k'u 的 第 i TO dH k, k Mu 都 是 实数 ,因此 
(Ë +Ë Ju, = hu, + Rt, ¿= lee, mn. 
T#E(EF+ E Ju 和 kw + p'u BAE EE, ATIR + k Ju = kutku. 
4.25 证 明定 理 4.1(vii): (kk u = kiku). 
证 对 由 于 ka 是 Ra 的 第 :个 分 量 , 因 此 有 (ka ) 是 有 2) 的 第 Tri (E yu, ERR Ju 
的 第 TAE HE HF kk Mu, 都 是 实数 ,因此 
(hk us = kiku), r= 1," n. 
(he Ju WEC u PIIRE ERE, AK (Ph u = k (h'a). 
4.26 证 明定 理 4 .1(vii):lu =u. 
证 EF lu =l(uy,uas,", ) 
=(lur luys", lui) 
= (ugs uz U. Ba) = F. 
4.27 证 明 (a) 对 于 任 一 向 基 u, WA Oz =0,(b)2Fr EE k. RA k0= 0.4 = SE, 
证 EF (a)0u #Ü(uar, up, up) = {Du Duz U. Den) = (0,0,..,0)=0., 
Cb)RO= RCO, D, 4,0} = CRD, R00, A0) = 0,0,.…,0)=0. 
4.28 ”证明 (一 1)u= 一 u. 
证 对 从 前 面 证 明 的 性 质 , 有 
u +- u} =0=0 = (1+{-1)u = lut- l)u = s + (- Du, 


HE 
8 +(- 1)a=| = 0. 


上 式 两 边 加 上 - u 便 得 { -1)n= u. 
点 乘 (内 } 积 和 范 数 
这 一 小 节 考 虑 下 面 的 向 基 运 算 : 
点 乘 ( 内 ) 积 ; uc o = aibi + asb; 十 … + a,b, = Saba 


范 数 ( 长 度 ): [u = Vua = yai tait tak, 
EP u= (ajay ya 和 二 =( 65 pp) 是 有 "的 问 量 . 
4.29 计算 ww, 其 中 (ajw=(2, -3,6), v=(8,2, —3);(b)a = (1, —8,0,5), = (3,6,4). 
W F (da) 对 应 分 量 相 乘 和 和 根 加 ， 
u- v = (2X(8) + (- 3X(2) + 37 = 16 -— 6 -- I8 = - 8. 
(b)#E2 B 3 H + JBS 8] t 2 B| ER a ENH. 
4.30 IFA utv, R B(a)a = (3, 一 5.2,1), 2 = (4, L, - 2,55); (b)u = (1, —2,3, — 45, 
u= (6,7,1, —2). 


.124 


2000 沿 散 数学 习题 精 解 


4.31 


4.32 


4.33 


4.35 


4.36 


4.37 


W ”了 Wu rE 3B3ERIRH D, 
(a)jus*ou= 35x4+(-5)ZX1Y+2%(-2)11X5=12-5-4+5—8. 
(ba ma-6-14+3+8=3， 
Ë u=(2, 一 7,1),v=( 一 3,0,4), w(0,5, —8).3K(a)u ou, (buw, (cuu, 
É EF XD 8368 REHM. 
(autu (-3}+(-7)0+1'4= -6+0+4=2. 
(b)utw=0-35-8= - 43. 
(cumw=0+0-327 -32. 
证 = (3,2,1), u = (5, — 3.4), w= (1,6, -D.R la lu +o) w, b)u'wt vw. 
W EF (ai 首先 由 对 应 分 量 相 加 计算 uty: 
k + = (3+5,2- 3,1+ 4) = (8, — 1,5). 
RETA 
{fut vo)ew=8xl1+{-1)x6+5x(-7)=8-6-35=-3. 
(WË TPE asa =3+12-7=83 v: w=5-18-28= 一 41. 于 是 
u- q + o = 8-— 41 =- 33. 
注意 :不 出 定理 4.2( 所 料 ,二 者 相等 
设 #= (12, 3 — 4), v =(5, -6,7,8), 4 =3.R{a)k (utv); (b) ku) vicu (Po). 
解 EF (DARİ aso = 5-12+21-32= -18. 于 是 
k(u u) = 3x (— 8) = 一 54， 
(b) 先 求 得 ku = (3(1),3(2),3(3),3(-4))= (3,6,9, - 12). FÆ 
(ku) o =3x5+6x(-6) +9x7+(- 12) x 8 
=15 — 36 + 63 — 98 =- 54. 
(ec) 先 求 得 如 = (15, -18,21,24) ,于 是 
u- (bu) =1% 15 2 x (- 1l8+3x21+( 4)x24 
=15 — 36 + 63 — 96 =- 54, 
注意 ;正如 定理 4,2( 站 和 (说) 所 料 , 上 所 有 二 个 值 相等 ， 
求 (a) u l, H u=, 一 12, -4);: (b) wv, 设 v= (2, 一 3,8, 一 5)， 
E EF (a) 先 由 ww 的 分 最 的 平方 和 求 | ul = utu: 
[a l? = 32+ (- 12)2 + (— 4)2 = 9+144+16 = 169. 
AH || u | = v 169 = 13. 
(bo 的 各 分 量 平 方 樵 后 相 加 得 |o ?= oto: 
lol? = 2 + (- 32 + 8 +(— 52 = 4+ 9 + 64 + 25 = 102. 
国 此 1 站 = “102. 
设 思 =( 一 3,1, 一 2,4, -5), 求 wi. 
8 EF 我 们 有 | wl?=9+1+4+16+25=55, HI || wl = /55. 
sa EI Il u | = v39, 此 处 w= (1, k, -2,5). 
Ñi EF | = + 52= kL 3D BD Ef k + 30=39 fF p= 3,-3. 
设 v 是 一 个 非 军 向 量 .证 明 卫 = 站" w= TT ES " 有 相同 方向 的 一 个 单位 向 量 . 
(R o 的 过 程 称 为 将 w 规格 化 .) 
解 F HT 
ii- (pih (TT TE e osa n 


HE o 是 一 个 单位 向 量 . mE, 由 于 是 4 的 一 个 正 数 倍 ,因此 避 和 ww 的 方向 想 同 . 
HHE: (ayu = (12, — 3, -4);(byw= (4, 一 2, -3,8). 
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W F (a) 先 求 得 
lel = v.v = 1222 (- 3) + (— 4)2 = 144+9+5= 169. 
FE, BJ! vhi = 169-138 o 的 每 个 分 量 得 


- _ = [2 2, 4]. 
° = Tak 113113 


(hb) 先 求 得 


|w |2 = G w = 42 + (-—- 2)2 + (—- 3)2 + 82 = 16 + 4 + 9 + 64 = 93. 
于 是 w 的 各 个 分 量 除 以 | wl = /93 得 
_ _w i 4 -2 z4 8 
w Tel (hv ARB 


4.39 将 =(1/2,2/3, -1/4) 规 格 化 . 
E wF 注意 ww 和 w 的 任 一 正 数 倍 有 和 根 同 的 规格 化 形式 .因此 , 先 用 12 3ë 以 "清除 ”分母 :12v = 
{6,8, 一 3). 于 是 
l 12e |? = 36+64+9= 109 
b 
-21 12v 8 -3 
PEET Jizel T Fe Pe Aa. 
4.40 ËL u=(2, ~7,1), v =(-3,0,4), w={0,5, -9 Ra | el el l w l. 
E EF allal = /2+(-7+12= /4+49+1= /54=3/6. 
(b)i vll = /9+0+r16= /25=5. 
(e) | = | = /0+25+64= /89, 
4.41 SEX R" PEZAR. 
W F Eau HU o oR" BJ. E 18 Sasa 3 HI ao = 0, WFE < $ü ç REENE 
和 直 的 ).( 注 意 , 在 物理 中 , R) HATERA u 和 vw HARRE J uso = lull elco. d 0 Æ u 
Er ZEHAR. AAEE, 8 = 90", 因 此 ww=0, 这 与 上 面 的 陈述 一 致 .) 
4.42 Bus(5,4,1) v= (3, 一 4,1), w= (1, 一 2,3) .哪些 向 量 是 正 交 的 ? 
E IF 求 每 对 向 量 的 点 乘积 ; 
tv =15— 16+1 = 0, o. = 3+8-3=14, 
u +u =5—-—8+3=D0D. 
因此 u Ao 是 正 交 的 , u 和 w BEZH, E vH w PEREZA. 
4.43 R k EHE u 和 w 是 正 交 的 ,此 处 
(a)u=(1,k, -3M v= (2, —5,4); 
(ba =(2,3k, -4,1,5) 和 w= (6, 1,3,7,2). 
W EF 在 每 种 情形 中 ,计算 uu, SESTO FERH k. 
(aaso=tiif2)+(g-s+-3) (=2-5 -12=0, 即 -5 一 10=0. 解 之 ,得 上 = -2， 
([b)zsu=12-38-12+7+108=7k-7=0. 2,58 k= -1. 
求 和 符号 , 定理 和 证 明 ， 
4.44 É fF(k) 是 含有 一 个 整数 变量 的 一 个 代数 式 . 


WELKER S, = VAA) ,此 处 4 之 1.( 这 里 ,1 称 为 下 限 ,n 称 为 上 限 ,希腊 字母 
D 作 求 和 符号 用 . ) 


(W ni 和 ns 是 任 两 个 整数 使 得 nsn, EX 之 ) fO). 
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W EF (a) 
S, = J) + f(2)2 fa- 1) + fin). 
从 这 个 定义 我 们 看 到 ,对 于 z 22, 
Sa = Sr- + fin). 
(b) 


之 Fk) = fln) + fln + 1) + flag + 2) + ° + fla). 


对 于 3? 守 zl, 脖 党 ,该 和 定义 为 堆 ， 
z 5 5 
4.45 求 (a) 2783 (b) 5722; (c) > xz. 
点 =1 1=2 k= l 
4 
解 EF (a) 3752 = P+ 23 + 32 + 45 = 1+ 8 + 27 + 64 = 100. 
k=l 


3 
(b) 5122 = 22+ 32242 + 52 = 4+9+16+25 = 54. 


PET1 
(c) Ya = z] + git £3 T Za + rs. 
= 
4.46 用 求 和 记号 重新 表示 : 
(ajaib tazda t+ "+ abai 
(bas tam tasr? teeta"; 
(c)aabi tanba 十 abay T + abp. 


站 m b 
解 EE (a) Sabe (b) Par, (e D aby. 
1-1 了 下 k=1 


4.47 证 明 ; DIS) + gtk)] = DF) + > elk). 
点 二 1 k=1 


k=l 


证 对 用 归纳 法 证 明 . 对 于 n=1， 


L 1 1 
B LACE) Te] = f(1) + g0) = z u + 2a glk). 
E a>, 并且 对 nn 一 1 定型 成立, 即 


*-1 -1 n-1 


DSR) + g(k)] = Hrt Da). 


=i T -1 


a 


于 是 (见习 题 4.44(a)), 

n s-i 

SIFCRY tT gE)] = JI) + g] n) + g(n)] 
=1 k= 


= 1 
"-1 "n-i 
= Fk) + X glk} + f(n) + gln) 
[SA0 + Aa] [22 G) + gln) | 
=F fk) + Jl glk). 


定理 得 证 . 
4,48 证明: Def) = cD F(R). 
k=1 k=1 
证 EF 该 证 明 直接 从 实数 的 分 配 律 


a(b+c+'j) = ab + ac + "°` 
BA. 
定理 4.2 对 于 R" 的 任意 向 量 x = (u), vlo f w= (w), AA R EESK b: 
(i)(u + vws u" 0 + yt, 


(uüu)(#a)'uz= kutu), 


ENE HENNE .127. 


tii v= vw, 
(iu "u20, FE ww'&=0 ARK u=0. 
4.49 证 明定 理 42G): (utu) w= utu tus w, 
证 EF 应 用 习题 4.47， 


(u + 四) w= 了 十 mm， 一 X (ua, + uw) 
t- r=1 


= Sua, + S? yw, = # "l tv’ w. 
evl 1=1 
4.50 ”证 明定 理 4.2(ii),(ku)'v=k(Cau'v). 
证 GF AFE A.A, 


(ku) o = Sl(hu)u = Š k(um) 


= klu; = kļut u). 
4,51 证明 定理 4.2(iii) ;wv= vu. 
证 EF 


4.52 ”证明 定理 4.2(iv) :uw 实 0, 并 上 且 u." -0 fiu =0, 
证 EF 因为 对 于 每 一 个 i wi 晤 非 负 的 ,因此 w= ujt utoe tui AH, ww'w=0 SHNS 
对 每 - -个 i,w,=0, 即 当 且 仅 当 w= 人 10. 
定理 4.3( 柯 西 - 施 瓦 苞 (Cauchy-Schwarzj 不 等 式 ) 对 于 R" PERME u Hiuo,lu o |< 
lal lol. 
4.53 证 明定 理 4.3. 
证 EF 我 们 将 证 明 下 面 更 强 的 陈述 ， 


[usul 2 uo [Tal Hol. 
t=1 


首先 ,着 & =0 或 6。=0, 则 不 等 式 归结 为 0<0<<0, 从 而 结论 成 立 , 因 此 ,我 们 只 要 考虑 ¿0 B v0 
的 情形 , 即 此 时 中产 0, |> l0. TT E, kF 


A = 
1 
Luto] Y uun l< 5 | wmv: | ， 
=1 121 


我 们 只 须 证 明 第 二 个 不 等 式 ， 
现在 , 对 于 任何 实数 +, y € R, A 


Olz- y)? = r- 2z + ° 


或 等 价 地 ， 
2zy < x° + y. (1) 
EDPS rs lud lu tA y= lol |> | B£], fE i, 
ul iu’ . u, |° | u; | 
2 Tal Tol S Walt Tel (2) 


根据 向 基 范 煞 的 定义 ，1 x l7 = Ya? = >` lu 12, Jo | = Xe? = lu 12. PE, (DA ; 
求 和 并 利用 | mzy | = | ze, | lo, |, 我 们 有 
$ lum, | De Plun? al Jol? 


. + = 
lal fol 5 Ful? l 12 ull? Wel? 


2 =2, 


从 而 
> | uyu | p 


Her Tel = 1 


Alal | 苹 上 式 两 端 ,我 们 得 到 所 要 求 的 不 等 式 . 
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定理 4.4({ 闵 可 夫 斯 基 (Minkowski] 不 等 式 ) 对 R* 的 任意 两 个 向 量 x Mo, w +> | < 
fxw|+ivl. 
4.54 ERER 4.4. 
证 EF 由 柯 两- 施 瓦 兹 不 等 式 和 内 积 的 其 他 性 质 ， 
本寺 和 | 一 (二 于 
芝 儿 下 12+2 l] fol + ivil? =al + iel. 
上 式 两 端 开 方 便 得 所 要 求 的 不 等 式 . 
4.55 证明 R” 中 的 范 数 满足 下 面 的 定律 ， 
[Ni1]: 对 于 任 一 向 量 u, | u | 20, E il z | =0 当 且 仅 当 w=0. 
“IN :对 于 任 一 向 量 w 和 任 一 实数 ,| ka lelki al. 
-N3]: 对 于 任 二 向 量 w Mo, |a +o |= ul tiel. 
证 EF [NI] 由 定理 4.2{ir) 以 及 ‖ xz | = Vu'w 这 一 事实 得 到 , [Ns] 是 闵可夫 斯 基 不 等 式 , 因此 我 
们 只 须 证 明 [ Nz] 成 立 . 假 设 w= (ur aa Mn), I ku = (i, kuz, t, kun). 于 是 
| ku I7 = (kuj)? + (kua)? + =o + (hws) 


=k (ul+ ug toet ut) = klal. 


上 式 两 端 取 平 方 根 得 到 [ N;]. 
4.2 矩阵 .矩阵 加 法 和 数 乘 


这 一 章 ,我 们 用 大 写字 母 4A,B,C,… 表 示 和 矩阵 ,小 写字 母 a, b,c,x,y, … 表 示 数 ,除非 特 
IPE, 所 考虑 的 数 是 实数 . 换 句 话说 , MAREEK R 上 的 矩阵 ， 
4.56 设 A RER- TERETERE), 比方 说 


äl dl2 `” Ais 

a2 an “U la 
A = 

Amt dm? a Amn 


(a)fFZJ# A 的 行 和 列 ?(b) 什 么 是 A 的 大 小 ? ORAE EE? 
M EF (a)m KF n 元 组 


(ana "a lna [azp tm s as), {aml nm2r r Amm) 


称 为 ABTA TER m 元 组 


811 ajz üls 

da a32 Aln 

Aml m2 Umn 
称 为 A 的 列 . 
{由 于 有 A Emn 询 , 因 此 我 们 说 它 是 个 m fin PEBE, S m x n 矩阵 . 数 侦 > 和 n RAE 
阵 的 大 小 . 


oA MER A 和 日 的 大 小 相 半 并 且 它们 的 对 应 元 素 相 等 , 刚 A 与 B ES, wE A=B. 

4.57 记号 A=(a;) 用 来 表示 习题 4.56 的 矩阵 (或 音 ,在 A 的 大 小 不 明确 时 , 表示 成 A = 
(ay ) mx) .第 一 个 下 标 i 和 第 二 个 下 标 ; 是 什么 含义 ? 
解 EF Ha BERA 的 i 行 和 j 列 元 素 , 于 是 第 一 个 下 标 告 诉 我 们 该 元 素 所 在 的 行 ,第 二 个 下 标 
告诉 我 们 该 元 素 所 在 的 刚 . 

4.58 RER 
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4.59 


4.60 


4.61 


4.63 


的 行列 和 大 小 . 
EO em A 的 行 是 水 平 数 线 , 有 两 行 ,它们 是 (1,2,3) 和 (4,5,6).A 的 列 是 垂直 数 线 , 有 三 列 , 它们 
是 


ll 121 /3 
RN 
A 的 大 小 是 2x3, ER A 的 行 数 和 列 数 ， 
下 列 和 矩阵 中 哪些 是 相等 的 ? 
4 1) 2 3j 4 2! 4 1 |2 3 
A = | l, = lc = l, = | ' = |. 
2 3 ‘4 11 1 3 3 2 V4 1: 
解 u> BARA 5 3BEBES BE] KU EBR S 63 1,2,3,4, 但 是 只 有 B 和 下 全 有 相等 的 对 应 元 
Z AERE B=E. 
设 
x= +y te? `] 
z-y z-w? 11 4 


K yz w. 
解 上 由 对 应 元 素 相 等 得 方程 组 
r+y=3,z- y= l2z + z = 5,z — v = 4. 
该 方程 组 的 解 是 x=2,y=1,zx=3,w= 一 1， 
m X n 零 矩 阵 用 0, ,或 简单 地 用 0 表示 , 它 是 所 有 元 素 都 是 零 的 矩阵 , 写 出 2X2,2Xx 
3 和 1x4 零 矩阵 . 
解 wF 只 要 令 各 个 元 素 为 0 


lo ollo o ol oo 
一 个 m X n ERA S= (ap AEREE m Xn 矩阵 ~ A= ( - as). K 
A-|! -3 4 7, -| 2 -3 
2 -5 0 -8 -ő 1? 
BJ MERE. 
H F 名 个 元 素 取 负 的 ; 
aad! - (3) -4 一 了 |={ 3 -4 7j,- -| `). 
= 2 (— 5) ü {— 8): -2 5 0 8 6 -1 


RATHER A 称 为 行 矩阵 或 行 向 量 并 且 常 常 表示 成 4= (al ax san) AER 
元 素 的 第 一 下 标 必 为 1, 因此 我 们 略 去 它 .类 似 地 , 只 有 一 列 的 矩阵 B 称 为 列 矩阵 或 列 
HEHA HETE 


1 


之 章 有 何不 同 . 
W sr 把 它们 祝 为 R: 中 的 向 县 ,可 以 考虑 u M o 是 相同 的 .但 是 , 若 作 为 窍 阵 , 则 因 它 们 的 大 小 
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不 同 而 不 能 相等 . 
ERMAK 
这 一 小 节 考 虑 下 面 的 算 阵 加 法 和 数 滋 运算 , 其 中 4 = (a&;) 和 B=(Bb;) 是 有 相同 大 小 的 年 
ELUR k 是 一 个 数 ， 
ay tbn agt by ` din t Èj, 
Arpa | + bz aa t bu i Aga + ban 
aml + bl Gm? + n2 Ei A mn 十 Dan 
以 及 
käi kajs ... Rajn 
kA = kan kan e kazn 
Rap! Ram2 U Řlma 
这 就 是 说 ,4 + B 是 由 A 和 8B 的 对 应 元 素 相 加 得 到 的 垂 阵 , LA 是 4 的 每 一 个 元 素 胶 有 得 到 的 
E EE. 
4.64 R A + B, Ahk 
1 -2 3. 3 0 2 
wasl 5 -ja-| -7 1 sj 


1 2 3 -| 5 | 
0 -4 1 1 -2 1 
W EF (o A HAAA: 


wa =] 


1+3 -2+0 3+2 
A+B= | 


4-7 5+1 -6+8 
(b) 由 于 这 两 个 卸 阵 的 大 小 不 同 , 因此 它们 的 和 设 有 定义 。 
1 2 3 1 -1 2! 
4.65 求 C+ D, EAR (a) c=|。 -| J: 
l 2 -3 4 |. -|， -3 6 H 
0 — 1 -nr 2 0 -2 -3 
解 EF (a) 将 C 和 D 的 对 应 元 素 相 加 ， 


-| -2 | 
3 6 2 


[1+1 2+(-1) 3+2 | 1 N 


crp-| in S+3 6+(C5 l4 8 1 
(b) 
capa l[1t3 24609 (D+6 4+(-D |- [$ -3 3 :| 
0+2 (—5)+0 1+(-2) (-1)+ (- 3) 2 -5 -1 -4 


4.66 求 34 和 -54, 其 中 


一 人 3 1 
a=] | 
4 5 -ő 
W EF 用 给 定 的 数 乘 每 个 元 素 ， 
34 -| 1 3-(— 2) 3: 3 |= |: -6 A 
13.4 3:5S 3:(G(-6 142 35 -18l 
-sas [750 -5 (-23) -5-3 J- 10 715) 
Tega -55 5 -20 -25 37 
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4.68 


4.69 


4.70 


2 4 L 7 
(3 引 f œ 212 3]. 
0 -1; 
WW EF r.) 
2 4 í 3.2 3⁄4 Í 6 az 
d, J-l, (-3) 3 =|， ;| 
(b) 
1 7 (2.1 (-2).7 -2 -14 
中 = 12.2 ca- i 6 
Ü -1 {-2)-0 (-2)- (Ú 1) 0 2 
两 个 大 小 相同 的 第 阵 A 和 B 的 闫 A 一 B EX NA - B= A+(- B). E 
4 -5 6! 2 -3 8) 
A= |; 3 让 -| -2 中 
RA-B. 
E E 
A-B=A+(- R) 
-[ -5 °] [2 3 - 引 -人 -2 2), 
2 3 -1 -12 6l u 5 5 
求 24 -3B, 其 中 
i -2 3 3 02 
sl 
4 5 -6 -7 1 8 
E [和 首先 求 短 阵 的 数 蒋 然后 作答 阵 加 法 运算 ， 
2 -4 6) 1-9 0 -61 [1-7 -4 0 
2a -38 = | 10 atia -3 alla 7 BAF 
【注意 ,我 们 用 -3 乘 昌 然后 相 加 ,而 不 用 3 科 B PEELHAQ. EAA ER.) 
设 
al -5 ñ -1 -2 | _i0 1 -| 
3 0 -4 0 -1 5 上 li -1 -1 
求 34 +4B-2C. 
Eo 时 首先 作 数 莱 然 后 将 矩阵 相 如 ， 
6 -15 351 j4 -8 -12 [0 -2 4 
34+48-2C =|, 0 lt lq -4 al, 2 2: 
-2 -25 5), 
7 -2 10 
求 2A+5B8, 其 中 
A= |: igli -3 =é) 
2 -5 3 7 8! 
R EF 虽然 24 和 5B 有 定义 ,但 24 5B 的 大 小 不 同 , 因 此 和 24 T 5B HAEN. 
EÉ 


3l ”| -| z sha] 4 EH, 
z t -1 2z! z + t 3 
XK >,y, z Mr. 
W E 先 将 每 边 写 成 一 个 单个 矩阵 ; 
3r 3y) j x+t4 r+y+6 


3z J! 
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令 对 应 元 素 彼 由 相等 得 到 4 个 方程 的 方程 组 


3 — x+ 4, 2z = á, 
3 = +z + y +, = 2y = 6 + >, 
32 — z+ t—1 2g — í —- 1], 
‘31 — 2: + 3, 1 = 3. 


它 的 解 是 x =2,y=4,x=1,t=3. 
定理 4.5 设 M 是 R 上 全 体 mx n 宅 阵 的 集合 .那么 ,对 于 M 中 任意 矩阵 A=(ai),B 
={b M C= (ec ,以 及 R 中 的 任 二 数 kika 有 
(ü (A+B)+ C=A+(B+ C), 
{ii) A+0=A, 
Gi) A+(-A)=0, 
Gv) A+B=B+A, 
(v) kitA+B)= b A -+hB, 
(vi) (itk ASRA tkiA, 
(vii) (kik A= kih A), 
(vii) LASA. 
4.73 证 明定 理 4.5. 
证 EF 该 证 明 可 由 习题 4.19 一 4.26 中 定理 4.1 的 证 明 直 接 得 到 , REDIH ai, cy EAEE 
4.1 的 证 明 中 的 w, va w CREE, EER 4.1 PREH u, o 和 w WAITER, 定理 4.1 AUAA 
定理 4.5 的 特殊 情形 .) 
4.74 ”评述 定理 4.5(vi) 中 两 个 符 导 + 之 间 的 区 别 . 
G zz 左边 的 + 寻 是 RR 中 的 数 相 加; 右 过 的 + 寻 则 是 M 中 的 矩阵 相 加 . 


4.3 ERRE 


这 一 节 我 们 考虑 矩阵 乘法 运算 . 设 A 和 8B 是 两 个 矩阵 使 得 A 的 列 数 等 于 B 的 行 数 ,比方 
说 A 是 一 个 mx p EEMB 是 一 个 p xn EE MA AMB 的 腾 积 记 作 AB, 是 一 个 wxXn 


矩阵 , CH G BRERA 的 第 i 行 元 素 与 B 的 第 j 列 的 相应 元 素 的 乘积 之 和 
aw Alp Bl | el) Pin GH U Gs 
&il "Rip = Cy ; 
Aml amp bi U| by) bpn Cmi O Cmn 
此 处 
Cy = aab + aiba; + + apb 
P 
= 2 daba. 
特别 地 ,具有 相同 元 素 个 数 的 一 个 行 矩阵 和 一 个 列 矩 阵 的 乘积 是 4.1 Tr X ARTA: 
bi 
ba 
Cap aa dn) : = aibi 十 aabo + + a,5, 
5, 
一 P ah. 


如 果 A 的 列 数 不 等 于 B 的 行 数 , 例如 A Em X p EET B Eqn EE a pAg WAR 
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积 AB 是 没有 定义 的 . 
4.75 计算 

‘4 、 
-9 ` | 
(2) (8-4, 2 : (b) (&.-17,5)| pO G,.8,-2,4) -1. 


-1 6 ! 
2 


解 EF {a) 对 应 元 素 相 张 后 相 加 ; 


(8, ~ sol 2 | =(8)X(3) + (— 4)X2) + (5)X—- 1) 
_ 1 
=24 -—8— 5 = 11. 
(DITET A HI A BU: 
4 


9 
(6, ~ 1,7,5) 3 = 24 + 9 — 21 + 10 — 22. 


2 
(c) H FITE BE si PE REAA St El + F], BLAS i EN. 
4.76 设 ( xz) 表示 有 太 小 为 xy 的 矩阵 . 求 下 面 的 各 乘积 的 大 小 : 

(a){2x3)(3x4); (b)(4x1)(1x2); (e)(1x2)(3 x1); 

{(d)(5x2)(2 x3); (e)(3 x4) (3x4); (D (2 x 2)(2 x4). 

解 F 只 有 当 p=g 时 , 即 仅 当 " 内 层 " 数 相等 时 ,一 个 mx x p EETA I q x n 矩阵 右 乘 之 . 
在 这 种 情况 下 , 乘积 是 一 个 m x n YE k, 即 它 的 大 小 是 给 定 顺序 的 “ 徙 层 " 数 .于 是 , (a}2 x4,(b)4 x 2, 
(ORAR? 与 3 不 等 ,因此 它 没有 定 光 , (d)5x3,(e) 因 内 屋 数 4 和 3 不 同 ,因此 洪 积 没有 意义 , (D 


2x4. 
4.77 REE 
Ë 3 |! 
A- 人 3| 
2 一 让 
利 
‘2 0 -4 
B = | 
3 -2 6 
的 乘积 An. 
解 EF 由 三 及 是 2x2 的 且 晴 是 2x3 的 ,因此 AB 是 一 个 2x3 和 矩阵 .为 了 得 到 AB 的 第 一 行 元 
Z, 分 别 用 B 的 列 
2 0 -4 
加 [| N 
EORR A 的 第 一 行 (1,3): 
1 Hiii 0 Ki 
> -1 3 -2 6 


+(3)(3) (1)X0)+(3)(—-2) (1)(— 4) + 2o 


ü 0-6 -4+18 Ë -6 14 


为 了 得 到 AB 的 第 二 行 苑 喜 , 用 时 的 列 分 别 ! 右 ) 乘 如 的 第 二 行 (2, -1): 
1 3 | | ol T-a] 
| 2 -1| 


~2 | 
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11 _ 6 14 
1 (202) +(-—1)(3) (2004 (-1)(- 2) (2)X-4)+ (-1)(6)! 
因此 
ll -6 l4 | 
AB = | 
. 1 2 - 14 


求 习 题 4.77 中 矩阵 A 和 B BJ3ERIBA. 
解 ES 注意 到 B 是 2x3 的 和 4 是 2x2 的 ,由 于 内 层 数 3 和 2 不 相等 , 因此 和 和 积 BA 没有 定义 . 
求 乘积 AB ,其 中 
'1 -2 01 

A = (2, 1), B= |, o ah 
解 EF H+TAEI1<203 B E23, EERE AB 定义 为 一 个 1x3 和 拭 阵 ,或 是 有 3 个 分 量 
的 行 向 量 . 为 得 到 AB 的 分 基 , a 的 行 与 中 的 各 列 相 乘 ， 

0 
| 


-3| 
=(2+4, -4+50-3]= {6} — 3). 


„jJl -2 
AB=[| 21 | 
. 4 5 


K AB, E. rH 


-3 4 
W tF 现在 4 是 3x2 的 和 有 是 2x3 的 ,因此 4B 有 定义 且 是 3x3 矩 阵 . 为 了 得 到 乘积 矩阵 AB 
的 第 一 行 ,将 4 的 第 一 行 和 BB 的 各 列 分 别 相 乘 ; 


2 -1]}, | -3 -4-4 - 
ii _ 本 -六 4-4 -10+0 

1 9 3 4 o 

-3 4 


-1 -$ "| 


为 得 到 哮 积 和 矩阵 AB 的 第 二 行 ,将 4 的 第 二 行 和 B 的 各 列 分 别 碟 条 ; 
2 -1 -1 -8 -10 ) 


1 -2 _ 5 — 一 
| |- 1+0 2+0 5+0 
4 Ùf: | 
-3 4 2 
-1 -8 -10 
1 -2 -5 


为 得 到 乘积 矩阵 AB 的 第 三 行 ,将 4 RAZITA B 的 各 列 分 别 相 乘 : 


2 -1 n > 引 | 1 -8 -10 
1 0 | j- 1 -2 -5 
3 4 Ü 


-3 4] -3+12 6+16 15+0 
-1 -8 -10 
=|i -2 -5 
9 2 15 


TE 


BMR [n] RL EB BE 
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4.81 


4.82 


4.84 


求 乘积 BA ,其 中 4 MB 是 习题 4.80 HER. 
W EB 于 由 于 B 是 2x3 的 以 及 及 是 3x2 的 ,因此 乘积 BA 有 定义 且 是 2x2 秆 阵 .为 了 得 到 BA 的 
第 - 行 ,将 互 的 第 - 行 和 4 的 各 列 分 别 相 乘 ， 


, , 2 -1t - - 
C 2 5] T3 i 2-2+15 1+0-20 
1 Dll = 
' Š 4 0 -3 4 
P > 


为 得 到 BA 的 第 二 行 ,将 B 的 第 二 行 和 及 DEADAR: 


2 
| 1 -2 "j ; _ 15 -21 j- [5 -21 
W3 4 0 ; 6+4+0 -3+0+0 V10 -3 六 
于 是 
15 -21 
Ba = | | 
lÚ ~3! 
计算 AB, EP 
, 2 -1 0 6 
2 3 一 了 
A = | |, i B= 3 -5 1. 
4 -2 5' 
4 1 -2 2 


W F 由 于 4 是 2x3 的 ,日 是 3x+4 的 ,因此 乘积 AB 定名 为 一 个 2x4 和 矩阵 .把 A 的 行 和 8B 的 相 


SEILE AEE 

4+3-4 -2+9-1 0~15+2 12+3-2 

8-2+20 -4-6+5 0+10-10 24-2+10 
3 6 -13 13 

-|» -5 0 >l: 


求 乘积 AB 的 大 小 ,其 中 


AB = 


2 -1 "| 


a=] 
1 0 -3 


4 0 -2 Q 
并 且 , 设 ARB = (ey) 求 (ajczayfbjcidy (ce) eo (djc32， 
W EF 由 于 4 是 2x3 的 和 吕 是 3x4 的 ,因此 乘积 AB 是 一 个 2x4 和 大 阵 .而 且 , AB BJ j; JG3 c, 


是 站 的 第 i 行 和 B 的 第 j 列 的 乘积 ,因此 

0 
(a)ca a= (1,0, -3)| 3 KUL 
-2 

1 
(b)ca = (2, 71,0) en 
0 


1 


(c)cea = (1,0, — 3) =(1)(1)+(0)(2)+(-3)(04)=1+0-12= - 11. 


4 
(d) 由 于 A 只 有 两 行 ,因而 AB RART, RER cs 不 存在 . 
求 : 
R [2j s| 
; b ;i 
(O) s s) Š, a | 5 
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4.85 


4.87 


4.88 


1 61 | 1 <| 
2， 一 了 ; d 2, 7). 
OBD | 312 7) 
解 EF (a) 第 一 个 因子 是 2x2 的 ,而 第 二 个 因子 是 2x1 的 ,因此 乘积 定 尺 为 - Td 2x13 EB; 
j1 @| 2] [2-4] 人 和 
l-3 Jl Ka [可 


{b) 由 于 第 一 个 因子 是 2x1 的 ,而 第 二 个 因子 是 2x2 的 ,因此 它们 的 乘积 没有 定义 . 
(第 一 个 因子 是 1x2 的 ,而 第 二 个 是 2x2 的 ,因此 乘积 定义 为 一 个 152041 3EBE, 


"1 6 
(2, -7)| ， | = +2112-35) = (23, - 23). 


(d) 由 于 第 -个 因子 是 2x2 的 ,而 第 二 个 因子 是 Ix2 的 ,因此 乘积 没有 定义 . 
RAET mX n EE, eit m> n >l Rik u 和 w 是 两 个 句 量 ,讨论 在 什么 茶 
HEF, (Au 和 (b)wvA 有 定义 . 
Ñ EF (ARAH a 是 一 个 有 个 分 量 的 询 向 量 , 即 x x1 矩阵 时 ,乘积 Au 有 定义 .在 此 情况 下 ， 
aa 是 一 个 有 m 个 分 量 的 列 向量， 
(b) 只 有 当 vw 是 一 个 有 xm 个 分 基 的 行 向 量 , 基 1 x m 矩阵 时 ,乘积 oA 有 定义 .在 此 情况 下 , vA 是 一 
个 有 个 分 量 的 行 向 量 . 
计算 ， 
2 2 | 
(a) 3 |(6,-—4,5); (b)X6, -4,5)| 3 
-1 - 1: 
E EF (.)8— TTJE3x 108, 5 TE TEl1<x30, 38 e 228 T 3x3 EBE; 


2 (2)(6) (2)(— 4) (2)(5) 12 -8 10 
3 |(6, —4,5) = | (3X6) (3)(- 4) (35) |= |18 -12 15]. 
-1 (-1)X6) (-1)X{-4) (-1)(5) -6 4 -5 


(b) 第 一 个 因子 是 1x3 的 ,而 第 二 个 因子 是 3x1 的 ,因此 以 积 定 义 为 一 个 1x1 和 矩阵 ,在 此 ,我 们 通常 
2 

(6, — sol 3 

-1 

试 举 册 两 个 矩阵 A 和 B, 使 得 AB 和 BA 都 有 定义 并 且 有 相同 的 大 小 ,但 ABABA. 


E i 


= {12 -12-5)= {-5}=-5. 


1 6 4 0 
a- |, | s=, a 
则 
1 f4 0) f 4+12 0-6 16 -6 
AB=-|_, NIB Ill oru = -中 
Ü 1 é [4+0 24+0 ‘4 24 
BA = | e, Je 2 2s] = ls h 
所 阵 科 法 不 满足 交换 律 . 


显然 04 =0( 这 里 两 个 零 矩 阵 或 许 大 小 不 同 ) 且 40= 10. 说 明 我 们 有 A=0,B=0,1B 
AB=0. 
解 == ü 


l: 211 6 2 | -1 5 2- 引 -人 o) 
2 all-3 -4 412-12 4-4 0 o 
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( 接 句 话说 ,矩阵 乘法 有 和 零 因 子 .) 
习题 4.89 一 4.92 建立 下 面 的 定理 , 在 此 我 们 假设 所 有 的 飞 积 都 是 有 定义 的 . 
定理 4.6 设 A,B,C ERER, k 是 一 个 数 . 那 么 
Gi) (AB)C = A(BC); EEE S 
(ü) A(B+ C)= AB+ AC; ( 左 分 配 律 ) 
(iii) (B+ C)A = BA + CA; (HANME) 
(iv) (AB) = (RA)B= A(RB). 
4.89 让 明定 埋 4.6(i):(AB)C= A(BC). 


证 ERAS la), B= (ba) C= (u) ,并 且 , 设 AB=S=(sa),BC= 了 = (r). WA 
ik = 2 aybu fr = 27 bau. 
现在 用 CHA 5, MA CRAB) ,矩阵 (4B)C 的 第 ; RE IRE 


2 seu = D Ela Da) Cu. 
一 方面 ,用 TR A, MA BODRA, 矩阵 A(BC) 的 第 ; HAR ICER 


EIA etis ix ETETA 这 就 证 得 (1). 

4.90 证 明定 理 4.6(tii):A(B+C)= AB+AC. 
证 EF BA=(a,), B= (br), C= (ce). (H T AB fü AC 都 是 有 定义 的 ,我 们 对 六 HIRUA B 
# C 的 行 标 使 用 相同 的 &.) 设 D=B+C=(d,),E=AB= (ejh FEAC= (R) RA 


p p 
dy = b, + Ciga Ëy = 2a aby fä = Dy lay. 
于 是 ,矩阵 AB + AC Hy G 5 5: 


P , p 
e, t f, = È taby + D acy = 2 Cauby + auey). (1) 
A-E, EBE AD= A(B+ C)BJ j TAE 
p A 
È oady = 2 aal by + ez). (2) 


由 数 域 中 的 分 配 律 知 (1) 和 (2) 的 右 端 相等 .这 就 证 得 (i). 
4.91 证 明定 理 4.6); (B+ C)A = BA + CA. 


证 GP 这 个 证 明 如 同 习 题 4.90 的 证 明 .{( 在 数 域 中 左 姜 和 右 乘 之 间 没 有 区 别 .) 
4.92 证明 定理 4.6(iv):k (AB) =(RA)B = A (8B). 
š eF 
kl Danby ) = X Ga, Jb, = = Žo, „(kb ). 


4.4 ”矩阵 的 转 置 


这 一 节 考 虑 矩阵 的 转 置 运算 , 此 处 , 一 个 矩阵 A 的 转 置 , 记 作 A, 它 是 依次 将 4 的 行 写 
成 列 ( 列 写成 行 ) 得 到 的 : 


了 
ar a, O Q, a b 7” el 
b, bs * b, as ba o c 
C1 oca U C, a, b, ` C, 


换 句 话说 , 若 4 = (a;) 是 一 个 m X n BEBE. W| AT = (aT) n Xx m BEBE, IEA ag = ar( 对 所 有 
的 二 和 六. 
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4.93 EE 
4-| | 
6 -7 -Bi 
RA AMADE. 
Ñ # 重新 将 4 的 行 写 成 列 得 到 AT, 然后 将 A 的 行 写成 列 得 到 (47)T; 


` ° 1 3 5 
r = 一 TYT — 
AT= 3 -7 (AT) p Koa 
5 -8 
{不 出 所 料 , 见 定理 4.7), (AT)T=A.) 
4.94 将 ! 
ja a aal 1 2 3 
wfe e e elisa a a 
Gaga Gss HU2 dl 5 6 J 
转 置 ， 
Ñ 8 在 (a) 中 重新 把 行 写成 列 ,在 (b) 中 把 列 写 成 行 ， 
d1 4 
1 -4 5 
adp ay 
(a) , (b)!2 —4 él. 
üz a; 
.3 —4 7 


83 z 


4.95 就 行 向 是 MH (2,4), v= (1,3,5), w= (6,6,6). È uT, vT 和 w. 
W £F -- 个 行 向 量 的 转 置 是 个 列 向 基 ， 


4.96 求 列 向 量 


的 转 置 . 
解 上 一 个 列 向 量 的 转 置 将 是 一 个 行 向 量 : 
ut = v = (2,4,6), w= (—5, — 6,7). 
4.97 证 明 : 对 于 任 一 第 阵 A, EE AAT H ATA REA EH. 
证 EF W AE T mx a BE, ATEA n x m 和 矩阵 .因此 AA7 定义 为 -个 Xm 和 矩阵 ,以 
E ATA 定义 为 一 个 n xn PE. 
4.98 R AAT HATA, EF 


因此 
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3 , 
1 2 0 
-1 = 
3 -1 4 
4 


2-3 4+1 0-4 
ü+12 0-4 0+16 


1+9 2-3 os 


4.99 已 知 
1 2 5 0 
aa 
3 4i -6 7 
求 (AB)T. 
和 解 EF 
{5-12 ouj 1-2 n | 
15+ 24 0-28 39 -28 
因此 
-7 39) 
aD =| a -2 


4.100 就 习题 4.99 的 矩阵 求 ATB, 
解 tF 我 们 有 


因此 


arpr [5t sra) S 15 | 


10+0 -12-28 10 -40 


注意, (AB)T#ATPT. 
4.101 就 习题 4.99 ERER BTAT. 


解 == 
is5 -6\j1 31) 15-12 15+24 
sr l | | 
0 712 -4 \0+14 0-28 
[77 3 | 
la -28l 


{正如 所 料 , 见 定理 4.7(iv), (AB)! = BTAT.)}) 
定理 4.7 和 挺 阵 的 转 置 运算 满足 ， 
GA +B) =A +B; 
GNAT =A; 
GNA) = &AT(E 为 一 个 数 ); 
(iv) (AB) T= BAT. 
4,102 ”证 明定 理 4.7(i):(A +B)"=A T+BT. 
证 EF RAS (uf B= (b) M aytb Æ A+B j ER, A aytb ÆA + B)T 的 元 元 
ES -方面 ,a, 是 A7 W ji TR, bE BB ji nR, AE atoj AT + BT ji TR. TE, h 
于 (A+B)7 和 AT+ BT 的 对 应 元 素 相等 , 故 (A +B)7= AT + BT. 
4.103 ”证 明定 理 4.7(ii):(A7) 7 FA. 
证 eF 设 A=(a0),AT=(6), ADTEC) .那么 ,对 每 一 个 i 和 j, 我 们 有 b= an 且 cy= 5, = 
ap TE, ATAD fll A 的 对 应 元 素 相 等 , 故 (A7) = 及 ,( 换 条 话说 , 行 和 列 的 一 个 二 重 交换 等 价 
T+ Bh.) 
4.104 证 明定 理 4.7(ii): (C&A)T=kA7, 此 处 是 一 个 数 . 
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证 EF i A=(a,), M ka, T RA bI i R, EE kay ERA) I p TE., op A 的 
ji TR, AM ka, ERAT BD ji ER. TE, BTA) 和 Ra7 的 对 应 元 素 相等 , 故 (4) RAT. 
4.105 证 明定 理 4.7v): (AB) =BTAT. 
证 EF R A= (aH B= (by) H| AB H š 368 
anb y + agba T +a,b,. (1) 
因此 (是 (4AB)7 ñj 2638. 
21 -方面 , B 的 第 ; 列 变 成 B7 的 第 7 行 , A 的 第 ; 行 成 为 47 的 第 : 列 . 因 此 BAT 的 六 元素 是 


| 
T2 
(br LEN "i, dims) = bia, + batti2 ++ Emain- 


Rim 


于 是 ,由 于 (4B)T ABAT 的 对 应 元 罕 相 等 , 故 有 (AB) = B'AT. 
4.5 HE 


这 一 节 研 究 方 阵 , 即 有 相同 的 行 数 和 列 数 z 的 矩阵 , 说 这 样 的 矩阵 是 n 阶 的 并 且 称 它 为 
n 阶 方 阵 . 一 个 方 阵 A= (av ) 的 ( 主 } 对 角 线 是 由 数 an, an am 组 成 的 ,并 且 A 的 迹 , 记 作 
tr(4) 征 它 的 对 角 元 素 之 和 ， 

注 1 所 有 > 跟 方 阵 的 集合 M, ATERKIA, R, 矩阵 外 法 和 转 置 运算 是 封闭 的 . 
这 就 是 说 , n MA ERM, KRR, 乘积 和 转 置 还 是 ” 阶 方 阵 ， 

注 2 主 对 角 线 上 元 素 都 是 1, 其 他 元 素 均 为 0 的 n 阶 方 阵 称 为 单位 阵 , 用 工 表示 ,单位 
阵 了 在 矩阵 弛 法 运算 中 起 的 作用 如 同 数 1 在 通常 数 的 乘法 中 所 起 的 作用 .具体 地 说 ,对 于 和 任 一 
方 阵 4 都 有 


AI = TA. 
注 3 我 们 形成 一 个 方 阵 4 HR, 定义 为 
A? = AA, A? = 和 
以 及 A?= 了 .我 们 还 可 形成 A 的 多 项 式 .这 就 是 说 , 对 于 任 一 多 项 式 
flx) = ao faiz + azz’ + + az", 
我 们 定义 F( AJ259355 
FLA) = ayl + aÅ + azA? + =: + a, A". 
在 f(A ) 是 一 个 零 短 阵 的 情形 ,我 们 则 说 A EEMAL ORAE AR. 
4.106 求 下 讽 矩 阵 的 主 对 角 线 ; 
1 3 6 
2 -5 B 
4 -2 7 
E EF (a)H BEDJST 8 eo m H 3BFKEBS M S F f82|8 F 8 63 pk. MEE an, an, apta. EEF 
A 的 对 角 线 频数 1T, -5 和 了 组 成 
(b 该 对 角 线 由 上 -2,z+S 组 成 . 
(co 仅仅 对 于 方 阵 ,对 角 线 才 有 定义， 
4.107 求 习题 4.106 的 各 第 阵 的 迹 . 
W EF (a)A 的 迹 是 其 对 角 { 线 ) 元 素 之 和 ,tr(A}=1-5+7=3. 
(b) 将 对 角 元 素 加 起 来 ;tr(B)= (1 一 2)+ (t+5)=21 十 3. 
(c) 如 同 对 角 厂 ,对 于 非 方 阵 迹 是 没有 定义 的 . 
4.108 对 于 n=2,3 和 和 4, 求 4 阶 单位 阵 瑟 ,并 用 克 罗 内 克 (Kronecker) 记 号 表示 它们 . 


W zF 对 角 线 上 元 素 是 1, 其 侠 元 素 为 0; 


d 


:DB=| ioc=| -3 


(a)A = -s gl 
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1 Ü 0 0 
, 100 
1 0 G 1 ü O 
n=-|, 中 1 o|r- 0 o 1 0 
. 0 1 

0 0 05 1 

APAE 
a = Í”. Pij 
7 1, 车 ;= 
因此 r= (6). 
4.109 iZ 
p 2 | 
A = . 
4 一 31 
KaA?, (b)A’. 
解 Ea) 
somal’ Al 2 -1 a-s) | -外 
.4 34 -y 4-12 8+9 -8 17 
(h) 
e= a= [! ?| 7$] - 9-16 4 2 | 
4 -314-8 17 36+24 -16-51 6 -— 67! 


4.110 考虑 习题 4.109. 对 于 多 项 式 f(z)=2zx -4zx+5, 计 算 (A). 
解 EF 首 先 在 给 定 的 多 项 式 f(z)=2x3 -4r+5 中 以 及 替代 xz, 对 于 常数 5, 以 5I 赫 代 之 ; 


KA) =243 44 +51=2( "Al Jesi NI 


60 -67 4 -3 0 1 
BRI HAH hy Sra Bro 3E E: 
(A) = | 60 |f -4 Sh 2j 
A 1420 -134 -16 12/ 10 5 
最 后 ,在 这 些 握 阵 中 将 相对 应 的 元 索 相 加 ， 
i- i4-4+5 6O-8+0 | -13 52 
ra=] |= | |. 
120-16+0 —134+12+5) 104 — 117 


4.111 验证 习题 4.109 的 矩阵 A 是 多 项 式 g(z)=xz+2z-1l 的 一 个 根 . 
W zm DE EER (4) 是 零 矩 阵 , 则 4 是 g(z) 的 零点 . 干 是, 我们 首先 在 g(x)= xz2+2x- 
11 中 以 A 苦 代 ,并 且 以 117 替代 常 玫 11 来 计算 lA) 


9 -4 1 2 1 0 
g(A) = asa- n= | +2 让 -1 . 


-8 1? 0 1 
然后 ,对 每 个 矩阵 ,用 它 前 面 的 数 乘 它 : 
z(A) = | 9 WE 4 
-8 17 R -6 
最 后 ,在 这 些 矩阵 中 将 对 应 的 元 素 相 如， 
9+2-11 trto [o o) 
-8+8+0 17-5-11 0 Ò 
由 于 g(A)=0, 因 此 A 是 多 项 式 g(r) 的 一 个 零点 . 


g(A) = 


4.112 设 
1 3 
B= | | 
R Fr(B), 此 处 Frz)y=2z2 一 47+3. 
解 F 首先 求 
oau , 0 , 
sasi Ils 3 istis sol "lo xd: 
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于 是 
16 12 1 3) 1 0 
KB) =28- aB + 3 = 2| J-a +3 | 
20 24 5 3 0 1 
- [2 a ,| -4 2] [3 o) 
Lao ag t0 -12i lo 3: 
| |. 
\20 39 
4.13 参照 习题 4.112, 就 多 项 式 g(rz)= zx* -4t 一 12 计算 g(B). 
E v 
(B) =B? -4B - 121 = 1. 2) a: f? "| 
z 120 24; 5 3 0 1 
-|* 2 -| 0 | 
20 24: l-20 -12 0 -Ix 
0 0 
-| 中 
(这 样 ,日 是 多 项 式 g(z) 的 一 个 根 .) 
4.114 HE 
1 2! 
a[i? 
0 1 
求 (a) A (bA? (c) ASe, EAE 
1 “| 
Sı 01 
E # (a) 
A! = AA = |! dii ?) - 1+0 2.21. 4 
0 10 1 0+0 0+1 0 1 
(b) 
Il 211 4) 11+0 4+2 1 6 
vah ap Jean Eu 
O 1050 1 0+0 0+1 0 1 
fc) 
'1 2\/f1 大 1+0 4+2 1 k+2 
aseda 小- -| 
0 1/0 1 0+0 0+1 0 1 


4.115 就 习题 4.114 的 矩阵 4 , 求 A". 
W sz 参照 习题 4.114, 用 4 二 4* 时 右上 和 角 元 素 加 2, 因 此 
1 2% 
0 I Í 
4.116 # AB= BA, 则 和 矩阵 A #I B 可 交换 . 设 


1 N É H 
A = ， B= . 
3 4 


at=] 


证 明 A 和 B 可 交换. 
E EF 
-| 人 -人 2), 
15+24 12+44 39 56 
5 + 12 0.6. [U 26) 
39 56 


6+33 12+ 44 
由 于 AB -= BA, 因 此 A 与 B 可 交接 . 
4.117 RAER 
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ji 1 
Aso 1 
RJ 36 8 P EF 46 RRE 
MA 
和 解 F 
ml ml 


令 AM = MA ,得 到 4 个 方程 
人 二 名 三 TT， Yt=X+y z5% t= +t. 
从 第 一 个 或 最 后 一 个 方程 得 z =0, 从 第 二 个 方程 得 x =t. 因 此 M 是 形 如 
Íz y 
žl 
的 任 一 矩阵 . 


方 阵 作为 函数 


4.118 用 两 种 不 同方 法 , 阐述 一 个 阶 方 阵 A 定义 R" 到 R" 的 一 个 函数 . 
M EF iu ER" 的 一 向 量 ,那么 , 依 * 是 一 个 列 向 量 或 是 一 个 行 向量 用 A(w)= Au SQ Alu) = 
uA E X A Æ RR" 的 一 个 函数 . 
注 除非 别 的 申明 ,在 以 后 的 习题 中 , R 的 向 量 将 定义 为 列 向 量 , HRE A 定义 的 
KIORE A (u) = Au .由 于 印刷 上 的 振 因 , 列 疝 草 常 用 行 向 扎 的 转 置 来 表示 . 
4.119 设 
-2 3 
4 5 -6 
2 0 -1 
R Alu) EAE u= (1, 一 3,7)T. (注意 u 是 列 向 量 .) 


解 4 
1 -2 3 1 
2 Ü _ 1 了 
1+6+21L 28 
sels | 
2+0-7 -5 


4.120 EHE 4.119 的 矩阵 , 求 A(w), 此 处 
(av= (2, -1,4)7 (bv = (1, ~7,6, -4)7;(c) v= (3, ~2,6). 


Alu) = Au = 


8 EF (s) 
1 -2 3 2 | 2+ 2 + 12 15 
Alv} = Avs |4 5 -—-61[-l1[Ə= I8-5-241= [~21|. 
2 Ü -1 4 1 4+0-4 0 


(WAF 4 是 一 个 3 阶 方 阵 ,v 属于 R! 而 不 属于 所 要 求 的 R: 因此 ARAE. 
(c) 根 据 我 们 的 约定 ,由 于 给 定 的 o 是 一 :个 行 庙 量 ,因此 AG) E X. 


4.121 已 知 


R-P EFNA 


l- 
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4.122 


4.123 


网 

使 得 A{w)=3u. 
E EF 首先 建立 算 阵 方程 Au = 3u: 

1 3 11 = 

l, -3 e] =a. 
将 每 一 边 表示 成 一 个 单个 矩阵 ( 列 向 量 ): 

| z +3y }- 3z) 

y i ;| 


在 上 式 中 , 令 对 应 元 素 彼 此 相等 得 方程 组 ,然后 将 它 简 化 为 阶梯 型 ， 
工 十 3y = 3z lpr a [z= 
4z- 3y = 3y 4r- Gy = Ü 0 =Ü 
—2zr — 3y = Ü. 
该 方程 组 简化 为 舍 两 个 未 知 量 的 一 个 齐 次 方程 ,因此 有 无 窃 多 解 .为 得 到 一 个 非 零 解 ,例如 令 y=2， 
则 z=3. 这 就 是 说 ,w= (3,2)7 是 一 个 所 要 求 的 解 ， 


已 知 
PE 
B = 3 
5 3 
求 一 个 非 零 向 量 
u 二 7 
y 
使 得 Blu)= 6u. 


解 F 如 同 习题 4.121 的 计算 过 程 ,有 


于 是 
| 人 
5r +3y = Gy Sz — 3y = Ü 


它 有 无 穷 多 解 ,为 得 到 一 个 非 零 解 , 令 y=5, 则 了 =3. 困 此 xz=(3,5) . 


5 —3y = Ü. 


已 知 
1 2 一 3 
A= 2 5 中 
5 12 -5 


求 所 有 的 疝 量 u= (ray z)! 使 得 上 (ay =0. 
WW F 建立 方程 A = 0, 然 后 把 每 边 写成 一 个 单个 矩阵 ， 


2z + 5y — Z 
5z + 12y- 5z Ü 
令 对 应 元 素 彼此 相等 得 到 -- 个 齐 次 方程 组 ,再 把 它 简化 成 阶梯 型 ， 


1 2 -3 
2 5 -1 
5 12 -5 


Ü 
0 
0 


I 
y 
z 


z +2y -3 
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z+ 2y — 3z = Ü z+2y- 3z = Ü 
rt+2y—3¢ =Ü, 
2z + ye z = Ü "— y + 5z — Ü 
y+5z = 0. 
5r + 12y — 5z = 0 2y + lz = Ü 


在 此 阶梯 型 中 , z 是 自由 变量 .为 了 和 福 到 一 般 解 , 令 * =a, 此 处 a 是 一 个 参数 .再 由 回 代 得 到 y= 一 
sa, 因 而 zx=13a. 困 此 ,zw = (13a, - 5a, a)l 表示 使 得 Aw=0 的 所 有 的 向 量 . 


可 逆 和 矩阵 


AMER ETDE. i A 是 一 个 方 阵 , 车 存在 一 个 知 阵 B 满足 性 质 
AB = BA = I, 
I 为 单位 阵 , 则 称 短 阵 4 ETARA Fr B. 这 样 的 一 个 矩阵 如 是 惟一 的 , 称 它 为 A BJ 38 
(E) 并 用 AER. 
$ 我 们 知道 , AB = 了 当 且 和 仅 当 BA = 了 ,因此 只 才 检 验 一 个 乘积 便 可 确定 两 个 给 定 的 矩 
HETEM, 
4.124 证 明 上 述 的 道 矩阵 B 基 谁 一 的 . 
证 EF # AB = B A= I B AB,=B;A=I,MW 
B, = Bl = Bi(AB:) = (B,A)B; = IB, = B. 
4.125 证 明道 关系 是 对 称 的 , 即 (A 1) l=A. 
证 EF Ë AB=BA =], J BA =AB=1. HE, # B Æ ARY, NB Jena Qi B A A B 6338. 38 


AARATI =A, 
4.126 证 有 明 
N 
A = 
1 3 
和 
四 
B = 
-1 2 
是 互 道 的 . 


证 F HE ABH BA: 


-| ` 3 j= - lü + 1Ü -| JEF 
1 3⁄1-1 2 3-3 -5+6 0 1 
BA = | ° JU 下 -| 2 中 = 
-1 2741 3 -2+2 -5+6 0 1 
于 是 ,4B = BA = 1, Ë A # B ES WB. 
4.127 证 明 
1 0 2 
A= 2 -1 l 
4 1 8 
和 
-il 2 2 
B=1-4 0 i 
6 -1 -1 
基 互 道 的 . 
证 EF 


-11+0+12 2+0-2 2+0-2 1 0 0 
AB = |-22+4+18 4+0-3 4-1-3|= |0 1 Ü| =I. 
0 0 1 


=-44--4+48 $+0-8 8+1-5 


.146 ， 
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4.128 


4.129 


由 上 面 的 注 , AB= I 4RR BA = 了 ,因此 我 们 不 必 检 验 是 否 BA = 了 .于 是 A 和 B 是 互 为 逆 阵 . 
求 方 阵 
3 5; 
[2 31 
的 道 ， 
W E&F RIRE r, y, 和 :使 得 


即 
BS; s _ |! °). 
2z + 3g 29 十 3 Ü 1 
或 者 它们 满足 
[5z + 5z = 1, (1) 
2z + 3“ = Ü 
以 六 
M + 5: = Ü, (2) 
2y + 3: = 1 
为 了 求解 (1), 我 们 用 2 乘 第 一 个 方程 以 及 用 -3 飞 第 二 个 方程 ,然后 相 如 ;: 
2 x 第 一 个 方程 ; óx + 10z = D 


-3x 第 一 个 方程 ， -6r -9z 二 -3 


H0: z = 2 
将 =*=2 代 和 第 二 个 方程 得 
3r+5.2= 1 或 3r+10=1 或 3z=9 或 z=-3. 
为 了 求解 (2), 用 2 乘 第 一 个 方程 以 及 用 -3 乘 第 二 个 方程 ,然后 相 加 | 
2 x 第 一 个 方程 : y+ 1Üz = DÜ 
- 3X 第 二 个 方程 C 6y- 9: = 一 3 


jH): t 二 一 3 
将 := -3 代入 第 -- 个 方程 得 
37+S*f-3)=10 或 3y- 15= 082 3y = 15 32 y = 5. 
于 是 给 定 第 阵 的 逆 是 


一 般 的 2x2 和 矩阵 


a b 
č M 
在 什么 茶 件 下 可 道 ? ATIN, WREE A? 

E EE RIRY r, y, e,t EB 


c diig + 0 1 
即 
AB. stai o, 
cz + dz ey + dt Ü 1 
将 它 简化 为 解 下 耐 的 商 个 方程 组 
(人 
cr + dz = Ü 
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(2 br — Ü, 
cy + t = 1. 
令 141= 皮 -EL4 的 行 到 式 ] .这 两 个 方程 组 当 旦 仅 当 141 和 0 时 有 一 个 解 .在 此 情况 下 , 第 一 个 方 
BAAK rad Al e= 一 c/|Al, 以 及 第 二 个 方程 组 有 惟 -- 解 y= 一 5AA!,z-af|A|. 国 
此 

anl d/A A. | d E), 

l-el aZ A IAI 

HEFER: |A A0, -0 2x2 55 6265328 (388 3 2 p eo E 6930 38, (让 其 他 元 素 取 其 相 
反 数 ,以 及 (ii 用 17141 乘 该 息 阵 得 到 . 


4.130 RER 


_ + 


1 5 3 1 
4=|, 3 

4 2 
的 道 . 
W EF 应 用 习题 4.129 的 显 式 公式 .首先 计算 得 141=5x2-3x4= -2. 其 次 ,交换 对 角 元 素 ， 
非 对 和 角 元 素 取 其 相反 数 以 及 用 17141 乘 之 得 


a af? -3} j-1 3⁄2 | 
A = zla dl; aa 
4.131 REH 
12 一 3 
s- 3 
的 道 
W EF 首 先 计算 得 1B|= 2x3}) 一 {=-3)x1=9. 上 其 次 交换 对 解 元 这, 非 对 弟 元 束 取 其 相反 数 , 再 
用 1/18| 科 之; 
a gj? 3 | 1⁄2 1⁄3 
B = sl ,=| 1 WAE 
4.132 AREK 
-2 6) 
c=|, 
3 -9 


的 道 . 
W oF KARKAICI=(-2)X-9)-(6)3)=0 H FICI=0, EE C RAW. 
习题 4.133 一 4.136 假定 读者 熟悉 基本 行 运 算 和 高 斯 (Gauss) 算 法 ,即行 简化 一 个 矩阵 成 
阶梯 型 然后 将 它 简 化 为 行 标准 型 . 
4,133 给 出 高 斯 消去 法 求 一 个 n 阶 方 阵 A 的 道 或 确定 A 不 可 道 . 
E 是 第 1 步 :形成 max2nf 块 ) 失 阵 M=(A II, BI A fE M ÉJZE3EJIRI I E M 的 右 半边 ， 
第 2 步行 简 光 M 为 阶梯 型 . 若 此 过 程 在 MHA 半 过 产生 一 零 行 , 则 停止 (4 是 不 可 道 的 ) ,和 否则， 


A 半边 将 假定 为 三 角 型 . 
第 3 步 ;进一步 行 简化 M 为 行 标准 型 (T L B), at I BRER A. 


第 4 步 : 令 A-!=8B. 
4.134 KER 
0 
A = -1 3 
1 


W EF 形成 块 众 阵 M= (4 i 门 ,然后 将 M 简化 成 阶梯 型 : 
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1 0 2:1 0 O 1 0 2 1 00 
M=|2 -1 3.0 1 0 -| -1 | 
4 1 8001 0 1 O -401 
1 0 2:1 00 
= 0 -1 -1i-210 
0 0 -1:-611 


在 阶梯 型 中 , M 的 左 半边 是 三 角 型 ,因此 A 是 可 逆 的 .进一步 行 简化 M 成 行 标准 型 . 


1 0 0:-11 2 2 1 0 0;-1 2 2 
M~ |0 -1 0: 4 | 
0 0 1 6 -L -1 0 01: 6 -1 -1 
最 后 的 块 出 阵 其 形式 (TA j). EE 
-11 2 2 
| 0 | 
6 一 1 -1 
4.135 KER 日 的 闭 , 此 处 
1 -2 2 
B=|2 -3 6 
1 1 7 


1 -2 2:11 0 O 1 -2 2: 1 00 
M = | 
1 1 7001 0 3 5-101 
1 -2 2: 1 0 O 
~|o 1 2i-2 i 9 
0 0 -1 5 -31 


在 阶梯 型 中 , M 的 左 半边 是 三 角 型 ,因此 B 有 -个 逆 . 进 一 步行 简化 M 为 行 标准 型 : 
1 -20:11 -6 2 1 0 0;27 -I6 6 
M- jO 1 Di8 -5 2 hisa sa] 
0 0 1-5 3 -1 001 -5 3 -1 
最 后 的 矩阵 具有 形式 {IT1B'), 因 此 B "是 最 后 矩阵 的 右 半 边 . 


4.136 将 高 斯 法 应 用 于 


1 3 -4 
C= | 5 -1. 
3 13 -6 


解 EF FRERE M{C 7), 然后 行 简化 为 阶梯 型 ， 


1 3 -4:1 Ü 0 t 3 -4:1 0 0 
1 

1 5 -1if 1 Ü ~ 0 2 3: -1 1 Ü 
3 13 -600 1 0 4 6 -30 1 


Ü -1 -2 1 
在 阶梯 型 中 , M 有 一 个 零 行 在 其 左 半 边 , 即 C PRERE AN, Nk C EREE. 
4.137 设 A,B ĦAL Antu A, 是 同 阶 可 道 和 矩阵 .证 明 ; (a)AB 是 可 逆 的 ,并 且 (AB) = 
B A (bA Art A, ÆR HACA Ar A.) = 
证 EF (a) 我 们 有 
(AB)XB-lA 1) = A(BB- VAT= AIA |= AA” = I, 
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(B'lA (AB) = BA4-1A4)B = B IB = B !B = I. 
AIE B la 1! 是 AB 的 道 , 即 (4B) != B'AT! 
{b) 对 n 用 归纳 法 证 明 . 对 于 a1, RHA A SA) RiR n>1, 并 且 对 于 wn 定理 成 立 .我 们 证 明 
它 对 n+1 也 成 立 .应 用 {a} 部 分 ,我 们 有 
(AA AnA) = [AA A An] 
=A lA Ar A)! 
=A HAK VAZ A’. 
JEX a +1 EBR r. FE, 对 每 一 个 正 整 数 n, RL. 
4.138 设 A 是 可 道 的 .证 明 ; 当 大 关 0 时 , kA ETERA A E 
证 EF 由 于 大 0, 因 此 '=1/& 存在 ,于 是 
(RAR A = (CAA) = 1: I = I, 


PE 


BA CTA E kA RE, 
4.139 ”证 明 当 且 仅 当 A 可 道 时 4: Iit. 
证 eF # ATE, MEE -AER B 使 得 A6= BA = 了 .于 是 (1AB)7={B34)7= 1", AT B'AT 
= ATBT = 了 T. 故 AT |M. WE B7 .反之 ,从 (47)7=4 得到. 
4.140 证 明 逆 运算 和 转 置 是 可 变换 的 , 即 (4 ) s (ADT, 
证 Er 根据 习题 4.139, BT 是 AT i BT = (AT 1 但 B=A ,因此 (4 DT= (A) 1, 


4.6 特殊 类 型 的 方 阵 


这 节 考 虑 下 列 方 阵 ， 

(a) 设 D = (dy) Æ n 阶 方 阵 . 若 它 的 非 主 对 角 元 素 都 是 零 , 则 D 是 对 角 阵 ,用 D = diag 
(didas dm) ER. 

(b) 设 4=(ay) 是 二 阶 方 阵 , 若 它 的 对 角 线 以 下 (以 上 ) 元 素 全 是 零 , 即 若 >j <i) 
ai =0, 则 4 是 上 (下 ) 三 角 阵 . 

(c) 若 47= 有 4, 即 车 对 于 所 有 和 j, ap ap MA 是 对 称 阵 .( 若 A7= -4, 则 4 是 斜 对 
称 阵 或 反对 称 阵 . ) 

(Ņ# AT= A l HJ AAT=ATA= I, A 是正 交换 . 
4.141 EH diag(3, 一 7,2), diag(4, — 5)#l diag(6, - 3,0,1). 

W F 在 对 前 线 上 置 给 定 的 数 , 其 他 元 素 为 0: 


6 
3 Ü Ü 
4 Ü -3 
0 -7 Ü|, ; 
Ü -5 0 
0 0 Ü 


(如同 第 三 个 矩阵 ,把 0 ik k HERF.) 
4.142 求 4B, 此 处 A=diag(2, -3,5),B= diag(7,4,6). 
解 ¿F 对 角 阵 的 乘积 由 对 应 的 主 对 角 元 素 相 切 得 到 : 
AB = diag(2 ' 7, — 3: 4,5 6) = diag(14, — 12, W). 
4.143 X FIER IM, (a) A = diag (2, — 3, 4); (b) B = diag (1, 3, — 1, 5), (c) C = 
diag(4,1,0, ~ 3). 
解 EF 假设 apan t.a, 全 不 为 0, 则 D = diag( ai, as, -a 85 3 ER A Fk: D`! = diagf ar1， 


@ ls ax). 

(ayA !=(1/2, -1/3,1/4). 

(bh}B l=(1,1/3, - 1,1/5). 

(OAF C 的 第 三 个 对 角 元 素 是 0, 因此 C 没有 逆 阵 . 
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4.144 


4.145 


4.146 


4.147 


4.148 


给 出 2,3 和 4 阶 的 一 般 的 上 三 角 阵 . 


W t= 

ñ ch Cm en ua] 
al fo 5n | 
311 212 Ca C23 C24 

bn bal, 
0 23 caj “34 
ba | 
Edd 


CERIA R EE, AE FEADR 5 32 BB ILAVE H 3.) 
仅仅 用 元 素 0 和 1, 求 (a) 所 有 的 2x2 对 角 阵 ;(P) 所 有 的 2x2 EZAR. 
和 解 EF (a) 对 角 阵 的 主 对 角 线 外 的 元 素 必 须 都 是 0， 
1 Q; 1 O! iü 0 O O) 
F 中 ， Ë 0! P 小 h 中 
tb) 上 三 角 阵 的 主 对 前 线 以 下 的 元 素 必 须 爹 是 0. 这 就 给 出 Ca} 的 4 个 矩阵 , 再 加 上 上 下面 的 4 个 奸 阵 ; 
Ë 1) h |. 0 1 ， B 中 
0 Lr Ü O Q 1: 0 Ü 
假设 A= (a )ĦM B= (p, REETA. RR, fn A + B URE SR A 仍 是 上 三 
ARE. HERH, 
(a AB 是 上 三 角 阵 ; 
(b)AB 的 主 对 角 元 素 是 aj1b11, ax 522 


证 F (aH AB= Cey) M 


* Cnnb an ` 


# 


£y = 2, cabu: 


# ii MIHE- k REi>k 或 是 > TER aa=0 或 的 =0. 故 cy=0, 从 而 AB 是 上 三 角 阵 . 
{b) 设 4B = (c,), W 


b] 


5 LENTE 


krl 


但 是 ,对 于 有 < ii ap =0, EX >i, b, = 0, EE cu = ea 这 上 正 是 所 要 证 明 的 . 
求 一 个 上 三 角 阵 4 使 得 


Ey = 


8 -57 
4 -| 37! 
W rR 
4a-|10 x 
那么 , x =8, 因 而 z=2;z?=27, 因 而 >=3. 其 次 用 z=2 和 x=3 计 算 Ai; 
1i2 4 5 
A= |o ileal s| 
以 及 
| ?| 中- >) 
0 310 9 0 27 


于 是 19y= -57,8 y= -3. 因 此 
A = B =°] 
AQ 3 
给 出 一 般 的 2,3 和 4 阶 下 三 角 阵 . 
N z= 在 每 种 情形 中 , 主 对 角 线 以 上 的 元 素 全 是 0， 


Ci 


bii 
an Ü c en 
|n bn 
i Q! £ cy Ca 
ha bn ba 


fa cp Ca Ca 
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对 称 和 兰 对 称 短 阵 
4.149 判定 下 列 和 矩阵 是 对 称 的 或 是 斜 对 称 的 : 
wales o il 3 2 Koc=| 1 1 
ajA = i iU |1 1 1 
2 -3 0 1 2 5 


EF (3) 根据 观察 ,对 前 元 素 全 是 0, 并且 对 称 元 素 { 关 于 对 前 线 反 射 镜 象 )$ 和 一 5, — 2 3 2, 
及 3 和 一 3 部 是 互 为 相反 数 , 因 此 A 是 图 对 称 的 . 
(b) 根 据 观 察 , 对 称 元 素 - 了 7 和 -7,1 和 上 以 及 2 和 > 都 量 相等 的 ,因此 B 是 对 称 的 . 
(OQA F e TENG, Ae CETERA EDER RIER 
4.150 FLE FIERE A PRAI ERAT PRÉ 


ap=| | œE =| i ' ;oOF=| -1 


E EF GRENG, D =D, AE D 是 对 称 的 . 


{b) 我 们 看 到 ETE + E, B: E RREPA X E SHOP). 

(OREZ, FI = - F, AE FERI. 

{d} 当 0 是 方 阵 时 ,由 于 7=0= À-0, ARN AREG ERRA. 
4.151 Ë 


0 0 
0 0 


| 0 


;6=| 


$5 2 z 
y z -3 
1 -7 


A = 


4 
是 对 称 的 . 求 ryz t. 
解 EF 令 对 称 元 素 ( 关 于 对 角 线 反射 镜 象 ) 得 到 工 =4,y 二 2,+= -3. 对 角 线 上 的 未 知 数 = 是 不 
确定 的 . 

4.152 设 


B= | 4 z+ ° 
'2z-3 二 十 1 
是 对 称 的 . 求 + 和 8B， 
解 EF 令 对 称 元 素 z+2 和 2x 一 3 相等 得 xz=5, 因 此 
4 7 
B= p AE 

4.153 设 和 AA={a,) 和 B=(by) 是 对 称 的 .证 明 (a}A + B 是 对 称 的 , (b)&A4 是 对 称 的 . 

证 EF (aE A+ B=(c,), M| c; agt b, = at b= cn- 

(DEE RA = Ceu), M| cy = kag = kay = ey: 
4.154 说明, 即使 A 和 B 都 是 对 称 的 , AB 则 未 必 是 对 称 的 ， 


解 F? 
1 2 4 5 
| -| N 
则 
4 17 
AB = |; | 
不 是 对 称 的 . 


定理 4.8 设 4 是 一 个 方 阵 .那么 , (OA + A7 是 对 称 的 ;{ii)A 一 A7 是 射 对 称 的 ; (ui) A 
=B+C, 其 中 B= 广 (A+ 47) 是 对 称 的 , C = 十 (4 - AF854533 8568. 
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4.155 证明 定理 4.8(i). 
证 eF (A+A =AT+(ATD) -AT+A=A+AT. 
4.156 证 明定 理 A.8(u). 
证 EF (4-ADT=AT-ATT=AT-A= 一 (和 一 4) 
4.157 证 明和 定理 4.8(iji). 
证 EF 这 个 证 明 愉 A = B+ C 和 一 个 对 称 (和 斜 对 称 } 算 阵 的 任意 倍数 是 对 称 的 ( 拥 对 称 的 ) 得 到 . 
4.158 将 矩阵 


2 3 
al N 
写成 一 个 对 称 阵 B 和 一 个 斜 对 称 阵 C > fl. 
解 ¿> 计算 
人 
于 是 
darani? sl, c= ha-an -| 2). 


4.159 设 4 是 对 称 的 .证 明 A? 以 及 一 般 地 , A* 是 对 称 的 . 
证 F (Aĵ =(AA)T = ATAT = AA = Af, m E. h BA, A") T= (AA* 1)7 了 =(A" 1) AT7= 
AIA= A". 

4.160 É 4 是 一 个 = 阶 对 称 阵 以 及 忆 是 任 一 x x m EE. EA PTAP 也 是 对 称 的 . 
证 EF (PTAP)T= PTA P)" = P'AP. 


正 交 阵 


4.161 证 明和 矩阵 
1⁄9 8/9 -4/9 
A = |4/9 -4/9 -7/9 
8/9 1⁄9 4/9 
是 正 交 的 . 
证 ”上 我 们 只 须 证 明 AAT = r: 
1⁄9 8/9 -4/91 | 19 49 8/9 
mr -io -4/9 -| -4/9 Yo 
8/3 9 4⁄9 11-4/9 -7/9 4/9 
(oaia 4-32+28 5 a" 


14-3242858 16+16+49 32-4-28 


一 81 
&+8-16 32-4-28 64 +1+16 
8 0 Ù 1 930 

-L — = 

= BI 0 81 Ü 0 1 O I. 
0 ü Rl 0 0 1 


4.162 ”定义 R* 中 的 一 个 正人 交 向 其 组 和 标准 正 交 向 全 组 . 
S EF RHE upupu, 是 两 两 正 交 的 , 即 设 wi 二 0,1i 关 j, 则 ununu 6 BR — 4 E 38 
向 量 组 .如 有 果 它 们 是 正 交 的 并 且 它 们 也 都 是 单位 向 量 , 即 对 于 每 个 i u'u = 1, 则 它们 形成 一 个 标 
玲 正 交 组 .关于 标准 正 交 性 条 件 ,用 克 岂 内 克 记 号 表示 是 n'u p 

4.163 ”证明 
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Cl ca C3 
EEZ 382 P 88 2843 E E Bg T u= (apa aa), uz = (bi, bx bs), us = (cr cx ea) 
ER- S ina E 3628. 
证 e A REZ, M| 
qi az as al al s 100 
AAT = b, 5; ba aa ha yl = Ü 1 | = I. 
0 ü 1 


a3 ba e3 


či fe “3 
这 就 得 到 
at taitai =u" ta 一 
bia + biaz + baaa Suat k, = Ü, 
Cig + Caga t Cda = H3 * Ey =U, 
aby + azb; + a3b3 = nj * u> = Ü, 
bl + bl + bi = w, us = 1, 
ciha t caba + caba Suat hy = Ü, 
aici + azca + azta Z= l| * H3 = Ü, 
b isi + baea t bcs = Hy * Ha = O, 
cl + c + c = us t uS 1, 
Blue = 全 -因此 ,uiyzavas 形 成 … 个 标准 正 交 组 , 反 过 来 的 结论 可 从 每 步 是 可 逆 的 得 到 ， 
定理 4.9 设 A 是 一 个 实 短 阵 .那么 下 面 的 论述 是 等 价 的 ;(a)A 是 正 交 的 ;(b)4 的 行 形 
成 一 个 标准 正 交 组 ;(c) 有 A 的 列 形成 一 个 标准 正 交 组 . 
4.164 ”证 明定 理 4.9. 
证 EF 首先 ,我 们 证明 (a) 和 (5b) 是 等 价 的 , 设 R Ro, R, 表示 A 的 行 , 则 RI, RI,…, Ra 是 
AT 的 列 ,现在 令 AAT = (c,), 由 短 阵 乘法 , c, = RR = R R. TE AAT I SEMS Ri R,= š, 
当 且 权 当 行 Ri Ra, R, 形成 一 个 标准 正 交 组 . 略 (a) 和 (b) 是 等 价 的 . (2) 和 {ec} 是 等 价 的 证 明 是 类 
似 的 ,只 是 我 们 用 ATA =I BR 4A7= 了 ,这 样 ,定理 得 证 , (习题 4.163 实际 上 当 4 是 二 阶 的 情形 


pI HEHH.) 
4.165 设 
z 2/3 2/3 
A= 2⁄3 1⁄3 y 
z $ t . 


是 正 交 的 . 求 x ,vy, zs,t. 
解 =F W R, R. R, RR AWH, Ci Cn Cs 表示 A BJ P|. a T R, 是 单位 向 车 ,因此 有 ?+ 
479+4/9= 1 或 = +1/3. hF RR; 是 单位 句 量 ,因此 有 4/9+1/9+y=1, 或 y= +2/3, 由 于 RR1* 
R; ==0. 我 们 得 到 2z/3+2/9+2y/3=0, 或 37+3y= - ]. 这 就 只 可 能 是 z=1/3 和 y= -2/3. 于 是 
1⁄3 2⁄3 2⁄3 
2⁄3 1⁄3 -2/3 


z 5 t 


A = 


由 于 各 列 部 是 单位 向 量 ， 
1/9 + 4/9 + z? = 1,4/9 + 1/9 + š2 = 1,4/9 + 4/9 + 2 = l, 
上 是 = 一 土 273,5 2 2/3,:— +1⁄/3. 
情形 (ii:z = 273. 由 于 C 和 C, 是 正 交 的 ,因此 s= -273; 由 于 Cl 和 Cs 是 正 交 的 ,因此 t=1/3. 
WEG = —2/3 由 于 C, fl C, 是 正 交 的 ,因此 := 273; 由 于 C, 和 C, BEZH, EE z= —1/3. 
因此 恰好 有 两 个 可 能 的 解 ; 


.154 ， 


4.166 


4.167 


4.168 


4.169 


4.170 


4.171 


2000 离散 数学 习题 精 解 


13 2/3 2⁄3 1⁄3 2⁄3 a 


A = |273 1/3 —2/3|,A = | 2⁄3 1⁄3 -2/3 
2/3 —2/3 1⁄3 - 2⁄3 2/3 - 1⁄3 ` 
_ la H ; 
A= c d 
是 正 交 的 ,证 明 a*+ 5b2=1 且 
ia b) a b 
A= |, | 或 4 = -é a 
证 EF 由 于 A 是正 交 的 ,因此 A 的 行 形成 一 个 标准 正 交 组 .于 是 
a+b = 1, cz d2 = 1, ac + bd = 0. 
PR, A 的 列 形 成 一 个 标准 正 交 组 ,于 是 
a+c l, b+ = 1, abted=0. 


BE. c=- at= bt A c= +b. 
情形 (i ;c= +b. TE b(a+dg)=0 E d= ~w, 对 应 的 矩阵 是 
PA 
b =al” 
情形 {ity:c = -点 .于 是 (2 -aa)=0, 或 过 = 对 应 的 矩阵 是 
| u ?| 
l-b al” 
求 一 个 2x2 正 交 阵 P, 它 的 第 一 行 是 (a}( 1/Y5,2A/5S), (be = (2,3) 的 倍数 . 
W EF {4) 白 习题 4.166， 
| 1⁄5 "| | Wi 
2⁄⁄/5 -1⁄/5 -2⁄/5 1⁄5 
(bB 38 u 单位 化 得 到 下 的 第 -- 行 ,我 们 有 1z | = /4+9= YY13. 因 此 


T | | p-| 25 vT) 
3/ /Ú -Y/B 1-3 /Ú 2A STAL 


证 明 每 个 2x2 正 交 阵 具 有 形式 
| cos singi _ cos sin | 
—sin0 cos@ sinë ~ cos! 


9 为 菜 一 实数 . 
证 EF 设 。 和 上 & 是 任 二 数 使 得 ez + 如 =]1. 那 么 存在 一 个 实数 8 EÑ a = cos0 M b= sint. FÆ 
所 要 证 明 的 结果 从 习题 4.166 得 到 . 
设 4 和 昌都 是 ”= 阶 直 交 阵 ,证 明 AB 是 一 个 阶 正 交 阵 . 
证 eF 只 要 证 明 (4AB)(AB)7 = 7 就行 了 ， 

(AB)(AB)7 = (AB)(BTAT) = A{BBT}AT = AIAT = AAT = I. 
设 A 是 正 交 阵 ,证 明 A EERE. 
证 e 我 们 要 证 明 (4 07=-(4 1) !. 由 于 及 是 正 交 的 ,因此 AT= A 1, H TH W HU E W e 
可 交换 的 (习题 4.140) RECATO T= (AT l= (A 1)7 1, 于 是 六 ! 是 正 交 的 . 
求 一 个 3x3 正 交 阵 P 使 它 的 前 两 行 分 别 是 xl = (1,1,1)} 和 w=《0, -1,1) 的 入 数 . 
W F Eule, y, BA u u, EZARRIA 

zty+tz=0 和 -y+x=0. 

这 里 = 是 一 个 自由 变量 . 令 z= -1 得 y= lA a2 AE s l2, -1 一 1). 设 入 是 也 wi, wy us 
为 行 的 短 降 ,并且 设 P 是 将 A 的 各 行规 格 化 得 到 的 盾 阵 ,于 是 
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“55 


1 1 1 13 MB 1⁄⁄3 
A=|0 -1 1[RM P - | 0 -1 1⁄⁄2 
2 -1 -1 2/6 IÉ - 1⁄6 


4.7 行列 式 


一 个 PFA = (a HITIA ER TERE 4 的 一 个 确定 的 数 . A 的 行列 式 用 det(4) 
或 14 | 或 


ai Hl2 1 
R21 an “* Alp 
Gal Hn2 U Gan 1 


表示 . 数 n 称 为 该 行列 式 的 阶 . 
注 1 一 .二 和 三 阶 行列 式 定义 如 下 ， 


lan l=an: 
位 11 arz 
= älä? — G12221.- 
位 21 G22 


il 好 12 814 


aza az an| 二 和 计生 22 在 33 + &jz823831 + A13421 0 32 


231 3532 33 
T 1384223 一 全 12 妇 说 人 33 811423832- 
注 2 一 般 的 n 阶 行列 式 的 定义 如 下 、 
det( À) = 2 sgn(s)ar az aw,» 
此 处 求 和 是 取 沪 和 1,2,…, n BRHF] o= jaja j l KE sgnkc) 是 依照 使 o 的 数 为 通 
常 的 次 序 时 所 需 的 交换 次 数 是 偶数 或 奇数 而 取 正 号 或 负 号 . 为 完整 性 , 我 们 包含 了 行列 式 函 数 
的 一 般 定义 .读者 车 需 大 于 三 阶 的 行列 式 的 计算 技巧 可 参考 短 阵 论 或 线性 代数 方面 的 教科 书 . 
《我 们 在 这 一 节 的 稍 后 部 分 简要 论述 这 样 的 行列 式 .) 我 们 在 第 八 章 引出 排列 . 
注 3 下 而 两 个 定理 的 证 明 趣 妆 本 书 的 范围 ,但 它 在 矩阵 论 中 起 着 重要 的 年 用 . 
定理 4.10 对 于 任意 的 两 个 mn 阶 方 阵 A 和 B, 我 们 有 
dett AB} = det( A). deti B). 
【这 就 是 说 ,行列 式 函 数 具 有 乘法 性 质 . ) 
定理 4.11 一 个 矩阵 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 其 行列 式 不 等 十 零 ， 
4-172 R det(24), detí 6), det(t +2). 
R ¿F 这 样 的 行列 式 是 它 的 数 本 身 ,因此 det(24) = 24, dett -6)= 一 det(t+2)=£+2. 
4.173 证 明 方 程 ar =5 有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 det(a )=0. 
E 6 方程 axr=&5 有 惟 - 解 的 充分 必要 菜 件 是 a 关 0. 不 管 怎 样 ,detta}=&a. 因 此 az= b 有 惟一 
解 的 充分 必要 条 件 是 det(ta) 天 0 类似 地 ,矩阵 方程 AX - B 有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 det(4) 天 
q.) 
4.174 给 出 计算 二 阶 行列 式 的 一 个 便于 记忆 的 方法 . 
W zF 该 行列 式 等 于 沿 着 正 标号 箭头 的 元 素 的 乘积 减 去 沿 者 负 标 箭头 的 元 素 的 磁 积 (对 于 三 阶 
行列 有 一 个 类 似 的 格式 {习题 4.185), 但 高 防 行 列 臣 没有 这 上 # 的 计算 格式 ,) 


+ 一 
[ " 21 
az a7 


' 156 - 


2600 ARA = TAE 


4.175 


4.176 


4.177 


4.178 


4.179 


4.180 


计算 各 和 矩阵 ; 
5 N 2 1 3 -2 
was (b) -4 | C) a ç 
的 行列 式 . 
E EF (a) 
5 4 
| | = (5)(3) ~ (4)X2) = 15 - 8 = 7. 
12 3 
ib) 
2, 中 = -DC = 2 + 4 = 16. 
(c) 
| 
= 15+8= 23. 
4 5 
HEEE, 
4 5) l: -8i a ?| 
s -2 lo sl Olea 
的 行列 式 . 
解 E (a| ° 下 -ss wl p K 
(c) z | =od- x. 
g d 
计算 
a a 1 了 一 与 7 | 
(A= EOL | | 
的 行列 式 ， 
E EF (a) 
a-h a 
det(A) = | |- (a -bla + b)— (a Xa) =- 02, 
a+b 
(b) 
t— 5 
det( B) = et 
-1 ¿+3 
确定 k 为 何 值 时 ， 
| Ë |- 
4 2⁄| 
E EF 由 于 
| Ë | 
= 2b2 - 4k = 0, 
4 2k 
即 2(k-2)=0, AE p =0 32 k= 2. 
确定 1 为 何 值 时 ， 
t-2 3 |- 
4 -1l 
E EF 由 于 
1-2 [= 2-3225 -3em 
4 “一 】 


HO: 5) +2)=0, EE = 5 R = -2. 
考察 下 面 的 含 两 个 末 知 量 的 方程 组 ， 
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qiz + jy = cils 
如 2 并 + bay = č}. 
该 方程 组 有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 D = aba- azbi 0. EHRE 


bati 一 bic2 arc2 — azt] 
ajb — azb — agba azb 


rr 一 


完全 用 行列 式 来 表示 其 解 ， 
解 EF 


N; _ Èe È ea J2 bo 
z D aiba- ab ai bi ” 


= &lf2 一 22f1 az “2 
D abab ü, bi 


a, z 
K L, Jr 8 B 65 S Sk HE EB 472 D 出 现在 两 个 商 的 分 母 中 ,关于 > My 的 商 的 分 子 N, RIN, 是 分 
HÆ D pA- PLG al, ez 和 第 二 列 元 素 bi b: 依次 换 成 ce 得 到 的 行列 式 . 

4.181 用 行列 式 解 

7， 

1. 


H 


M -3y 
3z + 5y 


" 


解 r 系数 矩阵 的 行列 式 卫 是 
2 
3 
由 于 D=0, 因此 方程 组 有 惟 -- 解 .为 了 得 到 分 子 No 在 系数 矩阵 中 用 常数 项 替代 > 的 系数 ，; 
了 
1 
为 了 得 到 N,, 在 系数 矩阵 中 用 常数 项 替代 > 的 系数 ; 


-3 
p= | l= 2x53% = 1019 = 3. 


-3j 
N= s | 1515 (3) = 35 + 3 = 38. 


2 7 
N= |: [=2x1-3x7=2-21 =- 19. 
这 样 ,方程 组 的 惟一 解 是 
N N. _ 
-和 
4.182 用 行列 式 解 
37 -6y = 


W T SEDE 4IPIE D É 


-4 
D = ax 6) 3x(-4)-- D + 12 = 0. 


; 
因 D=0, 因 此 方程 组 没有 惟一 解 ,我 们 不 能 用 行列 式 来 解 该 方程 组 . 
4.183 E ab 尖 0. 用 行列 式 解 
Mi — 2by =c, 
3ar — Sby = 2c. 
解 FF 首先 求 
a -2b 
34 -5b 
由 于 D= ab>=0, N I. rB HE E. R.K ok 


= — Sab + ab = ob. 
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¿£ 一 28 
N, = =- Sh + dhe =— be 
łe -5b 
利 
d r 
N, = = Zuc — Jac =- az, 
3 Ze 


FE r=N/D= 一 各 7 二 一 Ca 和 y= N,/D = —ac/ab= '-c/b. 
4.184 就 二 阶 行列 式 ,验证 乘法 性 质 { 定 理 4.10). 


证 F 


| aau 十 eyb aub + apb 


lan agl H p12 
bn bn! 
det{ AB) = {anb t anba)t Arb t 2552) — laubo 十 antn) (ab + asb) 


AB = 


qx Ga! anbu T awba anb T ayb! ' 
=anbinuasxzbi + anbi anèn + ambil anb 十 a252iG92522 
= aj bi2anbu 一 anbi anban 一 anbi anbu - Q 1252222521. 
另 一 方面 ， 
der( A) ' de( B) = (anan -azendt bubn 一 bnba) 
= anai bnbz 一 anal bba 一 anal biba. + away biba. 


在 del ABR 4 RHAI EATUR H MK. 因此 detl AB) = detl A Yde B). 
三 阶 行列 式 
4.185 应 用 图 4-1 得 到 


al bh c 
A = jaz b c> 
as b; Ca 
的 行列 式 . 
二 十 十 
2 


解 EF GAB MF, MEERE 3 RER- ARR, 3 E is 38822 tr L E S3n F. 
+ 站 1 由 2C3 + bicaga + Cyaaba. 

EE, 在 右 图 中 用 得 号 连接 的 3 个 数 作 -个 乘积 , 3 H 3 is 3882 Bj LS hr; 
一 Qabact 一 由 3C221 一 321 


于 是 A 的 行列 式 正 是 上 面 两 个 表示 式 的 和 : 


aa b el 
lAl=|a; b cy 
ax Ba c} 


= azc + bitza T riaaba 一 G3bacl Pacyal ~ C3820]. 
(以 上 计算 14| 的 方法 对 于 大 于 三 阶 的 行列 式 是 不 适用 的 .) 
4.186 ”计算 


4.187 


4.188 


SOE HEMER -159 - 


2 1 I 3 -2 -4 
‘aAaA=|0 5 -2|;(b})B=|2 5 -1 
1 -3 4 0 6 1 
的 行列 式 ， 
W r 应 用 图 4-1 得 到 
l2 1 1 
(a) dertA)}= |0 5 -2 
1 -3 4 
=(2)(5)(4)+(1)(-2)(1)+(1)(-3)00)- (1052161) 
-(-3)(-2)X2)- (4)(1)(0) 
=40-2+0-5-12-0=21, 
3 -2 -4 
(b) de{R)=|2 5 -1 
0 6 1 
=(3)X5)X(1)+(-2)(-1)(0)+ (-4)(6)X2)-(0)(5)( - 4) 
-(6)(-1)X3)- (1X - 2)(2) 
=15+0-48-09+18+4= -11. 
计算 
-2 -i 4 7 6 5 
(a)C= | 6 -3 -2|;(b)D=11 2 1 
4 1 2 3 —2 I 
的 行列 式 . 
W == 
-2 -1 4 
(a)de(C)= | 6 -3 -2| =12+8+24+48-4+12=100. 
4 1 2 
7 6 5 
(bòde P) |I 2 I[|=14+18-10-30+14-6=0. 
3 -2 1 
HERR 
ail i2 43 
an an äg az anu an 
an an qa5]= anu -a tan 
832 3 a3 a3 a â as 


aa as, daj 
E F 将 二 阶 行 列 式 展开 得 到 
anlazas 一 anay) 一 a,zlayays — anan) + etane 一 anan} 
= G11223833 T A12023037 T Q 205033 + LAN T 1902109 Ad- 
除了 次 序 之 外 , 这 就 是 原先 给 出 的 三 阶 行列 式 的 展开 式 . 
注音 ,每 个 2?x2 手 阵 是 在 原 矩 阵 中 删 去 包含 它 的 系数 (第 一 行 中 的 一 个 元 素 ) 的 行 和 列 得 到 
的 .注意 系数 是 交错 取 正 负 号 的 . 


841 412 T13 
= äu 221 571 823 
as #32 í a33 


ta 


4.190 


4.191 


* 160 - 2000 KERF TAER 
4.189 计算 
l 2 3 2 3 4j 
(aJA= 4 -2 3 ;(b)B= 5 6 7 
0 5 -1 & 9 1 
的 行列 式 . 


Ao == 如 癌 刁 题 4.188, 按 第 一 行 展开 


l 2 3 


3 II 
(a) de(A)= 4 -2 31=1||4 1-2 3 1-2 4 
o s il Lo s -1 | 0 


| 1 | 2 
+3 4 -2 i 3 
0 5 -1 | 
K A 3! 4 了 
=] 一 十 
5 -1 _1| lo 5 
=1(2—15) -2( —4+0)+3(20 +0) = —13 + 8 + 60= 55. 
2 3 4 
6 7 5 7 5 6 
@ aoj sl 
9 1 8 1 8 9 
8 9 1 
=2(6-—63)- 3(5—- 56) +4(45 ~ 48) = 27. 
求 
2 3 -4 20 1 
taC=0 -4 2 ij;(b}D= |4 _ 3 
1 -1 5 5 3 1 
的 行列 式 ， 
B EF (a) 
2 3 -4 
-4 2 0 2 0 -4 
de C)= 0 -4 2 -| 四 | kew | 
-1 5 1 5 1 -1 
] -1 5 
= 2(— 20 + 2)— 340 — 25 — 4(Ü + 4) = 
(b) 
20 11 
2 -3 4 -3 4 2 
de(D)= |4 2 -3 = 2 一 | +1 | 
3 1 5 1 5 3 
5 3 1 
= 2(2 + 9) + (12 — 10) = 24. 
É 


al b, c 
A = ad? ba Cilj. 


dà bs r 3 


将 det(4 ) 表 示 成 二 阶 行列 式 的 线性 组 合 , 其 系数 来 自 (a) 第 二 行 和 (b) 第 二 行 


解 EF (a)der(A)= abac t abge] t asbico didata — Q2Db1C3 aabt] 


153— baci) KAI aah azb) 


H, 


= - azl 


al b 


1 ci 
— ,| 
a? b; 上 2 | 


23 b3 £3 


4.192 


4.193 
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di bi fj 
— ea a2) b; “2 
az 63 t3 
b; e: | j cl el $) 
= > üy i = ba — c a 
bs caj az 3 a, b, 


(b) dett AÌ = ajbaca t birada t r1iG1b3a C aghat T Pacu T csasb, 


= aa(bica O Bac1) balaca arei) + calada- azh) 


| t hi L 
= aa az ba cl 
a | ba 3 | 
a] bi cl j 
+ ča åa ba É> 
t3 ba | C4 
b, di dl Cl ar ù 
= üa -$a +r . 
5 t ag č a b 
2 2 2 2 2 2 


习题 4.191 ZITARI EAA rH 3 9 A S TE JL EB REJE N — T 8 SA 26 +a HË 
列 的 图 案 如 下 : 


+ 一 + 
我 们 也 可 展开 行列 式 使 它 的 系数 来 自 列 而 不 是 行 . 按 列 展开 时 ,系数 的 符号 同样 形成 
上 面 的 模 纵 交错 排列 的 图 案 , 试 给 出 det(4) 的 3 个 按 列 展开 式 ， 


W F 
: b r b 5 
2 t? L 1 1 1 
dettA) =a; 一 aa +a 第 一 列 
3 3 ba cy b, c> 
dz c? äl ĉj 841 (1 
=- b, + Ó; — b; 第 二 列 
a3; C3 a3 £3 az 2 
a, b; ag bi a1 db _ 
=f] -il + c: 第 三 列 
a3 bs ag ba d} ba 


考虑 3 个 未 知 量 =*, y 和 zz 的 三 阶 线性 方程 组 ， 
air T+ biy + ciz = dí, 
aat + bay + coz = da, 
asx + bay + csz = ds, 
给 出 该 方程 组 有 惟一 解 的 条 件 ( 用 行列 式 表示 ), 并 用 行列 式 表示 这 样 的 惟一 解 . 
解 ce 上 面 的 方程 组 有 惟一 解 的 充分 风 要 条 件 是 其 系数 矩阵 的 行列 式 不 为 零 ; 
el Üi 1 
az b, c;|= 0. (1) 
aa bs c 


在 此 情形 下 ,方程 组 的 惟一 解 可 表示 成 行列 式 的 商 ， 


D= 


N, N N 
= 人 人 


此 处 ,每 个 商 的 分 母 D 是 行列 式 (1), No N. 和 N, 是 常数 项 的 列 赫 代 系 数 窜 阵 中 未 知 量 的 系数 的 
列 得 到 的 : 


162- 
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di bi cl | ai di Ci 81 Š, d, 
N, = |d: Š; czi N, = la d2 col N, = |a} 52 dij. 
da bs ra qa da ra d3 ba dy 


【我们 强调 一 下 , 若 系 数 和 矩阵 的 行列 式 DEF, 则 该 方程 组 或 是 无 解 或 是 有 无 穷 多 解 . ) 
4.194 用 行列 式 解 方程 组 
2> + y z = 3, 
| +ytz=], 


r-2y-3z=4. 
E EF 首先 计算 系数 定 阵 的 行列 式 D: 


2 i -1 
D= il 1 1 |=-6+1+2+1+4+3= 5. 
由 于 D=0, 办 此 方程 组 有 惟 解 .其 次 分 别 计算 x,y 和 x HAT N, N, AN: 
3 1 -1 
N, = jl 1 1 |=-9+4+2+44+46+3 = 10, 
4 -2 -3 
2 3 -ł 
N,= |1 1 1ļ=-6+3-4+1-8+9=-5, 
l 4 -3 
2 1 3 
N= [|1 1 1|-8+1-6-3+4-4=0. 
1 -2 4 
因此 惟一 和 解 是 
一 般 阶 行列 式 


这 一 小 节 考 虚 一 般 阶 行列 式 . 下 面 的 注 是 适用 的 . 
注 1 一 个 三 阶 行列 式 用 二 阶 行列 式 来 表示 (习题 4.191) 归 功 于 拉 普 拉 斯 (Laplace), 它 对 
于 一 般 阶 行列 式 也 是 正确 的 .这 就 是 说 , 任 一 行列 式 间 样 可 以 用 任 一 行 或 任 一 列 为 系数 表示 成 
较 低 阶 行列 式 的 线性 组 合 , 系数 a 用 ( 1)! 来 乘 ( 即 符号 遵循 模 纵 交错 排列 的 图 案 . ) 
注 2 初等 行 运算 (&R; + 民 ,)(R,) 将 i 行 的 k 倍加 到 j 行 不 改变 行列 式 的 值 . (对 于 初 
等 列 运 算 (&C; + C;)->(G), 有 相同 的 结果 .》 
注 3 一 个 三 角形 矩阵 的 行列 式 等 于 它 的 主 对 角 元 素 的 乘积 .特别 地 , det( 1) = 1, det(0) 
=0. 
4.195 设 4=(ai) 是 一 个 非 零 的 n 阶 方 阵 , mn 之 1. 给 出 一 个 简化 a TIARA En = 1 
阶 行列 式 的 算法 ， 
E EF 第 1 步 :选取 一 个 元 素 a, = 1, 或 者 若 没有 这 样 的 元 素 , 则 选取 wo =0. 
第 2 步 :以 四 为 主 元 , 应 用 初等 行 ( 列 ) 运 算 将 了 列 (: 行 ) 的 其 他 折 有 位 置 元 素 消 为 0 
第 3 步 : 按 eu 所 在 的 列 ( 行 ) 展 开行 列 式 .( 以 上 算法 的 验证 可 及 上 面 的 注 得 到 . ) 
4.196 计算 


的 行 询 式 ， 
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4.197 


4.198 


4.199 


E EF 以 ay= 1 为 主 元 将 第 三 列 的 其 他 元 素 消 为 0, 即 应 用 行 运算 
{ -2R, + Ri) — (Ri), (3R; + Rs) — (Ra), (R3 + Ra) — (R4). 
应 用 这 些 运算 , 行 烈 式 的 值 不 会 改变 ,部 


5 4 2 1 1 -2 Ü 5 
2 3 1 -2 2 3 1 -2 
IA ,= = 
-5 -7 -3 9 1 2 ğ å 
1 -2 -1 4 3 1 (Ú 2) 


现在 我 们 若 按 第 三 列 和 展开 , 则 可 略 去 请 有 了 的 所 有 的 项 .于 中 


1 -2 | 0 5 
e alii al  2 5 
MAC =-|1 2 3 
| 1 2 Ü 3 3 1 2 

3 1 0 2 


= -(4-18+5-30-3+4)= — ( — 38) = 38. 


计算 
3 -2 -5 4 
1 -2 -2 3 
B = 
-2 4 7 -3 
2 -3 -5 8 
的 行列 式 . 


FO Em 以 51=1 为 主 元 并 且 用 列 运 算 
{2C1 十 Ca) —_ (C3), (2C + Cs) — (Ci), {~— 3C + Cal — (Ca) 
将 第 二 行 的 其 它 元 素 消 为 0. 于 是 


3 -2 -5 4 3 -2+2(3) -5+26} 4-303) 
BI- 1 -2 -2 3f |1 -2+201) -2+21) 3-3(1) 
l-2 4 7 -3| ]-2 2 -3-3-2 
2 -3 -5 8 12 -3+2(2) -—-5+2(2) 8- 3(2) 
3 4 1 -5 
N 4 1 -5 
-| 1 ° 9 = 一 | 人 0 3 3 |=—(244 34 0+15+12 - 0) == 54. 
-2 0 3 3 | 
i -1 2 
2 1 -1 2 
计算 
2 5 -3 -2 
c = -2 -3 2 -5 
1 3 -2 2 
-1 -6 4 3 
的 行列 式 . 


解 上 以 c=1 为 主 元 并 且 应 用 行 运算 
{— 2R; + Ri) — (R) Ra + R.) = (R; ; (R3 + Ra) — (Ra). 
于 是 


0 

-2 -3 2 -5 3 -2 -1 
1 3 
0 


|i -ú 4 3 
=]10+ 3- 36 +36-2-—- 15 =- 4. 
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aA = N -6 ;(b)= 3 -1 1 -2 ;(c)C= 0 000 
0 0 Ü Ü 
0 0 0 2 4 -3 Ü 2 
的 行列 式 . 
W EF (a) 由 十 4 是 三 角形 年 阵 , PERRETA TRORA: A|=35x7x(-6)x2= -252. 


{bj bx = 1 为 主 元 并 尾 列 运算 12C， 十 Cs)—=( Cs); 

2 4 3 
-1 7 -2 
-3 8 2 


= — {28+24—24+63+32+8)= —131. 
(ORA C EER k BETERE, 因此 它 的 行列 武 没有 定义 . 


4.200 计算 
6 2 1 0 5 
2 1 1 -2 1 
A=|1 1 2 -2 3 
3 0 2 _ 1 
-1 -1 -3 2 
的 行列 式 . 


W zr 首 先 将 14 1 化 为 一 个 四 阶 行列 式 ,然后 化 为 一 个 三 阶 行列 式 . 先 以 an= 为 主 元 并 应 用 
(-2R3+ R,)=(R,),(— Rot Ra) = (R3) PY K (R. + Ri) = (Rs). FE 

2|01-1 4 3 

' z -1 4 3 

2 1 [1 -2 1| 0 
|yu=] -11011 0 2 -| ， 
3101/090/2 3 -1 
1 | 0|-， 2 3 1 -2 2 3 
以 an =1 为 主 元 并 应 用 {Cy+ CCO -2C + C )==(C,.): 
1 


-lt 4 5 
[ollo o] -| 4 5 
-5 


[Al= 
5|2 3 


-1|-2|2 7 
=21+20+50+15+10-140= -24. 
4.201 H P ÆRA ERIP =P. 


-1 2 7 


证 eF P'!1P= I B 1=|i =|P'p|=:P |P] 8|P |= |P] 1, 
4.202 j B 5A 相似, 即 设 存 在 一 个 非 奇异 矩阵 P EB = P 1AP .证 明 |B|=|Al. 
证 eF ROE 


IBI=IPAPI=:'PlIIAlIIPI=sIAIiP l. PISIA]. 
(虽然 矩阵 P IH A 无 大 交换 ,但 它们 行 判 武 为数 , 作 了 交换 . ) 
4.203 设 A 是 正 交 阵 .利用 1#|= A |, 证 明 |A|= +1. 
证 EF 由 于 A 是 正 交 的 ,因此 有 AAT =] FE 
tsi II=lAA11=1AIlIATI=1A l. 
故 |4| = +l. 


体积 作为 一 个 行列 式 
行列 式 与 面积 和 体积 的 关系 如 下 : 设 uy wz,… u, E R AART), S 是 由 这 些 向 基 
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形成 的 平行 六 面体 ,4 是 以 wi, 4w2，…, u, 为 行 的 矩阵 ,那么 SHEA, 当 n =2 时 ,S 的 
面积 ), 用 V(S) 表 示 , 它 等 十 det(4) 的 绝对 值 . 
4.204 设 zi=(2,3) 和 aa=(5,1) 是 及 的 向 其 .(a) 画 出 用 向 量 ( 稍 号 ) 确 定 的 平行 四 边 形 S, 

(b) 求 S 的 面积 . 

RO OF EFN R 中 ,从 原点 口 到 点 PODA Q, DENS, mE 4-2. 

(DRK ui 和 =s, 为 行 的 矩阵 

a Ë 引 
5 1 


的 行列 式 ,这 里 | 有 | =2 一 15= -13. 因 此 S 的 面积 是 | -13| = 13. 


4.205 K REPARE u= (2,5,2), u= (4,2,3) 利 ws 二 {1,1,4) 确 定 的 平行 六 面体 S 的 体 
H WV(S). 
W wF 计算 矩阵 


{ 它 的 行 是 向 量 si, w2, wi) 的 行列 式 : 
IAl=16+15+8-4-6-80=- 31. 
因此 V(S)=51. 
4.206 i2 u, f u, B R2 HEECH), HZ A 是 以 zi 和 aa 为 行 的 矩阵 ,给 定 判 定 det(4) 
是 否 是 正 的 , 零 或 负 的 几何 条 件 . 
解 F EM =, 到 wz 的 最 小 放 转 是 逆 时 针 方 向 的 (上 时 册 方 向 的 ), 则 der{ 有 及) 是 正 的 { 负 的 ), 若 
u 与 wz 是 同 或 反方 向 , 则 dett A) = 0. 
4.207 设 ugua W us iE R BIPER), A ELA ui, a, wa 为 行 的 矩阵 .给 出 判定 det( 4) 
EGEE, PRALA RF. 
解 F det(4) 是 正 的 或 负 的 是 依 1, wz, xs 形成 一 个 右手 或 左手 坐标 系 南 定 .着 三 个 向 量 在 一 
PFE E, M det( 4) 是 零 . 
4.208 HEHHEE «i= (1,2,4), u25 (2,1, 一) 和 和 w= (5,7,9) 在 一 个 平面 上 ， 
证 F 


= 9 - 30 + 56 — 20 + 21 — 36 = 0. 


2 
1 -3 
了 
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4.209 


(或 请 注意 a= 3ui + uo). 
K R PHH n= (2, —1,4, -3) wz=(-1,1,0,2), us = (3.2,3, -1) 和 as= (1, 
-2,2,3) 确 定 的 平行 六 面体 S 的 体积 V(S). 

Ë EF HE TEUS, 


4 -1| 
-1 1 0 2 0 | 
= 5 3 -5 
3 2 3 -1 -5 
-1 2 7 
1 -22 3 7 


=2} +20- 10-3+ 10- 140= 一 102， 
因此 V(S)=102. 
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5.1 图 和 多 重 图 


8.1 


5.2 


5.3 


5.4 


5.5 


5.6 


5.7 


5.8 


本 章 及 其 后 两 章 研 究 图 论 . 
定义 一 个 图 ， 
W z 一 个 图 G 由 两 部 分 组 成 : 
URS V= V(G), 其 元 素 称 为 顶点 , 点 或 结 点 ; 
GRS E= EE(G), 它 由 不 同 顶 点 多 无 序 偶 , 称 之 为 边 构 成 的 ， 
车 要 强调 G 的 两 个 部 分 , 则 将 GE GIUOV, E). 
定义 一 个 多 重 图 . 
解 z 一 个 争 重 图 G=G(V,EE) 也 是 由 一 个 项 点 集合 和 “个 边 集 合 组 成 , 除 E 可 以 包含 甸 重 边 ， 
即 过 接 相 同 端点 的 多 条 边 之 外 ,五 还 可 以 包 售 一 个 或 才 个 环 , 即 映 点 是 同一 顶点 的 一 条 边 ， 
必 一 个 图 (多重 图 ) 的 图 形 ， 
R F 在 平面 上 , 按 下 面 的 方法 通 图 { 几 重 图 }G = GCCV, 瑟 ) 的 图 形 .在 v 中 的 每 个 顶点 用 一 个 贺 
点 (或 小 圆 ) 米 表示 ,每 一 条 边 e= ju, w| 用 连接 其 端点 u 和 o HARAT. CERE, 可 能 的 话 , 我 们 
道 常 画 出 它 的 图 形 而 不 是 明显 地 列 出 它 的 结 点 和 过 .) 
描述 图 5-1 所 示 的 图 . 
f # 图 5-1 RARE G= GCV,E), 其 中 (i V 由 项 点 A.B, C, DHAR GDE 出 5 条 边 e = 1A, 
Bl,es= 1B, Cl,es=1C,D', ey = 1A, Cl, es=1B,D| 组 成 . 


A či 8 A £ B 
Ë4 es Ea Bf 
c 5 D C — e” 
图 5-1 图 5-2 


图 5-2 的 图 形 表 示 一 个 多 重 图 .为 什么 G 不 是 一 个 图 ? 

解 Er GORZE e 和 es, 它 们 接连 相同 的 顶点 A F C, ME G 含有 一 个 环 ej, 它 的 端点 是 同 
一 顶点 D. -~ 个 岁 没 有 和 多重 边 和 环 . 

描述 图 5-3 所 示 的 图 . 

8 EF 图 5-3 表示 一 个 图 G=G(V,E), 其 中 G)V 由 4 个 顶点 A,B, CD 组 成 ;DE 由 5 条 边 
e= lA,Bl,e = |B, Cl e= iC, Di,e= 1A Ch e= 18, DHR. 

考虑 图 5-4 所 示 的 多 重 图 G=G(V,E). 

(a) 求 顶点 和 边 的 数目 . 

(b) 有 无 多 重 达 或 环 ? 车 有 ,它们 是 什么 ? 

E EF (GATS A, B,C, DA 6R eepo ee (BAR ep ey 通过 一 个 点 ,但 不 表示 


这 个 交点 是 G 的 一 个 顶点 .) 
(b) 由 于 边 a, M es 有 相间 的 端 日 和 C, 因 此 es 和 es 是 多 重 边 . 边 es 是 一 个 环 . 
mu Fa G= G( V, E)65 EE: 
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e, 如 3 
£I č; j 
, a € I 
上 


图 5-3 图 5-4 


(a)V=|A,B,C,DI, E=[iA,BI ID, ARIC, Al, iC, DI]; 
(WY = fa, bcd,e, Fl, E=[la,dl, la, fl, [by cl, 15, fl, lesel]. 
E 5 首先 画 出 图 的 顶点 ,然后 连接 适当 的 顶点 以 表示 图 的 边 ,如 图 5-5 所 示 ， 


a 5 e 
| ~ | 
C D | | | 
d e f 
(a) t) 


图 5.5 


通 出 下 列 多 重 图 GV, ERR, HEP V= IP Pa, Pa Pa Ps B. 

(DE = [| Pa, Pat, IP, Pate {Pa, Psl, IPs, Pall; 
(b)E=[iP, Pih Pao Pah | Pa, Pah Pi Pah Pa Pil, [Pss Pail. 

E er 就 所 绽 的 图 画 出 顶点 , 然后 连接 适当 的 顶点 以 标明 边 , 如 图 5-6 所 示 . (注意 (a) 基 一 个 图 ， 
fb) 是 -个 多 重 图 .) 


Pi P; 


P P, 


Ps 
ʻa) 


画 出 下 列 图 G( V, E)8J]E : 
(av=ia,B,CPE=[A, Bt iA, Dh {B,C}, {B,D} {C DiN]; 

(b V=la,b,c d,e l, E=[la, bi, lasci, lb celh id, ei]. 

M F 对 VV 的 每 一 顶点 都 画 一 个 圆 点 , 且 对 EE 的 每 条 边 |z,y| 从 顶点 z 到 顶点 y 都 画 一 茶 曲 
线 ,如 图 5-2 所 示 . 

画 出 下 列 多 重 图 GUY, 已) 的 图 形 , 其 中 站 = Pi, Pa, Pas Pa Psh H 
(aE=[]P I Psl, Pas Pal, IP, P il IP I Psl, iPi, Psi l; 
(bE=[]P, Pal, IP, Pah, (Ps; Pal]. 
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A B 
一 人 
| — 
c d 
€ D 
(a) (by) 
图 5-7 
EO EF 所 作 的 图 如 图 5-8 Br n. 
Pi P P P; 
Py P. Pa P, 
F; Ps 
{a (b; 
图 5-8 


5.12 判定 下 列 多 重 图 GV, E)ECTER, EP V=]|A,B,C, DIE 
(a)E=[iA,BI iA, Cl, 1A, Dh IB,CI,1C,DI]; 
(bÐE=[]A, BI, BA, 有; 

(QE =[]A, BIC. DI, JA, BLIB, DH]; 
(dE=[]A, B}, |B, CI, IC BI |B, B}]. 

8 u= 回忆 下 , 既 无 多 重 边 又 无 环 的 种 重 图 是 一 个 图 , 因此 
(a) 是 . 

人 fb) 不 是 . 因 4B, 五 | 是 一 个 环 . 

(ce) 不 是. 因 14, Bl 和 14,831 是 多 重 边 . 

(d) FÆ. AiB, CHIC, B ASEH, mMEA!B, Bl 是 一 个 环 . 

5.13 ”描述 图 5-9 所 示 的 图 . 

B zm 有 5 个 顶点 ,从 而 
V= |P}, Pa, Pa, Pa, Psl. 


有 6 条 边 因 此 有 5 个 页 点 倡 ,于 是 
E = [Pis Pal, IP, Pal, IP, Pal, (Pas Psh, Pas Psl, {Ps, Ps! 1. 


P, Pa P, P 


P. P, 
P. Pi i ' 


图 5-9 图 5-10 


5.14 描述 图 5-10 所 示 的 图 . 
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5.15 


5.18 


5.19 


5.20 


5.2 


5.21 


解 rz 有 6 个 顶点 ,从 而 
V = IP Pa, Ps, Pas Ps, Pol. 


有 6 il, H Ik 8 6 4 t B, 因此 
E =[iPi Pal, IP P l. Pas P el i P3, Pole IP, Fst, (Po Psi]. 


描述 图 5- 11 所 示 的 多 重 图 . 
解 = 有 5 个 顶点 ,从 而 


V = Pi Pa, Pa, Pas Psl. 
有 8 条 边 (其 中 有 2 条 是 多 重 边 和 一 条 是 环 ) 且 由 此 有 8 个 顶点 偶 , 因 此 
E = [IP Pal, {Pi, Pal (Pa, Pal, (Pis P Il. IP, Pal, IP P l. IP I Psl, (Ps Psl]. 


P. P; P. Pa 


P; T h Py 
Ë, Ps 
图 5-11 图 5-12 


描述 图 5-12 所 示 的 多 重 图 . 
解 ëm 有 6 个 顶点 ,从 而 


V= {Pi1, Po, Ps, Pu, Ps, Pat. 
有 7 条 边 (其 中 有 2 条 四 多 重 边 ,两 条 是 环 ) 且 由 此 有 7 个 顶点 偶 ,因此 
E = [IP Pat, Pi, Pal, (Pas Pat, (Pas Pat, IP, Pal, IP, Pite {Pe, Pel]. 


定义 一 个 有 限 名 重 图 . 

解 £ 一 个 多 重 图 是 有 限 的 , 如果 VV 和 都 是 有 限 的 .注意 一 个 有 有 限 个 结 点 的 图 G. E 必然 有 
ARAU, AM G 必 是 有 限 的 . 

什么 是 平凡 图 ? 空 或 零 图 ? 

解 ” 赋 平凡 图 是 只 有 一 个 顶点 而 没有 边 的 图 . 空 图 是 既 无 顶点 又 无 过 的 司 . 

HT ZELO 2 图 5-6 中 的 哪个 顶点 是 狐 羡 的 ? 

解 eF 若 一 个 顶点 VV 不 筷 于 任何 一 条 边 , 风 它 是 孤立 的 .在 图 5-6ta}) 中 顶点 P, 是 孤立 的 . 

Ë G=G(V,F8 5 TAA OR E 的 过 的 最 大 数 m: 若 (a)G 是 一 个 图 ;(b)G 是 一 个 
ZER. 

8 EF (ay V 中 选取 两 个 顶点 的 方法 有 C(5,2)=10 种 ,因此 m=10. 

{b) 由 于 允许 有 多 重 边 , 因此 G 可 能 有 任意 数目 (有 限 或 无 穷 ) 条 按 (以 及 环 ), 因此 不 存在 这 样 的 最 
KRH m. 


一 个 顶点 的 次 数 


定义 图 G 中 邻接 和 关联 的 关系 ， 

解 EF Resin vi G 的 一 条 边 , 即 和 是 。 的 端点 ,那么 说 * 与 "是 邻接 的 , 而 说 。 是 与 
u 和 v 相关 联 的 . 

定义 一 个 顶点 的 次 数 和 奇偶 性 ( 侦 或 奇 的 ). 

M ¿= 任 一 图 G 的 一 个 项 点 an 的 次 数 , 记 作 deg(v) 等 于 与 。 相 关联 的 边 的 数 日 ,或 者 措 名 话说 ， 
以 o 为 端点 的 边 的 条 数 .我 们 说 硕 点 o 是 但 的 或 坷 的 是 依 deg(v) 是 偶 或 是 奇 而 定 . 
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定理 5.1 一 个 图 的 所 有 顶点 的 次 数 之 和 等 于 边 数 的 二 倍 . 
5.23 ”证 明定 理 5.1. 
证 EF 在 计算 -AE G 的 项 点 次 数 时 每 条 边 计算 两 次 .从 这 一 事实 直接 得 到 本 定理 . 
5.34 ”对 于 多 重 图 定理 5.1 R? 
E EF 成 立 .注意 计算 环 的 端点 的 次 数 时 , 环 的 条 数 以 一 倍 计算 . 
5.25 考虑 图 5-13 的 图 G==G(V,E).(a) 用 公式 表示 G, (bR G 的 每 一 顶点 的 次 数 和 奇 
FE, (e) x] G 验证 定理 5.1. 
解 F (a 图 G 有 5 个 顶点 ,因而 V= ja, bed, el, E 38 7 + b 
硕 点 对 |z,y|, 其 中 顶点 x M 是 连接 的 , 因此 a c 
E=lla,bi,la,cl,la,dl1,15,c|. ib el, tedi, deet]. 
(9b) 一 个 顶点 的 次 数 等 于 它 所 属 的 边 的 条 数 , 例 如 a BPa dbh 
faseh la,al, 或 者 等 价 地 ,在 图 5.13 的 图 形 中 a 引出 3 条 边 , 因 此 2 d 
degt a) =3. 同 理 , deg{5)=3,deg(c)=4,deg(d)=2,degle)=2. 于 
是 ,c,d Me EMRS, MaMo BANA. 图 5- 13 
(ce) 所 有 顶点 的 次 数 之 和 是 jx =3+3+4+2+2=14, 它 等 于 边 数 的 
两 倍 ， 
5.26 ”考虑 图 G, 其 中 
V(G) =-lA,B,C, DI, 
E(G) =A,BI,IB,CI, 1B,D1,1C,DI]. 
K G 的 每 个 顶点 的 次 数 和 奇偶 性 . 
E F 计算 每 个 顶点 属于 的 边 的 条 数 ,得 
degl A) = 1, deg(B) = 3, deg(C) = 2, deg(D) = 2. 
TCD ERE, m A 和 B 是 奇 的 ， 
85.27 求 图 $-11 多 重 图 的 每 一 个 顶点 的 次 数 . 
W =F 计算 每 个 项 点 引出 的 边 的 条 数 , 得 到 
degt Pi} =4, deg(P.) = 3, deg(P;) = 2, 
degi Pa) =3, deg(Ps) = 4. 
{这 里 ,在 P, 的 环 数目 , 对 于 计算 Ps 的 次 数 而 言 ,以 二 售 计 算 .) 
5.28 RE 5-12 多 重 图 的 每 个 顶点 的 次 数 ， 
Ë T 计算 每 个 顶点 引出 的 边 的 条 数 ,得 到 
degl P) =2, deg(P;.) = Ü, degtP3) = 3, 
deg{ Ps} =5, deg(Ps) = 1, deg(tPe) = 3. 
(这 里 ,在 P, 和 P, 的 环 的 数目 ,对 于 计算 它们 的 对 应 顶点 次 数 时 , 均 以 二 倍 计算 .) 
5.29 RE 5-9 中 图 的 每 个 顶点 的 次 数 和 奇偶 性 ， 
E F 计算 每 个 顶点 引出 的 边 的 数目 ,得 到 
degf Fi) = 1, deg(P;) = 3, deg{P3) = 2,deg(P4) = 3, deg(Ps) = 3. 
因此 Pi, Pa Py 和 P, 都 是 奇 的 , 而 P, ERK. 
5.30 RE 5-10 中 图 的 每 个 顶点 的 次 数 和 奇偶 性 . 
E tF 计算 每 个 顶点 引出 的 边 的 数目 看 到 每 一 顶点 都 是 2 次 的 因而 都 是 偶 的 . 
5.31 BLER C, H+ V(tG)= 1A,B, Ct 以 及 
E(G) = [1A,Cl,1A, DIB, B|, tB, Cih IC, At, 
IC, Bh ID BI |D, DH]. 
(a) 求 G 的 每 个 顶点 的 次 数 和 奇偶 性 ; 
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5.32 


5.33 


5.34 


5.3 


5.36 


5.37 


5.38 


(b) 对 多 重 图 G 验证 定理 5.1. 
解 EF (8) 计算 每 个 顶点 所 属 的 过 的 数 日 ,或 者 等 价 地 计算 E(G) 中 每 个 顶点 出 现 的 次 数 得 到 
degt A) = 3, deg(B) — 5, deg(C) = 4, degtD) = 4. 
因此 A AB 是 奇 的 ,而 C FI D EARR. 
(b) 所 有 这 些 顶 点 的 次 数 之 和 是 加 =3+5+4+4=16, 它 等 于 边 的 数目 (8) 的 两 倍 ， 
R 加 的 顶点 的 次 数 之 和 闫 ,其 中 Y(G)=14, B,C, DIE 
(aE(G)=[l]A,B|I,  A,CI {B,D}, IC, Dt]: 
(WEG) =[IA, B} JA, Ci, 1A, DI {B Al, |B, Bi, |C, B}, 1C, DI]. 
解 E 求 m 的 一 种 方法 是 求 每 个 项 点 的 次 数 ,再 求 所 有 顶点 的 次 数 之 和 . 然而 , 一 个 更 快 的 方法 
全 应 用 定理 5.1, 即 所 要 求 的 结果 是 边 数 的 两 倍 , 因 此 
(a) 因 有 4 条 边 ,因此 m=2x4=&. 
{hb} 因 有 7 条 边 ,因此 a =2x7=134. 
Ú > 是 图 (多 重 图 )G 的 一 个 孤立 顶点 . 它 的 次 数 是 多 少 ? 
解 EF 若 顶 点 o 不 属于 任何 一 条 过 , 则 它 基 孤立 的 ,这 样 , v 是 孤立 顶点 当 且 仅 当 deg( z) =0. 
#mE G= G(V E) ri V= .wv,wi,deg(v)=4. 
{a) 这 样 的 一 个 图 存在 吗 ? 若 不 存在 , 则 为 什么 ? 
(b) 这 样 的 “个 多重 图 存在 吗 ? 车 存在 , 则 给 出 一 个 例子 . 
解 ET (a) 不 存在 .由 于 一 个 图 不 能 有 多 重 边 和 环 ,从 vw 到 另 两 个 顶点 的 每 一 个 只 可 以 有 一 条 边 ， 
因此 degi vya. 
(HE. P, E= [lu vh, lu,ol, lu, wi do, wi]. 
# G=G(V, E) N rt V=]A, B,C, DI, E 
degl A) = 2, deg(B) = 3, deg(C) =2, deg(D)= 2. 
(a) 这 样 的 一 个 图 存在 吗 ? 若 不 存在 , 则 为 什么 ? 
(b) 这 样 的 一 个 多 重 图 存在 吗 ? 
解 EF (a) 不 存在 .由 于 所 有 顶点 的 次 数 之 和 m Runakay dh WE 5.1), 因此 它 必 为 偶数 ,这 里 
mm ==9 是 一 个 奇数 ,因此 这 样 的 图 是 不 存在 的 . 
(bj) 不 存在 .对 于 儿 重 图 定 漆 5.1 也 是 成 立 的 ， 


通路 .连通 性 

定义 一 个 图 (多重 图 }G 的 一 条 通路 及 其 长 度 ， 

解 EF 在 图 G 中 起 点 vo 和 终点 w 的 一 条 通路 (或 路 径 )a 是 形式 为 

Uor els Vis Egs Vsi En 1r Un—ls Emr Un 

的 顶点 与 边 的 一 个 交 昔 序列 ,此 处 每 一 条 边 。 是 与 结 点 w -+ 和 w 相关 联 的 . 边 的 数目 称 为 “的 长 
度 . 在 不 引起 访 猫 的 情况 下 , 我 们 用 边 的 序列 来 表示 a, ae = 《el,e2,…, ea), 或 用 顶点 的 序列 来 表示 
Z,a =(u Vja DT). 

EE SER) PH 8 85 BES 138. 

解 EF 若 一 条 通路 c= (ooo mm) 的 所 有 顶点 是 互 不 相同 的 , 财 称 它 基 简单 的 通路 . 若 所 有 
的 边 是 不 同 的 , 则 称 它 是 迹 . 

考察 一 个 图 {多 重 图 )G .定义 G 中 的 一 条 闭路 和 循环 (或 圈 ). 

解 EF 车 一 条 通路 a= (wo,a 9 EE v= vn MEAC) = 终点 (a), 则 称 它 是 闭 的 . 若 一 条 
通路 是 闭 的 且 除 wo = o, 外 所 有 其 他 顶点 是 不 同 的 , 则 称 它 是 循环 (或 圈 ) eE ; 的 循环 称 为 二 - 


循环 .因此 一 个 图 的 任 一 循环 的 长 度 至 少 是 3. 
设 u 和 v 是 图 G 的 顶点 .定义 和 ww 之 间 的 距离 , 记 作 dlu, v). 
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E F Rouso, Mj ala, o0, EU dlu, OAT u 与 v 之 间 最 短 通 路 的 长 度 .车 与 vo 之 间 
不 存在 通路 , 则 d(w, vw) 没 有 定义 . 
5.40 设 避 是 如 图 5-14 所 示 的 图 .考虑 G 中 的 下 列 通 路 ， 
(aJa = (el, gr Ëo es); 
(b)8= (es, es E3, 64s E63 €31 61). 
将 边 序 列 转 换 成 相应 的 项 点 序列 . 
E r 在 所 给 的 序列 中 , 列 出 第 - -条 边 的 起 始 顶 点 继 之 以 每 第 边 的 终点 ,得 到 
(aa =(AÀ,B,Z, Y, X), 
(8=(A.,X,Y,B,Z, Y, B, A). 
5.41 设 避 是 图 5-14 所 示 的 图 . 求 (a) 从 顶点 4 UMA 的 所 有 简单 通路 ;(b)a(A,Z). 
W F (a) 没 有 重复 顶点 的 通路 是 简单 通路 ,有 4 条 这 样 的 简单 通路 如 下 ， 
(A,B,Z), (A,B,Y,Z), (A,X,Y,Z), (A,X,Y,B,2), 
tb) 由 于 a=(A,B,Z) 是 从 A 到 Z 的 最 短 通路 ,其 长 度 为 2. 因 此 zf(4,2Z)=2， 
5.42 W G EE 5-14 ARIJE. I ak =3, (b)k=4,(c)}k =5,(d)k =6,R— k- WI. 
W E 一 个 上 -循环 是 一 条 长 度 为 上 的 闭路 , 它 的 所 有 顶点 是 不 同 的 ( 除 vo= o 外 ), EE 


(a)(XH, Y,Z, B), (b)(A, B, Y.X,A), 
(eA, B, Z, Y,X,A), {d) 不 存在 6- 循环 . 
Á a B A B c 
L] ti 
x “ss Y % Z X Y Z 
图 5-14 图 5-15 


5.43 B G W] 5-15 所 示 的 图 ,判定 下 列 的 边 序列 是 否 形 成 通路 : 
(DCA, XIX, BLIC Y!, |X, XI); 
NGA XI, IX, YI. 1Y,Z1,1Z, Al); 
(cX Bl, 1B, YI, 1Y, Cl); 
(d)XIB, Y] IX, YI, {A, XI). 
W t= 若 一 个 边 序 列 的 这 是 这 样 连 接 起 来 的 : 它 的 一 条 的 终结 点 是 下 一 条 边 的 起 始点 , 则 这 个 边 
序列 是 通路 . 
{a) 否 . 边 1C,Y| 不 接 在 }X,B| 后 面 ， 
WE MAR Y, Zi 不 是 一 条 边 ， 
(c). 
(d) 是 . 因 这 个 序列 可 重新 写成 (1B, YY|, {了 ,Xi, |X, A 站 ). 
5,44 ” 设 避 是 图 5-15 所 示 的 图 . {a) 求 A 到 C 的 所 有 简单 通路 ;{b}a(A,C). 
W (a) 从 #4 到 C 只 有 两 条 简单 通路 :(A,X,Y,C) 和 {A,X,B,Y,C), 
(WAFA 4 到 CC 的 最 短 通路 的 长 度 为 3, 因此 d(A,C)=3. 
5.45 RE 5-15 所 示 的 图 G 中 的 所 有 循环 . 
W F 6G 中 内 有 一 条 循环 , 凤 3- 循环 "= (B. X, Y, B) GX E, E HE a 与 具有 和 a 相同 顶点 
的 循环 杭 为 同一 的 , 例如 (和 Y, 下,X) ,而 且 这 些 循 环 由 调换 顶点 的 顺序 得 到 , 出 如 {B, Y, X. B).) 
定理 5.2 AFA < 到 顶点 w 有 一 -条 通路 当 且 仅 当 从 * 到 有 一 条 简单 道路 . 
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5.46 


5.47 


5.48 


5.49 


5.51 


证 明定 理 5.2. 

证 EF 每 一 条 简单 通路 是 一 条 道路 .因此 ,我 们 只 须 证 明 , 若 从 e 到 vw 有 一 条 通路 a, 则 从 ww 到 vw 
有 -- 条 简单 通路 .就 4 RE n 用 归纳 法 来 证 明 . 设 w=1, 有 即 a=(w, vw)}). 那 么 a 是 从 ww 到 ww 的 一 条 
简单 通路 . 设 wn 之 i, 比方 说 


& = (u = UG, Djs Vra C's Yy- V F va). 


若 没有 顶点 是 重复 的 , 则 a 是 从 w 到 w E — 88 63698 iS ARREA, EF v, = x, t 
k i <; EZ. 
B = (vp Ub s Da Ual Or) 

BH u= u 到 w= wm 的 长 赛 小 于 * 的 通路 .由 归纳 法 ,从 w 到 vw 有 一 条 简单 通路 ， 
在 闭 通路 、 迹 .简单 通路 和 循环 之 间 有 什么 包 会 关系 ? 

解 EF 有 .根据 定义 ,循环 是 具有 不 同 顶 点 的 闭 通 路 ,因此 任 循环 都 是 闭 通 路 ,而且 . 由 于 具有 
不 司 顶点 的 通路 必 有 不 同 边 , 因此 任 一 简单 通路 者 是 迹 . {第 环 是 迹 但 不 是 简单 通路 .) 

ë G 是 图 5-16 所 示 的 图 , 确定 下 列 序列 是 否 闭 通路 . 迹 ,简单 通路 或 循环 ; 
(a{B, A,X,C, B);(b)(X, A,B, YY):(e)(B, X, Y,B). 

E EF (a) 这 条 通路 是 一 循环 , 因 它 是 闭 的 且 顶 点 不 同 . 

(b) 这 条 通路 是 一 简单 通路 , 因 它 的 顶点 下 不 相同 . 它 不 是 鱼 环 , 因 它 不 是 闭 的 ， 

(e 这 甚至 不 是 一 条 通路 , 因 } 大, 了 | 不 是 一 条 边 . 


4 — 5 —. 
À c 
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圈 5-16 ËB] 5-17 


对 下 列 的 每 一 序列 , 重新 解答 习题 5.48:(a)(B, A, X, C, B, Y (b) (X, C, A, B, 
Y) (oX, B,A,X, C). 

N EF (〈a) 这 条 通路 是 一 条 迹 , 因 它 的 边 是 不 同 的 . 它 不 是 篇 单 通路 , 因 顶 点 B 是 重复 的 ， 

(b) 这 甚至 不 是 -~ 条 通路 , 因 iC, AFE. 

(<) 这 条 通路 是 一 条 和 迹 , 因 它 的 边 是 相同 的 . 它 不 是 … 条 简单 道路 , 因 顶 点 X 是 重复 的 . 

就 下 列 的 每 一 序列 重复 习题 5. 48: (a) (XX, B,A, X, B); (b(A, B,C,X,B,A);(c) 
(X,C,B,A). 


H F (a) 这 条 通路 既 不 是 闭 通 路 也 不 是 迹 .( 边 |X, BEAK RE, 它 既 不 是 循环 也 不 是 简单 
通路 . 
(b) 这 是 一 条 闭 通路 . 它 不 是 循环 , 因 顶 点 日 是 重复 的 . 
(0) 这 是 一 条 简单 通路 , 因 所 有 顶点 不 同 . 
TE G 是 图 5-17 所 示 的 图 . 求 (a) 从 A 到 2Z 的 所 有 简单 通路 ;(b) 从 A 到 Z 的 所 有 的 
迹 . 
N EF (a) 若 从 及 到 Z 的 -条 通路 没有 顶点 是 重复 的 (因而 没有 边 是 重复 的 ), 则 它 是 一 条 简单 
通路 .有 5 条 简单 通路 ; 
(A,C,Z), (A,B,C, 2), (A,X, Y, Z), (A,B,X Y,Z), (A,X,B,C, Z). 
(b) 若 从 4 到 Z 的 一 条 通路 没有 重复 的 边 , UERR. Hi (a) 5 条 简单 通路 与 
(A,X,B,A,C Z) (A,C,B,A, X,Y,Z), (A,B,C, A,X, Y, Z) 
合 在 -起 共有 8 AF. 


第 十 章 图 È 


"175° 


5.52 E 5-17 G RdA, Z). 
W 上 晤 由 于 从 4 到 2 有 一 条 长 度 为 2 的 通路 而 没有 更 二 的 通路 ,因此 4a{A,Z)=2.{ 回 忆 一 下 ， 
在 一 条 通路 中 , 长 度 是 边 数 而 不 是 项 点数 .) 
连通 图 
5,53 ”定义 一 个 连通 图 (多 重 到 ). 
W tF 若 一 个 图 {多 重 图 }G 的 任意 两 个 顶点 之 间 都 有 一 条 通路 , 则 称 G ERAN SEA). 
5.54 判定 图 5-18 的 每 一 个 图 是 否 连 通 的 . 
E EF ta) 是 .图 的 任何 两 个 顶点 间 都 有 一 条 通路 . 
(bE HE A, BHY 是 连接 的 , 自 C 和 大 是 连接 的 ,但 从 A. B 或 了 到 男 一 CC 或 到 没有 通路 ， 
《ce)} 基 . 因 任 何 两 个 顶点 加 都 有 一 条 通路 . 
《d) 否 .从 CC 到 图 的 侍 向 其 他 顶点 均 无 通路 . 
A B A B C z B A B 
cC D Xx y C D x y 
(a) (b) (0 (d) 
图 5-18 
5.55 ”考虑 图 5-19 的 多 重 图 .它们 中 哪 一 个 是 (a) 连 通 的 ;(b) 环 -自由 的 ( 即 没 有 环 ) ;{c) 图 ? 
E F (a) 只 有 (i 和 人 Gi) 是 连通 的 . 
1b) 只 有 (iv) 有 一 个 环 , 即 一 条 边 有 相同 的 端点 . 
(ORAMO EN. SEANA EEH, Or) 有 守重 边 且 有 一 个 环 . 
Gü) 的 《ii Gv) 
E 5-19 
5.56 考虑 图 5-2 的 多 重 图 .哪些 是 (ai) 连 道 的 ;(b) 图 ? 
E EF (a HA (ü EH (bH A (ui) E. 
5.57 ”定义 连通 图 G 的 直径 . 
W FG 的 直径 记 作 diam(G), 它 是 任何 两 个 硕 点 之 间 的 最 大 距离 . 
5.58 RR 5-17 的 连通 图 G 的 直径 . 
E EF 这 里 diam{G}=2, 世 它 是 人 尾 两 个 硕 点 之 条 的 最 大 内 离 . 
5.59 求 图 5-15 的 连通 图 G 的 直径. 
W EF 注意 d(C,2)=4, 且 它 是 G 中 尾 何 两 个 质点 之 间 的 最大 历 离 .因此 diam( G) = 4. 
5.60 RE 5-14 中 连通 图 G 的 直径 . 
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图 5-20 


W F mi ad(A,Z)=2, BE G 中 任何 两 顶点 间 的 最 大 距离 . 基 此 diam{G)=2. 


5.4 子 图 .连通 分 图 、 割 点 , 桥 


5.61 


5.62 


5.63 


5.64 


5.65 


定义 术语 (a) 子 图 和 (b) 满 子 图 . 
解 Em (a) 设 GG 和 日 都 是 图 .车 VY(H)SGSV(G), 即 日 的 从 点 也 是 G 匆 顶 点 ,并 且 E(H)S 
E(G), BI 日 的 边 也 是 G WB, H E G 的 一 个 子 图 . 换 句 话说 ,H(V,E 是 GV, EÑ -tF 
图 当 且 仅 当 VV B EC E. 
(bit H= HYV',E 是 EE=G(V,E) 的 一 个 子 图 .车 EE 包含 端点 都 在 WW 中 的 EE 的 所 有 的 边 , 则 称 
HE G 的 一 个 满 子 图 .在 这 种 情形 下 ,HH 称 为 由 生成 的 G 的 子 图 . 
考察 图 5-21 的 图 G= G(V,E).2JE H= H(V ,E') 是 否 是 G 的 子 图 ,其 中 
A p (lavV =]A,B,F|H E =[{A, B}, 1A, Fi]; 
(bV = IB,C, DIB E =[iB,Cl 1B,DI]; 
(cv =|A,B,CIH E =[lA,BI 1A, Ct]. 
解 r 若 妃 是 一 个 图 且 它 的 顶点 含 于 V P DEFE B,W H E GH 
Á p 个子 图 . 
aE, MA F PEG Y. 
图 5-21 (bE. 
{c) 否 , 因 |A, Ci 不 是 G 的 一 条 边 . 
考察 图 5-21 的 图 G= G( V, E). HE H= HCV ,E') 是 否 是 G 的 子 图 ,其 中 
(a V =lA,B,DI E E =llA,BI,IA,DiJ; 
(b) V = iB|B E= 多 , 空 集 ; 
(JV =|A,B,CI BE =[lA,BI, 了 CC iB,DI], 
W EF (QT. AJA, DITE G 的 一 条 边 ， 
(bÆ. 
(ym. BR VEV BE CE, EH pE- 4A, At H TEG É) — TE]. Rikikik, E 的 18, D1 
的 端点 不 在 VY 中 ， 
考察 图 5.21 的 图 G = GCV,E). 求 由 (a)V =14,B,Cl;(DjV =A, C, Dilo v 
=A, D ÆRE] G WGR) TE. 
解 EF 这 里 已 ' 由 端点 均 在 VPA E HETA BHN. AE 
(a)E’=[1A,.B',1B,C!]; 
(bE’=[!C, DH]; 
(yE = 好 , 即 空 集 . 
考察 图 5-21 的 图 G = G( V. F). k G 的 满 子 图 的 数 日 
R OF Y=i4,B,0,Di 的 每 TAME- TMTE. VA m=2+=16 个 子 集 ,从 而 G 有 16 个 


FER 图 论 .177 ， 


满 子 图 .{ 我 们 包括 空 图 , 它 既 无 项 点 又 无 边 .) 


连通 分 图 


5.66 


5.68 


5.69 


5.70 


5.71 


设 G 是 一 个 图 (多 重 图 .定义 G 的 .个 连通 分 图 .用 一 个 例子 解释 . 


E E G 的 一 个 连通 分 图 是 G 的 一 个 子 图 , 它 
不 包含 在 G 的 更 大 的 连通 子 图 中 . 显然 , 一 个 连通 


分 图 是 由 其 项 点 生成 的 满 子 图 , 因 下 我 们 可 列 出 它 《 c 
的 项 点 来 表明 - -个 分 图 .清楚 地 , G 可 以 划分 成 分 
图 .图 5.22 表明 一 个 图 有 二 个 连通 分 图 :1 A, C， 
XL 181 和}Y,21， 
求 图 5-23 的 图 G 的 连通 分 了 图 ， ， 
x @ — —tFFCFs 


W Em 以 性 一 项 点 开始 ,比方 说 A, 找 与 A 连接 

的 所 有 项 点 ,这 就 得 到 分 图 | 及 , B, Y. Z|. 其 次 , 选 图 5.22 

取 不 在 这 个 分 图 的 一 个 顶点 ,重复 下 述 过 程 得 到 另 

-个 分 图 . 核 此 方法 继续 下 去 , 直 旬 识别 出 所 有 分 图 为 止 .就 该 图 ,我们 又 得 到 两 个 分 图 iC, X. Q| 和 
IP, Ri AE G 的 分 图 是 14 B, Y.Z 1C,X,Q!,|P,R|. 


A B fa) 
A B C Ü 
X Z 
P 
PN Y AR 9 R š 
图 5-23 图 5-24 


求 图 5-24 的 图 G 的 连通 分 图 . 

W ES WEJ 5.675928. 得 到 分 图 |4,D,P,S,Ci IB.Q, RI. 

ËR G BB Ed. at V(G)=1A,B,C,XX, Y, Z] B 
(a)E(G)=[lA,XI,1C,X11; 

(bE(G)=[1A,Y1,1B,C1, iZ, Y., IX, Zi]. 

W F (5) 这 里 ,4 与 C 和 XX 达 接 ,B,Y 和 2Z 是 现 立 项 点 .因此 1A,C,X},1Bt1,jY1 和 12Zl 是 必 
的 连通 分 阁 ， 

(WREE A, Y, Z ji X 是 连接 的 ,日 和 C 是 连接 的 ,因此 1 入, 和 ,了 ,2 和 ,CI 是 生 的 连通 分 图 . 
求 G 的 连通 分 图 ,此 处 V(G)= 1A,8,C,P,Qi 且 
(DE(G)=[1A,C1,1B, Ql, {IP, Cl, 1Q,A1]; 

(b)E(G)= 儿 , 即 空 集 . 

解 Em (KE c EEEN BR 一 顶点 与 其 祭 硕 点 连接 .因此 G 有-- 个 分 图 V(G)= A.B. 
C.,P,QI. 

(bH T R(G) 是 空 集 , 所 有 的 顶点 是 孤立 点 , BEAL Bl, ICI IPHN Q HSE G 的 连通 分 图 . 

设 G 是 一 个 图 .对 于 顶点 ww 和 u, 若 zx=w 或 从 zx 到 v 有 一 条 通路 , ME u~ AK 
明 一 是 关于 V(G) 上 的 一 种 等 价 关系 .如 何 描述 由 一 诱导 出 等 价 类 ? 

W er 根据 定 六 ,对 每 -- wE VG) RA «~u, AE -E H m.i uv, WMA u Bo 有-- 


条 通路 a .反之 ,ec 给 出 从 v 回 到 u 的 一 条 通路 .因此 有 ww 一 ,从 而 一 是 对 称 的 ,最 后 , 设 w~v 且 vw 
一 也 , 则 从 二 到 有 一 条 通路 a 以 及 从 了 到 到 有- -条 通路 用 .而且 ,终点 (ec)= w= 起 点 (有 A). 因 此 a 
HAERE SHM u 到 好 的 一 条 通路 p TEE "一 m, 共 而 ~ 是 传递 的 .由 一 确定 的 等 伏 类 是 
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G 的 连通 分 图 . 
子 图 G ~v , HA 


5.72 ES TEL G - u, $h v Ë G 的 一 个 顶点 . 


解 EF G-, 是 从 顶点 集合 YIG) 删 去 顶点 v AA E(GriBl 3 ts o 相关 联 的 所 有 边 得 到 的 G 
HTE. SAEK, G - vw 是 由 剩 下 的 顶点 生成 的 G 的 满 子 图 ， 

5.73 定义 连通 图 G 的 一 个 割 点 . 
解 EF ËG- 是 不 连通 的 , 刚 顶 点 v 称 为 如 的 一 个 割 点 .( 更 - 般 地 ,对 于 任 一 图 避 , 若 G-w 
有 上 比 G 喝 多 的 连通 分 图 , 则 o 是 一 个 制 点 .》 

5.74 É G EE] 5-25 所 示 的 图 . 求 (a)G - A;(b)G - B;(c)G - C. 
解 EF 从 G 删 去 给 定 的 顶点 和 所 有 与 该 点 相关 联 的 边 得 到 图 5-26 所 示 的 图 . 


A H C 
D E F 
图 5-25 
(a) (b) (e) 
图 5-26 


5.78 4 G EM 5-25 所 示 的 图 . 求 (a)G -D;(b)G- E;(ce)G- F. 
解 EF 见 图 5-27. 
5,76 it G REI S-25 所 示 的 图 .G ERA? 
解 w 图 5-26 和 5-27 表 明 ,对 G 的 任何 一 个 顶点 o, G- o REEN. AIE, GRANA. 


(a) (b; (e) 


Æ 5-27 


5.77 G ÆR 5-28 HRR. Ka)G-A;(b)}G-B:;:le)G-C. 
E F 从 图 中 删 去 给 定 的 顶点 和 所 有 与 该 项 点 相关 联 的 边 得 到 的 图 , 如 图 5- 29 所 示 
5.78 G 是 图 5-28 所 示 的 图 . 求 (ajG 一 XX;(bB)G- Y;(c)G - Z. 
解 EF 见 图 5-30. 
5.79 Ë G 是 图 5-28 所 示 的 图 .G ERa? 
解 EF 图 5-29(b) 和 5-30(b} 表 明 仅 仅 G-B 和 GG- 了 是 不 过 通 的 .因此 BB 和 Y 是 局 的 割 点 . 
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5.80 GER, EP V(G}=]A, B,C, X,Y, ZI, E(G)=[fA, 4 5 
Cl, lA, RI, IA, YI, IB, YI iB, Zi]. (aK G - A; (by 
定 G- 上 4 的 连通 分 图 的 数目 . 


C Y 
解 OEF (aD VIGE A US MA EC GM A 相关 联 的 所 有 边 
得 到 7 z 
V(G — A) z=1B,C,X, Y, Z!, 
FtG - A)=[iB, Y}, |B, Z|]. 图 5-28 


OEE B,Y 和 Zz RREH, A CHANIA G-A H). BE 


Ta "y 
r 
° E) 
> 
` 
/ s. 


(a) G-A (b) G-8 (c) G-C 
图 5-29 
"Y ). 
V: * 
a) G-X (b) -F {06) G-Z 
图 5-30 


IB, Y,Z1,1C1 和 [Xt 是 G- A 的 连 遵 分 图 . 
5,81 设 人 是 图 5-15 的 图 .G APA? 

N ww 删 去 4, 和 或 了 (以 及 与 这 些 顶点 相关 联 的 边 ), 则 将 G 分 亢 , 因 此 A, X fa Y 是 割 点 ， 
5.82 设 G 是 图 5-16 的 图 .G 有 割 点 吗 ? 

解 F 只 要 移 去 B( 以 及 与 日 相关 联 的 边 ), 则 将 G 分 离 , 因此 只 有 BERN. 


子 图 G "e, 桥 


5.83 定义 子 图 G - e, Eit e 是 6G 的 一 条 边 . 
解 名-e 是 从 G 的 边 集合 中 内 是 删 夫 ee 得 到 的 .这 样 , V(G- e)= VO(G)BE E(G - e)= 
E(G)N Iel. 

5.84 ”定义 连通 图 G 的 桥 ， 
E r # G - 是 不 连通 的 , 则 边 e E GHR C - 般 地 ,车 G-e 比 G 有 更 争 过 通 分 图 , 则 。 是 


G H.) 

5,85 设 G 蚌 图 5-21 的 图 . 求 (ajG-1A,BI;(b)jG-1B,Cl;(c)G- IB, Di, (d)G - 
IC, D}. 
W otr REMEHA% EHH, 得 到 相应 的 图 在 图 5-31 中 . 
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5.87 


5.88 


5.89 


AAL 


(a) G-{4,8} tb) C-IB.C) (c) G-(B.D) (d) G-IC.D) 
图 5-31 


i G 是 图 5-21 的 图 . G 有 桥 吗 ? 

E Er 图 5-31 和 表明 ,只 有 -14,Bi 是 不 连通 的 ,因此 1A,BI 是 G 的 一 座 桥 并 且 是 公有 的 一 座 
t. 

É G 是 图 5-15 的 图 .G 有 桥 吗 ? 

解 EF GG 有 三 座 桥 } 太 ,1, |A, ZIMY, CI WE G 的 其 他 任 一 条 边 不 能 将 G 分离 . 

设 已 是 图 5-16 的 图 ,G 有 桥 吗 ? 

解 EF 只 有 |B, Yi 能 将 G 分 离 ,因而 1B, yi 是 G 的 惟一 桥 . 

设 G 是 图 5-24 的 图 .G 有 桥 玛 ? 

E se 这 里 , G 有 两 个 连通 分 图 .删除 |C, SI 或 1D, SIIH G 分 成 三 ( 煞 于 二 ) 个 连通 分 图 .因此 
IC. Si 和 1D,S1 都 是 桥 .( 译 者 注 :|1A,D! 和 DD, Pl 也 是 G BB.) 

W G 是 习题 5.80 的 连通 图 , G 有 桥 吗 ? 

E F 每 条 边 都 可 把 G 分 离开 .因此 G 有 五 座 桥 . 


5.5 可 穿 程 多 重 图 


这 一 节 讨 论 可 穿 程 多 重 图 .除非 讨论 中 图 和 多 重 图 的 差别 是 不 可 少 和 不 言 而 喻 的 , 可 视 为 
图 又 可 视 为 多 重 图 时 , 可 以 使 用 图 这 个 术语 ， 


5.92 


5.93 


5.91 ”结合 一 个 例子 定义 一 个 可 穿 程 图 . 
解 EF nR- AEREN G 可 用 一 条 曲线 无 中 断 
地 画 出 来 并 且 屋 有 重复 的 边 ,这 就 是 说 , 训 果 有 一 条 
售 所 有 顶点 而 俗 好 用 每 条 边 一 次 的 通路 ,那么 说 G 
是 可 穿 程 的 ,这 样 的 -条 道路 必 为 一 条 迹 ( 因 没有 这 
被 重复 二 次 ), 并 称 其 为 可 穿 程 迹 .显然 ,一 个 可 穿 程 
(a) (by SERGE EEEN. E 5-42(b) 家 示 图 5-32(g) 的 
多 重 图 的 一 条 可 穿 程 迹 . (为 标明 该 这 的 方向 ,这 个 
EJE S ba Br 18 A É Tü aa, E 3 RF E JE bk SE 
去 .) 
假设 一 个 多 重 图 是 可 穿 程 的 ,一 条 可 穿 程 迹 不 以 某 一 顶点 P 为 起 点 或 给 点 .证 明 P 是 
BER. 
证 er 无 论 什 么 时 收 , AmE RA P, 而 总 有 一 条 非 前 面 的 边 使 迹 离 开 PP, 这 样 ,这 亲 
过 成 对 地 用 迪 与 已 相 关联 ,因而 正如 所 要 证 明 的 ,已 是 偶 次 的 . 
证 明 有 多 于 两 个 奇 顶点 的 多 重 图 G 是 不 可 穿 程 的 . 
证 EF 假设 是 可 穿 程 的 , Q 是 局 的 : -个 奇 预 点 .根据 可 题 Ss.02 一 条 可 穿 程 迹 必须 以 Q 为 起 
点 或 终点 .因此 G 不 可 能 有 寄 于 两 个 奇 顶点 . 


5-32 
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5.94 ”讨论 哥 尼斯 堡 (Konigsberg) 桥 问题 和 它 的 解 . 
E OF ”13 世纪 东 普 便士 的 哥 尼 斯 集 城 有 两 个 岛 和 七 座 桥 , 如 图 5-33(a) 所 示 . 同 题 :无 论 从 何 处 
开始 和 何 处 繁 止 ,一 个 人 能 走 过 所 有 七 吓 桥 而 不 经 过 任 一 座 祷 两 次 走 遍 全 城中 ?” 哥 尼斯 堡 人 关于 这 
个 问题 写 信 给 著名 的 瑞士 救 学 家 欧 近 (Euler) . 欧 拉 于 1736 年 证 明了 这 样 的 行走 是 不 可 能 的 .他 用 点 
替代 两 个 岛 和 江 的 两 岸 而 用 曲线 普 代 桥 , 便 得 到 图 $-33{b) .不 难看 出 , 在 哥 尼 斯 堡 行走 是 可 能 的 当 
HERSE 5-33(b) 所 示 的 才 重 图 是 可 穿 程 的 . 因此 一 个 人 经 过 每 座 桥 一 次 走 遍 再 尼斯 堡 是 不 可 
能 的 . 


(a) 于 1736 年 的 哥 尼斯 保 (b) 欧 拉 的 图 表示 
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5.95 ”定义 一 个 欧 近 图 和 一 条 欧 拉 迹 . 
W EF 若 一 个 图 {多 重 图 )G 有 一 条 闭 的 可 穿 程 迹 , 称 为 欧 拉 迹 , 则 G 称 为 欧 拉 图 ， 
定理 $.3{ 欧 拉 ) 一 个 有 限 的 连通 图 G 是 欧 拉 图 的 充分 必要 条 件 是 每 一 个 顶点 都 是 个 
次 的 . 
推论 5.4 任何 一 个 具有 两 个 奇 顶点 的 有 限 连 通 图 都 是 可 穿 程 的 ,一 条 可 穿 程 迹 可 以 以 
一 个 奇 顶点 为 起 点 上 且 以 另 一 个 奇 顶 点 为 终点 . 
5.96 证 明定 理 5.3. 
证 EF 设 避 是 欧 拉 图 ,T 是 一 条 欧 拉 迹 . 对 怠 的 任 一 顶点 v, E THA u 而 又 商 开 v, 进入 和 离 
开 的 次 数 相等 而 没有 重复 任何 一 条 边 , 困 此 " BRK. 
反之 ,假设 G 的 每 一 个 顶点 都 是 偶 次 的 .我 们 构造 一 条 欧 拉 迹 .一 条 迹 T. 以 任 一 边 * 开始 , 相 
继 地 增加 边 延 促 它 ,车 Ti 不 在 某 一 步 闭合 ,比方 说 , Ti 开始 于 e BEEE ou WENE T, PH 
只 是 奇数 条 边 与 o 相关 联 , 因此 我 们 可 以 用 另外 - -条 与 v 相关 联 的 边 来 延伸 Ti .这样 ,我 们 可 继续 
延伸 T, 直到 T, 回 到 它 的 起 始 项 点 vo 即 直 到 T, 是 闭合 的 . 若 T, 包含 G 的 所 有 边 , 则 T 是 欧 拉 
迹 . 
假设 T, 不 包含 G 的 所 有 的 边 . 考 察 从 G 删 去 T; 的 所 有 边 得 到 图 H. H 可 能 是 不 连通 的 ,但 由 
FT 包含 偶数 条 边 与 任 一 顶点 相关 联 ,因此 万 的 每 一 硕 点 是 惕 次 的 ,由 于 G 是 连通 的 ,因此 有 H 
的 一 条 边 e, 其 一 个 终点 u 在 工 , 中. 我们 构造 H PERET, BET e HAB. bF H RA 
顶点 是 侦 次 的 ,我 们 可 以 继续 在 H PET, 直到 它 回 到 v, 如 图 5-34 所 面前 .显然 ,我们 可 以 把 
T, 和 T, 会 起 来 形成 G 的 一 茶 更 长 的 闭 这 .我 们 继续 这 个 过 程 , 直到 G 的 所 有 边 都 用 到 ,最 后 我 们 


得 到 一 条 欧 拉 迹 , 因 此 G 是 欧 拉 图 . 


7 n 


图 5-34 
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5.97 证明 推论 5.4. 

证 gz 假设 G 是 一 个 有 限 连通 图 , 它 只 有 两 个 奇谈 点 , 比方 说 

u 和 ,在 图 台中 ,从 二 到 加 上 一 条 边 。 形成 新 的 图 C = GU 

lei, 如 图 5-35 所 示 . 于 是 G 的 所 有 顶点 都 是 偶 次 的 . 据 定 理 

5.3, G* 有 一 条 闭合 的 穿 程 迹 。 由 于 a 是 闭合 的 ,不 失 一 般 性 , 我 

KITART a 由 开始 . 设 8 是 设 有 它 的 头 一 条 边 e 的 通路 . HE 

图 5- 35 Z, 8 E GARAT o 的 而 终点 在 u 的 一 条 可 穿 程 迹 , 推 论 得 证 . 

5.98 ”判定 图 5-36 的 各 图 是 否 可 穿 程 . 

M F 求 每 一 顶点 的 次 数 , 然后 确定 是 否 所 有 的 顶点 都 是 但 次 的 或 者 俗 好 两 个 页 点 是 奇 次 的 . 若 


是 这 两 种 情形 的 任 一 种 情形 , 则 该 图 是 可 穿 程 的 . 
| B 
C D 


{a) 蚌 . 因 它 的 项 点 中 恰 有 两 个 A MDERKH. 
(d) 


(b) 是 . 因 所 有 的 顶点 都 是 个 次 的 . 
(c) 否 . 因 所 有 4 个 顶点 都 十 奇 次 的 . 
(DE BEHRA EART B 和 忆 是 奇 次 的 . 


4 B 4 B 4 B 
c D c D C D 
a) (b) (c) 


图 5-36 


5.99 ”判定 下 列 图 G 的 哪些 是 可 穿 程 的 ,其 中 YIG)= 4, B,C, DI1 且 
(a)JE(G)=[.A,BI, IB ,CIH IC, DI. ID, A|]; 
(bECG)=[1A, BI,1A, Ch tB, Ci 1B, D), C, D}, ID, At]; 
(QE (G)=[1A,;, Bh, |C, Di, |B,A}, C,Ch 1D, CH]. 
解 Er 如 同 习 题 5.98, 求 每 个 顶点 的 次 数 , 狼 后 确定 所 有 的 项 点 是 不 是 但 次 的 或 者 是 不 是 恰 有 两 
TEKKA. 
ta) 是 . 因 所 有 的 顶点 是 2 次 的 . 
(b) 不 是 , 因 所 有 的 顶点 都 是 3 次 的 . 
{c) 不 是 ,虽然 所 有 的 顶点 都 荐 但 次 的 , 但 此 图 荐 不 过 通 的 . 
5.100 判定 图 5-37 中 的 哪些 图 是 可 穿 程 的 . 


ia) (b) ic) 


图 5-37 
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解 上 (a) 可 穿 程 的 . 因 6 个 顶点 是 偶 次 的 ,两 个 是 奇 次 的 
{b) 不 可 窜 程 的 . 因 有 4 个 奇 顶点 . 
{e) 可 穿 程 的 . 因 所 有 10 个 顶点 都 是 惕 次 的 . 

5.101 求 图 5-38(a) 的 多 重 图 的 可 穿 程 迹 . 


解 er 有 许多 可 能 的 解 , 但 它们 都 起 始 和 于 一 个 奇 次 顶点 而 终止 于 另 一 个 奇 次 项 点 .图 5-38(b)#l 
5-38tc) 给 出 两 个 可 能 的 解 . 


(a) (b) (o) 


图 5-38 


5.102 HER 5-39 的 哪些 图 是 可 穿 程 的 ， 
E EF (ay 可 穿 程 的 . 因 $ 个 顶点 是 侦 次 的 和 两 个 顶点 是 奇 次 的 . 


(OTEN. A 5 个 顶点 是 惕 次 的 和 两 个 顶点 是 奇 次 的 . 
(c) 不 可 穿 程 的 . 因 4 个 外 围 顶 点 都 是 奇 次 的 . 


(a) (b) (e) 


图 5-39 


5.103 RA 5-4K DHEER HFEA. 
WW Er 有 许多 可 能 解 ,但 它们 都 必须 从 一 个 奇 次 顶点 开始 而 终止 于 喘 一 奇 次 项 点 .图 5-40(b) 给 
出 这 样 的 一 个 解 ， 


图 5- 40 


5,104 ”定义 一 个 哈密 顿 (Hamilton) 图 . 
E 哈密 策 图 是 具有 经 过 每 一 个 顶点 仅仅 - -次 的 一 条 闭 通路 的 图 .这 样 一 条 通路 是 一 个 特 
环 , 因而 称 为 吗 凯 顿 循 环 .注意 , 歼 拉 锋 环 只 用 到 每 -条 边 一 次 但 可 重复 既 过 顶点 ,而 险 窗 顿 猪 环 和 鱼 


5.105 


5.106 


5.107 


5.108 


5.109 
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个 顶点 只 经 过 一 次 (除非 头 一 个 和 最 后 一 个 顶点 ?但 可 跳 过 一 些 边 . 

通 一 个 具有 6 个 顶点 的 哈密 顿 图 但 不 是 欧 控 图 . 

E E 这 个 问题 有 许多 解 ,其 中 … 个 解 如 图 5-41(a) 所 示 . 然而 每 个 解 必须 有 一 个 循环 , 它 必 须 
经 过 每 个 预 点 一 次 (哈密 顿 ), 但 无 必要 有 经 过 每 一 条 边 一 次 的 条 闭 迹 { 欧 拉 ) ,注意 ,当选 取 的 哈 
TAREE, 只 要 寻找 奇 次 顶点 便 易 确定 它 是 否 是 欧 拉 图 ,至少 存在 一 个 这 样 的 顶点 的 图 将 不 是 
欧 拉力 ， 


(a) 哈密 顿 而 非 欧 拉 (b) 欧 按 而 非 哈密 顿 


图 5-41 


画 一 个 有 6 个 顶点 的 欧 近 图 但 不 是 哈密 顿 图 . 
Ñ 4 如 同 习 题 5.105, 有 许多 可 能 的 解 ,其 中 一 个 解 如 图 5-41(b) 所 示 .- 然 而 ,每 一 个 解 必 须 有 
一 条 只 用 到 每 条 边 ~* 次 的 闭 迹 { 欧 拉 ), 但 无 必要 有 经 过 每 个 顶点 仅 -次 的 一 个 循环 (哈密 顿 ). 从 欧 
拉 定 理 我 们 知道 所 有 顶点 都 是 侦 次 的 图 是 欧 拉 图 .但 是 , 标 出 所 选 的 欧 拉 图 后 没有 简单 的 准则 来 确 
£ EET EDS WEST. 
假设 G 是 一 个 有 3 个 顶点 的 连通 图 .证 明 G 是 可 穿 程 的 . 
证 ?因为 顶点 的 次 数 之 和 必 为 偶数 ,因此 G 不 可 能 有 一 个 或 3 个 奇 次 顶点 .这 样 ,G 必然 只 
有 偶 顶 点 或 者 两 个 奇 顶点 和 一 个 个 顶点 .在 尾 一 情形 下 , G 是 可 罕 程 的 ， 
求 图 G 的 一 个 穿 程 迹 , 此 处 

V(G) = ÍA,B,C, D}, 

E(G)=[!lA,CI 14A, D}, {B,C} IB,DI,iC,DI]. 
解 EF 这 里 C 和 上 D RT, AE- -AALA AF CERT 也 或 反之 .这 样 的 一 条 迹 是 a 
=(C,A,D,B,C, D). 
证 明 可 从 一 个 多 重 图 G 加 上 或 删除 环 , G 保持 可 穿 程 或 者 不 可 穿 程 ， 
证 F 图 6 的 任 -- 顶 点 mw 的 次 数 依 项 点 增加 或 出 除 一 个 环 而 相应 地 增加 或 诚 少 2, 这 样 不 会 改 
变 。 的 奇偶 性 ( 奇 或 偶 ). 因此, G 有 等 或 两 个 奇 硕 点 的 情形 ,也 天 会 因 增 加 或 删除 环 而 改变 顶点 的 
奇偶 性 . 


5.6 特殊 图 


有 许多 不 同类 型 的 图 .这 一 节 , 我 们 定义 其 中 四 类 :完全 图 ,正则 图 , 偶 图 和 树 图 . (这 里 的 
术语 不 包含 多 重 图 .) 


5.110 


5.111 


5.112 


定义 一 个 完全 图 . 

Ñ Er 若 一 个 图 G 的 每 个 顶点 都 与 其 他 的 每 个 顶点 连接 , 则 称 G 是 完全 图 .具有 n 个 项 点 的 
完全 图 用 K, AR. 

画 出 完全 图 K I. Ka Ki Ks 的 图 形 . 

E EF 首先 画 出 " 个 适当 的 顶点 ,然后 从 每 一 个 顶点 到 其 他 每 一 个 项 点 函 一 条 边 . 所 均 求 的 图 
形 如 图 5- 42{a) 所 示 . 

画 出 完全 图 Ks 和 Ke. 


.113 


-114 


-115 


-116 


.117 


.118 


-419 


-120 


K, Kı K, 


$ EF 风 图 5.42(b). 


a P 


Ks Ke 
图 5-42(b) 
求 完 全 图 K, 的 边 数 m. 
解 um 每 对 顶点 决定 一 条 边 .由 于 有 Cln,2) 种 方法 选取 个 顶点 的 两 个 顶点 ,因此 


m= Cin,2}= n(n -1}2. 
求 图 (a) Ka, (ODK atO Ks 的 边 数 . 


(a) m= = 28, (b)m = = 66, (e) = SS =105. 


完全 图 K, 是 连通 的 ,这 是 因为 它 的 每 个 顶点 都 与 其 他 每 个 项 点 过 搂 . 求 diam( K. ). 


解 EF 这 里 ,对 于 K, 中 任何 两 个 不 同 顶点 u 和 vw,d(w,v)=1. 因 此 damt K,)=1. 
求 K, 的 每 个 顶点 的 次 数 ， 


解 tF 每 一 个 顶点 与 其 余 nx 一 1 个 项 点 连接 .因此 ,对 于 K, 的 每 一 个 顶点 v, deg{w)= n -1. 


n 是 哪些 值 时 , KE。 是 可 穿 程 的 ? 


R up 若是 奇数 , 则 由 于 deg(w)=n 1 因而 每 一 个 顶点 都 是 偶 次 的 ,因此 , 当 x 为 奇数 时 ， 
K, 是 可 穿 程 的 ,而 了 ,由 于 K, 只 有 一 条 边 连 接 两 个 顶点 ,因此 它 是 可 穿 程 的 .然而 , 当 n>2 且 


为 偶数 时 ,完全 图 将 有 n(A T 2) 个 奇 次 顶点 ,从 而 它 是 不 可 穿 程 的 ， 
定义 一 个 正则 图 ， 


解 ¿ze 一 个 图 C 是 上 次 正则 或 上 -正则 的 , 如 果 每 一 顶点 具有 次 数 . 换 句 话说 , 若 一 个 图 的 每 


个 顶点 具有 相同 的 次 数 , 则 它 是 正则 的 . 
描述 和 画 出 次 数 为 0,1 和 2 的 连通 正则 图 . 


解 ” 哮 过 通 的 0- 正 见 半 是 只 有 一 个 顶点 而 无 边 的 平凡 图 . 连 遗 的 1 -正则 图 是 有 两 个 顶点 和 一 
条 连接 它们 的 边 的 图 .具有 = 个 顶点 的 2 -正则 图 是 一 个 简单 的 ” -循环 组 成 的 .图 5-43 表示 连通 


的 和 -正则 和 1 -正则 以 及 一 些 连 通 的 2 -正则 图 . 
假设 > 是 一 个 奇 整数 .证 明 一 个 > -正则 图 必 有 偶数 ” 个 顶点 . 


"185. 


“186 ` 
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.人 DOQ0O 


他 0 一 正则 的 — (地 1 一 正则 的 (ii) 2 一 正则 的 


图 5-43 


证 EF 设 S 是 具有 j 个 顶点 的 性 一 > -正则 图 的 次 数 之 和 .于 是 S= rn. 据 定理 5.1, 和 S 必 为 
属 数 . 若 + 是 奇数 , 则 a ARR. 


5.121 求 完 全 的 正则 图 K， 的 那些 n HA. 


5.125 


5.126 


5.127 


5.128 


解 E K, 的 每 一 个 顶点 具有 次 数 一 1. 这 样 ,对 于 每 一 个 wn, 图 K, Zk n — 1 IE RIS. 


5.122 画 出 两 个 有 6 个 顶点 的 3 -正则 图 ， 
E EF 见 图 5.44. 

5.123 HERRAT? 个 项 点 的 3- 正则 图 . 
解 FF 出 于 一 个 3- 正 则 图 必须 有 从 数 个 
顶点 ,因此 不 存在 这 样 的 图 (见习 题 5.120). 

5.124 ” 曾 出 两 个 具有 8 个 顶点 的 3 -正则 图 ， 


E EF 参见 图 5-45. 因 只 是 图 ([b) 有 两 个 
5 -循环 ,因此 这 两 个 图 是 不 同 的 . 


G < 


图 5-45 


图 5-44 


定义 一 个 偶 图 和 AZERE. 
解 EF 若 -个 图 G 的 页 点 集合 V 可 分 成 两 个 子 集 M 和 N 使 得 G 的 每 条 边 连接 M 的 一 个 项 


点 与 N 的 一 个 顶点 , 则 称 G 是 偶 图 (或 二 分 图 ) ,一 个 完全 倘 图 是 指 M 的 每 个 项 点 与 N 的 每 个 项 
点 相连 接 , 用 KK。 表示 它 ,其 中 m 是 M 的 顶点 数 以 及 = 是 N 的 顶点 数 .为 了 标准 化 ,我 们 假定 m 
=n. 


求 完全 偶 图 Kn AAR. 

E E 个 顶点 的 每 一 个 与 个 顶点 的 每 一 个 连接 ,因此 KK,， 有 mn Rit. 

画 出 完全 侦 图 Kii, K3,3 和 K>... 

多 F 为 了 画 -- 个 完全 偶 图 ,把 适当 数目 的 项 点 恰好 胃 于 两 平行 列 中 然后 把 一 组 的 所 有 顶点 与 
另 一 组 的 所 有 项 点 连接 起 来 . 所 每 到 的 轿 如 图 5-46 所 示 ， 

确定 任 一 完全 偶 图 的 直径 ， 

E £F HTK ;只 有 两 个 项 点 且 它 们 之 间 的 最 短 道路 的 长 度 为 1, 因此 K HEBEL NF 
有 其 他 约 侦 攻 ,由 于 或 在 M 中 或 在 N 中 任 两 点 恰 以 距离 为 2 相隔 ( -条 边 到 达 另 一 子 图 的 顶点 又 
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5.129 


5.130 


树 


Kya K; s K; 


图 s.46 
返回 原子 图 ), 因此 直径 为 >， 
画 出 图 Kas. 
$ EF K,s 由 7 个 顶点 组 成 ,分 两 个 顶点 ,比方 涪 a, 和 a ERE M 中 ,5 个 顶点 ,比方 说 v, 
vn vp V4 和 vs 在 集合 N 申 , 且 所 有 可 能 的 边 从 顶点 <, 到 顶点 由, 所 要 求 的 图 如 图 5-47 所 示 ， 


w Wy 


ti 13 Ya Va Us 
图 S-47 


什么 样 的 连通 图 既是 正则 又 是 偶 的 ? 


W SF 由 于 偶 图 玉 。,， 的 每 一 顶点 与 男 m 个 顶点 连接 因而 

E m 次 的 ,因此 Ka n Em REMA. EMR m 条 分 离 边 , RI 

Kr, = 的 子 图 也 可 以 是 正则 的 .例如 ,图 5S-48 所 示 的 K, PI T 

图 是 3 -正则 的 .我 们 可 连续 删除 m 条 分 离 边 , 且 每 次 得 到 一 

个 次 数 减 少 1 的 正则 图 .这 些 图 可 能 是 不 连通 的 ,但 在 任 -- 情 图 5-48 
况 下 ,它们 的 连通 分 图 具有 所 要 求 的 特性 . 


这 一 小 节 , 引进 树 图 概念 .这 样 的 树 图 将 更 全 面 地 发 盖 在 下 两 章 中 .这 里 我 们 只 是 给 出 它 
的 定义 和 一 些 例子 ， 


5.131 


5.132 


定义 循环 -自由 和 树 图 . 

解 um 若 一 个 图 G 没有 循环 , 则 说 G 是 循环 -自由 或 非 循环 的 .车 G 没有 循环 且 是 连通 的 , WI 
称 G Ahi. 

画 出 4 个 或 更 少 顶 点 的 所 有 树 ， 

解 0 参见 图 5-49. 注 意 有 两 实 树 具有 4 个 顶点 .有 一 个 项 点 而 无 边 的 图 称 为 平凡 树 ( 图 5-49 
(a)). 


e° .—— @——s n @—— n n l. 
(d) (e; 


(a) tb) (c) 


图 5-49 
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5.133 


5.135 


.5.136 


5.137 


画 出 有 5 个 顶点 的 所 有 本 
N F 首先 画 出 5 个 顶点 ,然后 连接 它们 使 得 不 产生 循环 . 在 这 个 练习 由 ,我 们 必须 注意 ,由 于 
可 能 正 是 不 同 画 法 出 现 两 个 不 同 树 , 因此 不 重复 夯 树 .有 三 种 具有 5 个 顶点 的 树 ,如 图 5-50 所 示 . 


(b) (e) 


图 5.50 


画 出 有 6 个 顶点 的 所 有 树 . 
A r 如 同 习题 5.133, 我 们 必须 注意 不 重复 任 ~ 种 树 . 有 6 个 顶点 的 六 种 树 如 图 5-51 所 示 . 


(b) (e) (d) 


(e) (5 


(a) 


图 5-51 


RA 5- 51 的 树 的 直径 . 
8 E 本 回忆 -下 ,dismfG) 是 台中 任意 两 点 的 最 大 距离 .因此 ,图 (a),(fb),…,( 台 的 直径 分 别 是 
5,4,4,3,3 和 2. 
说 明 图 5-51 的 椅 是 不 同 的 . 
N EF 根据 习题 5.135, 我 们 只 须 说 明 (b) 和 (ec 是 不 同 的 ,以 及 (dy 和 (e) 是 不 同 的 . 

树 (d) 有 一 个 顶点 的 钦 数 为 4, 而 {e) 没 有 ,因此 (d) 和 re) 是 不 同 的 树 ， 

删除 fb) 或 者 (e 的 次 数 为 3 的 顶点 得 到 3 个 连通 分 围 .但 是 连通 分 图 有 不 同 数目 的 顶点 , 即 在 
{b) 中 是 1,1 和 3 个 ,但 在 (e) 中 基 1,2 和 2 个 ,这 样 , 树 (b} 和 {cj) 也 是 不 同 的 . 
证 明 一 个 有 限 树 G( 至 少 有 一 条 边 ) 至 少 有 次 数 为 1 的 两 个 顶点 . 
证 EF 设 a=(x= pvo mT u) G 的 一 条 最 长 的 简单 通路 . 若 deg(u)>1, 则 有 一 条 这 
= uy wi E w 是 x 中 的 一 个 顶点 ,比方 说 w= vp Wiw, vo,…, vi) 是 -一 个 循环 ,但 树 中 不 存在 循 
环 ,因此 deglu) 1. 同 理 deg(w)=1. 


5.7 和 拖 阵 和 图 .连接 袁 示 法 
这 一 节 考 虑 与 图 有 关 的 两 个 重要 和 插 阵 . 


5.138 


设 G 是 一 个 图 , 它 有 顶点 vp Unt, Un 以 及 边 e1, eit, ea EN: (a)G BJ 364 3E 
阵 ;(b)G 的 关联 矩阵 ， 
N EF (al 邻接 矩阵 . 设 A ={a,) 是 m x m 矩阵 ,其 中 

a 1， luu 是 一 条 边 , 即 v EMET vi 

lo BW, 
则 A 称 为 G 的 邻接 矩阵 ,显然 ,ay = a, BL A ERRER (CRITA a RTE v y | 的 数目 来 定 
义 多 重 图 的 邻接 矩阵 . ) 
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5.139 


5.140 


5.141 


5.142 


《b) 美 联 矩 阵 . 设 M = (my) 是 m X n SE BE, HE 
11， 车 顶点 v Ghe 相关 联 ; 

” do 5m, 
则 M 称 为 G 的 关联 矩阵 ， 
求 图 5-52 的 图 G 的 邻接 矩阵 4 = (a,). 
Ñ$ # 由 于 GG 有 5 个 项 点 ,因此 及 将 是 一 个 5x5 答 阵 .车 o, Fou MA -条 边 , 则 令 ay=1; 否 
M, 令 a, =0, 这 就 得 到 如 下 给 阵 ( 这 里 ,为 了 便于 读 , 我 们 用 相应 的 顶点 来 标明 行 和 列 ,尽管 这 并 非 
是 必要 的 ); 


TI g % U4 Us 

v] 0 1 1 1 1 

v 1 0 1 Ü 0 

À = va 1 1 Ü ] 1 
wl 1 Ü 1 0 1 

vk 1 0 1 1 0 


kg 


2! 


T 


图 5-52 


RA 5-52 的 图 G 的 关联 从 阵 M = (m). 
解 由 于 G 有 5 个 顶点 和 8 条 边 ,因此 M 将 是 一 个 5x8 矩 阵 . 若 顶点 o BTA e ME my 


=EN m, =0, 这 就 得 到 下 面 的 矩阵 (这 里 ,为 了 便于 该 ,我们 用 相应 的 顶点 和 边 来 标明 行 和 
列 ,尽管 这 并 不 是 必要 的 ); 


ey ea eq E4 Es Es E7 ÉB 


uf 1 t 1 O 1 0 Ü 0 
wui 1 0 0 1 O 0 0 Q 
M=%* | 0 0 1 1 0 3 1 1 
vj 0 0 0 0 1 1 0 1 
vst D 1 0 0 0 1 1 9 


求 图 5- 53 的 多 重 图 G 的 邻接 矩阵 A = (a). 
解 EF 由 于 G 有 5 个 顶点 ,因此 4 将 是 一 个 5x5 算 阵 . 若 在 z 和 ZAA n 条 边 , 则 令 a; = 


niy rh, S as =0. 这 就 得 到 下 面 的 矩阵 ， 
V Vr Vy Ya Vs 
vf a 0 1 0 1 
vi 0 1 0 1 1 
A=%| 1 0 0 1 È 
U4 Ü 1 1 0 2 
vs 1 1 0 2 0 


RA 5-53 的 多 重 图 G HAREE M= (m). 
S EF 由 FG 有 5 个 硕 点 和 8 条 边 ,因此 M WJE—4 5x8 EBE EDA p AFE e, WS m, 
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5.43 


5.144 


5.145 


5.146 


5.147 


= 1; 2 m = 0. 这 就 得 到 


Ë] ey Ëa fa es ë P ëR 


> — = — = 
= > > — = 
o = ò = = 


T4 


a 2] 


kz: 全 m 
图 5-53 图 5- 54 


求 图 5-54 的 图 G 的 邻 楼 矩阵 A. 
W EF PRERE A= (a EAA E] o zi 有 一 条 边 , 刚 ai = 1 S WD ay = 人 0. 因 此 


0 1 0 1 

1 01 1 
A = 

0 10 1 

1 11 0 


求 图 5-54 的 图 G 的 关联 矩阵 M 
解 8 关联 矩阵 M = (my) 定 义 为 :车 边 e 与 顶点 v, 相关 联 , 则 m=1; 否 则 , m, =0. 因 此 
b 


> = = 5 


1 
Ü 
Ü 
1 


RE 5-55 中 图 GERRERA. 
N E RER A = (a ELAI RAR e, |, 则 a, = 1: GM a, =0. 因 此 


0 111 D 
l1 0 0 1 1 
A= |1 0 0 0 1j, 
1 1 0 D 1 
0 1 1 10 


RE 5-55 中 图 G 的 关联 系 阵 M. 
Ñ EF 关联 矩阵 M = (mm 让 定义 为 : 若 边 e 与 顶点 u WER M m, = 1; 否 则 m, =0. 因 此 
0 0 0 


š 

tl 
二 
二 
O> —= —<& ore 
= > D me 
O —= => = = 
= =e = O 
= = = = 


求 图 5-56 的 多 对 图 的 邻接 矩阵 . 


解 EF 对 于 一 个 多 重 图 , 邻接 矩阵 4 = (a, E X S a, = am 此 处 220 是 边 1m ,zz 的 数目 . 因 


此 
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图 $- 55 图 5-56 
91 £0] 
1 1 1 DÜ 
A= . 
1 1 0 2 
0 0 2 O 


5.148 RA 5-56 的 多 重 图 G 的 关联 征 阵 M. 

W tz REE M = (m; EXA ARA vi 与 边 ë HRK, U mS GEN my = 0. IN H 
1 9 1 0 Ü 
1 1 O 
0 0 1 
0 0 0 
5.149 HHA G ,其 邻接 矩阵 A = (a, 8 F: 


=> = — = 
= e = 


1 
1 
Ü 


> 

HI 
T = © = O 
= e © — e 
= = Š — = 
@ — — = ° 


解 EF HT A 是 五 阶 方 阵 ， 因此 G 有 5 个 顶点 , 设 其 为 Vir Vas Vis Ugs vs E a, =1, 则 从 v 到 
n 画 一 条 边 ,此 图 如 图 5-57 所 示 ， 


v 点 


Yy t 
ta 
Th 
n m 
图 5-57 图 5-58 
5.150 BESSER G, 其 邻接 矩阵 A = (as) 如 下 : 

1 3 0 Ü 
A= 3 0 1 1 

jO 1 2 2l 
0 1 2 O 


解 F 由 于 上 是 4 阶 方 阵 ,因而 G 有 4 个 顶点 , 设 其 为 wb orvs oa Æ a, = n, MA vA ə 
E n 条 边 . 注 意 , 若 acn W| o 有 > 个 坏 .该 事 重 图 如 图 5-58 所 示 . 
5.151 EHH G, 其 分 接 矩阵 4 为 
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0 1 1 1 Ü 
1 0 0 1 OÜ 
A=] 0 Ü 1 1j 
1 1 101 
0 0 1 1 OÜ 


8 F 由 于 A 是 5 阶 方 阵 ,因而 GG 有 5 个 顶点 , 设 其 为 v1,…, vs Ë a, = 1, v A o B — 
条 边 .所 要 求 的 图 如 图 5- 59 所 示 . 


T A 


Th < 


t 点 t 


图 5- 59 图 5-60 


5.152 Wii HE] G, EME A E 


= o —= = 


2 
1 
Ü 
0 


> j =e = 


1 

1 

1 

1 
解 EF 由 于 4 是 4 阶 方 阵 ,因此 G 有 4 个 顶点 , 设 其 为 v1,…, vs. 对 于 每 一 a, = n, REM o, 
到 vw, B n 条 边 .所 要 求 的 多 重 图 如 图 5-60 R. 


5.153 ”从 邻接 矩阵 为 


0 
3 
1 


= F =e 
一 © = n 


0 3 0 

的 多 重 图 C, 求 其 环 和 多 重 边 的 数目 . 画 出 图 G 并 且 检 验 你 的 回答 ， 
E EF HTAEADOERE BUR GE RA BRA vitr vg v :我们 可 以 沿 着 A 的 主 对 
角 线 寻 求 环 的 数目 , 这 是 因为 主 对 角 元 素 标 明 起 始 和 终止 于 同一 硕 点 的 边 的 数目 .这 样 ,有 三 个 环 : 
一 个 在 顶点 vw, 两 个 在 顶点 v. 

为 求 多 重 过 的 数目 ,我们 只 要 求 主 对 角 线 以 下 的 大 于 1 的 元 康之 和 和 再 加 上 主 对 角 线 .上 大 于 1 
的 元 素 . 我 们 包括 主 对 谣 线 是 因为 多 重 环 也 是 多 重 边 . 我 们 不 包括 主 对 角 线 以 上 元 素 是 因为 矩阵 是 
对 称 的 ,否则 非 主 对 第 元 素 被 重复 计算 .这 样 ,共有 7 条 多 重 边 :从 v 到 vl 有 两 条 边 ,从 v 到 v23 
RA, ARE vs 有 两 个 环 ， 

G 的 图 形 如 图 5- 61 所 示 . 多 重 边 和 环 的 数目 正如 所 预料 的 . 


Th ta 


图 5-61 图 5-62 


第 五 章 图 论 
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5.154 


5.155 


5.156 


求 图 5- 62 的 图 G 的 邻接 短 阵 4 和 关联 短 阵 MM. 


解 r 这 两 个 矩阵 与 页 点 和 边 的 排列 次 序 有 关 .-- 种 排列 次 序 得 到 下 面 的 矩 阵 : 


0 1 1 1 1 1 1 Q 
1 Ü 0 1 1 0 1 
A = ; M = ， 
1 D0 Ü OÓ 0 1 0 Ü 
1 1 0 OÜ 0 0 11 
XF FFK 884 36 43B m tH 2 ER.: 
(a) 0 2 0 1 (b) 1 1 1 2 
2 1 1 1 10d 0 
= ; A= ` 
0 1 0 1 1 0 0 2 
1 1 1 O 2 0 2 2 
解 EF 见 图 5-63. 
(a) (bD) 
Æ 5-63 


设 图 G 有 mm 个 顶点 ,定义 G 的 联络 矩阵 C. 当 G 是 连通 图 时 ,将 CEEE. 


Ñ EF 6 的 联络 矩阵 是 一 个 mx m EBE C = (c; ), AP 
o fL 车 i = j 或 者 从 wv, Alu A-R, 


S7 lo 否则 . 
这 样 ,G 是 连通 的 当 且 仅 当 C RAFTE. 


定理 5.5 设 疼 G 有 和 ma 个 顶点 ,其 中 四 >14 是 G 的 邻接 矩阵 .那么 ,矩阵 A" 的 六 元 
素 给 出 从 顶点 v, 到 顶点 wv 的 长 度 为 的 通路 数目 . 


5.157 


5.158 


指出 具有 m 个 顶点 的 图 G ARER A 和 联络 移 阵 忆 之 间 的 关系 ， 
W # 由 于 GG 有 m 个 顶点 ,从 vw 到 % 的 任 一 简单 通路 必 有 有 长度 mw 一 1 或 较 小 些 .因此 ,只 有 
M wv, 到 o, GAART, E 8 

AtA? + + A" 
才 会 有 零 j mE GRRE S.) 没有 简单 通路 即 没 有 通路 . ) 于 是 矩阵 CAMERE A + A?+… + 
A 有 相同 的 非 主 对 和 角 堆 元素、 
设 G Er m 个 顶点 的 图 .叙述 用 G 的 邻接 德 阵 上 4 在 计算 机 存 贮 G 的 两 个 主要 缺点 . 
解 F 首先 , 若 G 的 硕 点 集 和 {或 ) 边 集 是 可 变 的 , 则 或 许 难 实现 所 需 的 A 前 变换 .其 次 ,G 的 过 


数 也 许 是 m 级 的 或 mlogm 级 的 ,这样 ,邻接 矩阵 A 将 是 称 朴 的 (含有 许 过 零 元 素 ), 当 此 , 玫 A f 
CEFET, 则 浪费 了 大 量 的 空间 .( 因 此 ,通常 在 存 贮 器 中 用 习 苇 5.159 讨论 的 AS 表示 法 来 者 


z G.) 


图 的 邻接 ~ 结构 (连接 ) 表 示 法 


5.159 


用 图 5_-64(a}) 的 图 G 作为 例子 ,定义 图 的 邻接 -结构 (AS) 或 连接 表示 法 . 
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5.160 


5.162 


5.164 


5.165 


E F G 的 邻接 -结构 {AS] 表 示 法 表明 GHE- MA x AEREAS REEERE 
订 以 像 图 5- 人 4(b)? 那 样 显 示 出 来 ,或 者 用 紧凑 形式 : 

G = [A:B, PiB:A,C, P. Q;C;BiPIA,B;Q; B]. 
注意 , 冒号“: "从 邻接 顶点 表 中 分 离 -个 顶点 ,分 号 *i a Àx E| BU e. IN 28 3 3 A R EE 
驻 中 用 连接 目录 来 表示 , 国 此 ,有 时 这 和 神 表示 法 又 称 为 G 的 连接 表示 法 . 


(a) 


图 5-64 


求 图 5-21 的 图 G 的 AS 表示 . 
W e 列 出 如 的 每 一 顶点 继 之 是 它 的 邻接 结 点 表 , 即 
G= [AB;B:A.C, D:C B, D iD: B,C]. 
求 图 5-22 的 图 G 的 AS 表示 . 
W EF 列 出 G 的 每 一 质点 继 之 是 它 的 邻接 结 点 表 , 即 
G = [A:C,X;B;C A, XY:Z12:Y]. 
注意 , 紧 接着 p 的 表 是 空 的 ,反映 出 B 是 一 个 孤立 顶点 . 
KE 5-28 的 图 G 的 ASER. 
W F TH G 的 每 … 硕 点 继 之 是 它 的 邻接 结 点 表 , 即 
G = [A:B, Y;B:A, X, Y,Z;C:Y;X:B, Z; Y:A,B,C;Z:B, X]. 

求 图 5-1 的 图 G 的 AS 表示 . 
E Er 列 出 G 的 每 一 顶点 继 之 是 它 的 分 接 结 点 表 , BI 

G = [A:B,C;:B;:A, C, D;C:A, B, D;D:C, B]. 
RA 5-2 的 多 重 图 G 的 AS 表 示 . 
Ñ EF 列 出 G 的 每 一 顶点 继 之 是 它 的 邻接 结 点 表 , 包括 多重 的 , 即 

G = [A:B, C, CIB:AC,DIC:A,A, B,D;D:B, C,D]. 
RE 5-15 HEH ASER. 
解 EF FE G 的 每 一 顶点 继 之 是 它 的 邻接 结 点 表 , BD 
G = [A:X, Z:B:X, Y;C:Y;X:A,B, Y; Y:B,C, X;Z:A], 


5.8 标号 图 


5.166 


5.167 


用 一 个 例子 来 解释 一 个 标 叶 图 的 含义 ， 

解 T WE G 的 迪 和 (或 顶点 被 同 子 一 类 数据 或 别 的 , 则 称 G 是 一 个 标号 图 ,特别 地 , 若 G 的 
每 一 边 。 被 赋予 非 负 整数 Ae) U AORA e 的 权 或 长 度 .图 5-65 表示 一 个 标号 图 ,其 每 边 长 度 
由 明显 方法 给 出 . 
设 G 是 每 边 都 赋 以 长 度 { 权 ) 的 标号 图 .以 图 5-65 作为 例子 解释 最 短 通路 问题 . 

解 tk 设 忆 和 久 是 台 的 顶点 .最 短 通路 问题 是 在 已 和 久之 间 找 一 条 最 生长 度 的 通路 , 此 处 通 
路 的 长 度 是 它 的 演 的 长 度 之 和 .显然 ,这 样 的 一 条 最 短 通 路 必须 是 一 条 简单 通路 .图 5-65 中 和 


5.168 


5.169 


5.170 


5.171 


5.172 
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Q 之 间 的 一 条 最 短 通路 是 


(P, A. An As As. Ag Q), 

其 长 害 为 14.( 读 者 试 找 男 一 条 最 短 通路 .】 

É G 是 图 5-66 的 标号 图 . 求 A MD 之 间 的 一 条 最 短 通路 a. 

M & 和 在 和 A 和 品 之 间 有 5 条 简单 通路 .这 些 通 路 及 其 相应 的 长 度 如 下 ， 
{A, B,D); 16 (A, C, D): 18 
{A,B,C,D}: 14 (A, C.B, D}: 24 
(A,B.,E,C, D); 20 (A, C, E, B, D): 30 

AE e ={A, B,C. DERE EE 14. 


t 
(a 
ry 


图 5-66 图 5-67 


设 G 是 图 5-6? 的 标号 图 . 求 (a}A 和 下 之 间 的 所 有 简单 通路 ;Cb)A 和 和 下 之 间 的 一 条 
最 短 通 路 c. 
S EF (1) 有 10 条 这 样 的 通路 ; 


(A,B, F) (A, D, B. F) (A, D, E, F) 
(A,B,C,F) (A, D, B,C, F) (A,D,E,B,F) 
(A,B,E, F) (A.D,B,E,F) (A,D.E,B,C, F) 
(A,B,D,E, F) 


{b}) 求 (a) 中 每 答 简 单 通 路 的 长 度 , 得 到 a =(A.D,B,E, F), 其 长 度 为 12. 
给 出 一 个 图 G 的 一 个 “现实 生活 "例子 , 其 中 顶点 和 边 都 被 赋予 数据 . 
解 EF 邻 避 的 项 点 宫 示 有 其 人 口 的 城市 ,局 的 边 吾 东城 市 间 的 不 高. 

觉 明 每 一 个 连通 图 怎么 可 认为 是 一 个 ( 带 权 的 ) 标 号 图 .在 
这 样 的 图 中 一 条 最 短 的 通路 是 什么 ? 

W F 这 里 ,我 们 可 以 假设 的 每 条 边 的 长 度 为 1. 于 是 项 点 P 
和 总 之 间 的 最 短 通 路 o 是 原来 意义 下 最 短 长 度 的 -条 通路 , 即 边 数 
最 少 的 一 条 通路 ， 

考虑 下 面 的 选 购 问题 : 你 重新 装备 你 的 家 并 决定 从 不 同 商 
店 购买 下 列 项 日 :( 态 ) 相 配 的 沙发 和 椅子 ,《B) 咖 啡 茶几 ， 
(Cy h 8, (D} 电 视 机 和 (EE) 落 地 灯 . 购 买 这 些 守 西 的 顺序 
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有 些 限制 .首先 , W 33 3 1-1 PL JE JL BI GMER Hh $Ë ( IN] 2 xt 35 22 
惧 必须 地毯 相 配 ) .其 次 ,必须 最 后 买 灯 , 内 它 是 消耗 品 , 若 没 钱 则 不 买 它 . 
你 已 确定 各 商店 之 间 的 行走 时 间 ( 以 分 钟 计算 ), 并 且 把 此 信息 列 和 人 图 5-68 的 图 

G 中 . 求 最 有 效 的 购买 序列 a, 即 求 选 购 顺 应 使 得 行走 时 间 最 短 . 
W F 这 里 要 求 通路 a 应 包 合 5 个 顶点 ,必须 从 (CY 开始 或 者 从 (也 ) 开 始 而 随后 是 (C). 在 所 有 
情况 下 ,必须 在 (E) 结 尾 .假定 放弃 购买 , 则 不 减少 时 间 . 满足 给 定 条 件 的 有 8 条 可 能 的 简单 通路 . 
这 些 通路 及 其 相应 的 行走 时 间 如 下 ， 

CABDE:100 CBADE:110 CDABE:100 DCABE;100 

CAPBE :105 — CBDAE:135 — CDBAE;125 — DCBAE ; 130 
R, a= (D.C, A.B. E) Kia = (C, A, B, D,E) sk a - (C, D.A, B, E), 3 BE HIEN 
间 是 100 分 钟 . 


5.9 同 构 和 同 及 图 
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5.174 


5.175 


5.176 


5.177 


5.178 


5.179 


定义 图 的 周 构 . 

M P 假 设 C(Y,E) 和 G (VB ) 都 是 图 , f; VV' 是 顶点 集合 之 间 的 一 一 对 应 使 得 
ix, vt 是 G 的 -条 边 的 充分 必要 条 件 是 ff(w), (2)| 为 G* 的 一 条 边 ,那么 了 称 为 G 和 G " Z lj 
的 一 个 同 构 ,并 且说 G 和 如 "是 同 构图 .通常 ,我 们 在 同 构图 之 间 不 加 区 别 { 甚 至 尽管 它们 的 图 形 可 
以 “看 起 来 不 同 ”. ) 

设 恕 和 G* 是 同 构图 .关于 对 应 顶点 的 下 面 两 个 条 件 :(a) 次 数 , (b) 是 一 个 割 点 , 哪 一 
个 成 立 ? 

W ü 关于 对 应 的 顶点 , 二 者 都 必须 成 立 . 

设 G PAGERE. E G 有 8 个 连通 分 图 , 则 求 G* 的 连通 分 图 数 自 . 

W rz 图 6 也 必 有 8 个 达 通 分 图 . 

W G 和 G 是 同 构图 且 G 是 可 穿 程 的 .人 "是 可 穿 程 的 吗 ? 若是 , 则 G "的 可 穿 程 通 
路 是 什么 ? 

解 up 是 的 ,C* 可 穿 程 .并且 .若是 G 的 一 条 可 穿 程 通路 , 则 相应 的 通路 , 比方 说 “将 是 G " 
的 一 条 可 穿 程 通路 . . 

图 5-69 表示 画 成 字母 的 10 个 图 .这 10 个 图 中 哪些 和 M 同 构 ? 

Ñ EF M 有 由 一 条 单一 线 中 的 s TUR E S, VA 7( 以 及 M 本 身 ) 是 和 M 同 构 的 . 


图 5-69 


考虑 图 5-69 中 的 “字母 "AR K, R, TA X. Ei pIE E HR? 
W EF FRHAĦMRFA T, UE KA X EAH. 
定义 同 胚 图 . 


HE 图 论 


E E 任 给 一 个 图 G ,我们 可 以 增加 形 点 副 除 G 的 边 得 到 “个 新 图 G* , 若 两 个 图 和 和 G 可 


按 这 个 方法 从 同 构图 得 到 , 则 说 G 和 5 "是 同 是 的 ， 
$.180 给 出 同 胚 但 非 同 构图 的 例子 . 
解 EF 图 5-70 中 图 (a) 和 图 (b) 不 是 同 构 的 ,但 它们 的 每 一 全 都 可 从 (o 适 当 增 加 顶点 得 到 , 因而 


ERRER. 


(a (b) 


图 5-70 


(o) 


5.181 找 出 具有 4 个 顶点 的 所 有 非 同 构 连 通 图 ， 
解 EF 有 5 人才 这 样 的 连通 图 , 如 图 5-71 所 示 ， 


a) (9) (c) 


图 5-71 


地 (e) 


5.182 ”一 个 有 限 辕 能 否 与 它 的 一 个 子 图 ( 除 它 本 身 ) 同 构 ? 
E == 不 能 . 因 同 构图 必须 有 相同 数目 的 元 素 . 
5,183 ”一 个 有 限 图 能 否 与 它 的 一 个 子 图 ( 除 它 本 身 ) 癌 肚 ? 
N EF 可 以 .例如 , 设 G 是 图 5-71(s) 的 图 .从 G 删除 次 数 为 1 的 一 全 或 两 个 顶点 得 到 一 个 子 


H, ES GERAR. 
5.184 ”给 出 一 个 无 限 图 的 例子 , 它 与 其 子 图 ( 除 它 本 身 ) 同 构 ， 


解 <= >+ 
V(G) = 和 时 ,23 
和 
E(G) = [1L,21, 12, 3 n n + 11.0]. 
考察 子 图 G°, 此 处 
VG) = (2,3,4,.| 
和 


EGO = [12,3), 13.41... ]. 
HMA GACER) = n +1 FEF). 


N. 


(b”) (e) 


图 5-72 
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5.185 


考察 图 $-26 中 3 个 图 ,说 明 它们 是 不 同 的 , 即 它们 的 任 两 个 图 都 不 同 构 , 并 且 它 们 中 
的 两 个 图 是 同 胚 的 . 

FO tF 由 于 图 (a) 有 6 条 边 ,而 (b) 和 (c) 各 有 5 条 边 ,因此 (a) 和 (b) 或 (c) 是 不 同 构 的 ,而 且 , 我 们 
若 册 去 (b) 和 (ce) 中 次 数 为 3 的 顶点 , 则 得 到 不 同 的 子 图 , 天 此 (b) 和 (e) 不 同 构 ， 

男 一 方面 ,由 于 (b} 和 (e) 可 分 别 从 图 5-72 的 同 构图 加 上 一 个 适当 的 “为 "顶点 得 型 ,因此 它们 是 同 
构 的 . 


第 六 和音 平面 图 和 树 


6.1 平面 图 

一 个 图 或 多 重 图 若 可 在 一 平面 上 或 者 一 球面 上 夯 出 来 ,但 它 的 边 都 不 交叉 , 则 称 它 为 平面 
图 . 
6.1 图 K, 是 一 个 平面 图 ,通常 将 它 画 成 有 交叉 边 的 图 形 ,如 图 6-1(a). 试 将 它 画 成 没有 交 


双边 的 图 形 . 
解 Er BE K, 没有 交叉 边 的 图 形 妈 图 6-1(b) 所 示 . 


(a) {b} 


H 6-1 


6.2 画 出 图 6-2(a) 所 示 的 平面 图 使 它 没有 交叉 边 . 
和 解 ” 一 个 解 如 图 6-2(b) 所 示 . 


x A 


ta) (b) 


图 6-2 


6.3 画 出 图 6-3(ay 所 示 的 平面 图 使 它 没 有 交叉 边 . 


> 了 到 


ta) tb) 
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E EF 重新 安排 一 个 顶点 的 位 置 得 到 一 个 解 如 图 6.3fb) 所 示 ， 
6.4 画 出 图 6-4(a) 所 示 的 平 芝 图 使 它 没 有 交 尺 边 . 
E EF 一 个 解 如 图 6-4(b) 所 示 . 


CDn ao 


(a) (b) 


图 6-4 


6.5 鉴别 图 6-5 中 每 一 个 平面 图 为 Ku. Kaz» Kia. Kas. 
M F 回忆 -下 ,天 .是 上 共有 个 顶点 的 完全 图 , Kp ERA m 个 顶点 连接 x 个 顶点 的 完全 侦 


图 . 

{a)K4, 因 其 每 -顶点 与 其 他 的 每 一 个 顶点 连接 . 
(WK p HER m=1 和 n=4 HER. 
{c)Kz2, 因 它 是 m= n=2 BRA. 

(d)K,, HER m=2 M% n =3 的 侦 图 . 


(a) tb) (e) (d) 
图 6-5 
6.6 鉴别 图 6-6 中 每 一 个 平面 图 是 Ka Kas Kirg K. Z —. 


E EF {a} Kz.2, 因 它 是 m = n=2 HRE. 


(b)E1.4; 因 它 是 m=1 和 ;=4 的 偶 图 . 
(ce)K4a, 因 其 每 一 页 点 都 与 其 他 的 每 一 个 顶点 连接 . 
{dP Kaas HER mw =2 n =3 HER. 


OK 


{a} 


图 6-6 
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6.7 


6.8 


6.2 


6.9 


鉴别 图 6-7 中 哪些 图 是 平面 图 ， 
E EF 只 有 (a) 和 (b) 是 平面 图 , 就 是 说 , 它们 可 以 被 画 成 没有 交叉 边 的 图 形 .( 事 实 上 ,不 易 指出 {e) 
和 (d) 都 是 非 平面 图 ,除非 在 6.4 节 中 导出 的 简单 准则 . ) 


S K X 


图 6-7 


证 明 树 (习题 5.131) 是 特殊 的 平面 图 . 
证 EF W T, 的 项 点数 应 用 归纳 法 来 证 明 .显然 ,惟一 的 树 T, 可 认为 是 在 平面 上 (图 6-8(a))， 


HFE T(n >2). 选 取 一 次 顶点 (习题 5.137) 如 wi. 于 是 图 T, - =, 是 连通 且 非 循环 的 , 它 是 一 个 
T, -1. 由 假设 , 可 认为 它 在 平面 上 {图 6-8(b)) .显然 能 找到 平面 上 的 -点 >, 使 得 直线 段 ma va 不 会 分 
割 T,-1. 因 此 可 认为 T, 是 在 平面 上 , 从 而 归纳 法 证 明 完成 . 


a) T, (b) Tp,- viS Tp- 


地 图 和 区 域 


解释 术 千 地 图 . 什么 是 连通 地 图 ? 

解 ”tk 一 个 有 限 的 平面 多 重 图 的 一 各 特殊 的 平面 表示 称 为 地 图 .如 果 作 为 基础 的 多 重 图 是 连 双 
的 , 我 们 则 说 该 地 图 是 连通 的 . 

解释 一 地 图 的 区 域 是 什么 意 办 并 且 给 出 一 个 例子 . 

Ë sm 一 张 给 定 的 地 图 将 平面 或 球面 分 成 迷 通 的 块 部 分 称 为 区 域 .例如 图 6-9 的 连通 地 图 M 有 
6 个 顶点 和 9 条 边 , 它 将 平面 分 成 5 个 如 图 6-9 所 标明 的 区 域 . 
定义 一 个 区 域 的 次 数 ， 

RO ue 地 图 M 的 每 一 区 域 ; 的 边界 由 形成 闭 遂 路 的 

一 系列 边 组 成 .区 域 " 的 次 数 用 del) ER ERRER ， 4 
边界 的 长 度 , 有 时 , 闲 通 路 是 一 个 循环 ,车 不 是 , 则 某 条 边 

在 通路 中 出 现 两 次 ,例如 ,在 图 6-9 中 , 除 =, 外 ,所 有 的 区 NAN 
域 的 边界 都 是 循环 ,但 是 ,从 顶点 C( 比 方 说 ) 开 始 环绕 r D 
Romer A el b, 则 得 到 一 条 闭 通路 {C,D, E. F, E, 
C), 此 处 边 1E, 下 | 出 现 两 次 . 

RKE 6-9 中 地 图 M 的 每 一 区 域 的 次 数 . 


图 6-9 
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6.13 


E üm 一 个 区 域 的 次 数 是 该 区 域 的 边界 闭 通 路 的 长 度 .因此 
degtr1) = 3, degf rz) = 3, deg[( rs) = 5, deg(=,) = 4, deg(rs) = 3. 
注意 ,由 于 r, BARER PAIE, Fi 出 现 两 次 ,因此 deg( r) = 5. 
定理 6.1 任 一 地 图 M 的 区 域 的 次 数 之 和 等 于 M 的 边 数 的 两 信 . 
证 明定 理 6.1. 
证 eF AR M 的 每 条 边 。 或 是 两 区 域 的 边界 或 是 包含 在 一 个 区 域 中 , 因而 沿 将 该 区 域 的 边界 的 
任 一 遵 路 出 现 两 次 .因此 一 个 区 域 所 含 的 答 条 边 在 确定 M 的 区 域 次 数 时 以 二 次 计算 . 
指出 图 6-10 所 示 地 图 Q 的 每 个 区 域 镶 上 边界 的 循环 或 闭 通 路 . 
E e 为 每 一 区 域 镀 上 边 异 的 猪 环 或 前 通路 如 下 ， 
ri ={A, B, G, F, AE), 
r = (B,C.,H,D, H, G, 8)( 闭 通路 )， 
rs = (C, E, H, CEF), 
r4 =(A,B,C,E,H,G,F, A)R). 
求 图 6-10 所 示 的 地 图 Q 的 每 个 区 域 的 次 数 , 并 检验 定理 6.1. 
Ñ r 由 计算 习题 5.14 指出 的 每 一 盾 环 或 闭 通 路 包含 的 边 数 得 到 各 个 区 域 的 次 数 是 
degtr1) = 4, deg( r>) = 6, deg( r, 2) = 3, deg{r4) 一 了. 
各 区 域 的 次 数 之 和 是 4+6+3+7=20. 由 于 驴 有 切 杂 边 旦 2.10=20, 因 此 定理 1.1 BARE. 


A B c 
D 
E 
ti mn 
r 
F G H 


H 6-10 图 6-11 


指出 图 6-11 所 示 的 地 图 R 的 每 个 区 域 锋 . 上 边界 的 循环 或 闭 通 路 . 
E F 为 每 个 区 域 馈 上 边界 的 循环 或 闭 通路 如 下 ; 
n =(C, CHER), 
ry =A, D.C, C, D,E, B, AMAER ), 
r3 = (A, D, E, B, A)(I). 
RA 6-11 所 示 地 图 R 的 每 个 区 域 的 次 数 ,并 且 检 验 定 理 6.1， 
W sm 由 计算 习题 6.16 指出 的 登 一 循环 或 闭 通 路 包含 的 边 数 , 得 到 各 个 区 域 的 次 数 是 
degt ri) = 1, deg( r;) = 7, deg(r,) = 4. 
这 些 区 域 的 次 数 之 和 是 1+7+4= 12, 由 于 地 图 玉 有 5 条 边 且 2.6= 12, 因 此 定理 6.1 得 到 验证 . 


6.18 ”指出 图 6-12 所 示 地 图 3 的 每 个 区 域 贸 上 边界 的 循环 或 闭 通 路 . 


解 “” 屿 每 个 区 域 镀 上 边界 的 循环 或 也 通路 如 下 ， 
r =(A,D, E,A), r = (C, F,D,C), r = (D.F, E, D), vÍ = (E,F, Ey, 
rs =(A,D,B,D C, F, E, A). 

求 习题 6.18 的 地 图 S 的 每 个 区 域 的 次 数 并 检验 定理 6.1. 

W EF 由 计算 习题 6.18 指出 的 每 条 闭 通路 的 边 数 得 到 各 个 区 域 的 次 数 为 


和 锁 六 章 ” 半 而 图 和 树 "203. 


degtr1) =3, dcg( r2) = 3, deg(r3) = 3, 
degl ra} = 2, deg(rs) = 7. 
各 区 域 的 次 数 之 和 是 3+3+3+2+7=18, 并 且 由 于 SS 有 9 条 


边 ,因而 2:9=18. 因 此 定理 €.1 得 到 验证 . 
6.20 E 6-13 所 示 的 两 个 多 重 图 是 相同 的 ( 同 构 的 ), 但 它 。。 G DS o 
们 的 地 图 却 是 不 同 的 . 对 于 每 一 地 图 , 列 出 每 个 区 域 N O ， 二 
的 边界 和 次 数 并 且 检验 定理 6.1. 
解 ¿F 图 6-13(a 中 各 个 区 域 的 边界 是 
ri = (A,B,C,A), r7 (A,C,B,E,D,E, A), 


ra= (A,B,E,A). 
这 样 , deg(r1) =3,deg(rz) =6 和 deg(+;}=3, 而 且 S=3+6+3=12, 显 然 有 6 条 边 . 
图 5-13(b) 的 各 个 区 域 的 边界 是 
ri = {A,B,C,A), rx = (A,B,E,D,E,A), ra = (A, C, B, E, A). 
这 样 , degl ri) =3, degr) =5 #l deg(r;)=4, E 5-3+54+4=12, EE RAKHI. 


YY 


(a) tb) 


H 6-12 


图 6-13 


6.21 就 图 6.14 所 示 的 两 个 多 重 图 重复 习题 6.20. 
解 w 玉 图 6-14(a) 的 各 个 区 城 的 边界 是 
rı = (B, B), ry = (ADC EB A) r= (C,E,C), 
ra ={C,D,E,C), rs = (A, D,E, B, B, A). 
RE, PTRREKEA A 1,5,2,3 M S. B S =16, TRA 8 RH. 
图 6-14 人 ?的 各 个 区 域 的 边界 是 
ri =(4, D,E, B.A), r2 = (B,B), rs = (D.C, E, D), 


ra = (E, C, E), rs = (A, D, C, E, B, B, A). 
HE, ETERRA p 4,1,3,2 和 6, 且 如 同 (a)S=16. 
A D 


图 6-14 
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6.3 欧 拉 公 式 


数学 家 欧 拉 给 出 了 任 一 连通 地 图 的 项 点 数 , 边 数 和 区 域 数 之 疗 关系 的 一 个 公式 . 
定理 6.2[ 欧 拉 ) Ú M 是 一 个 具有 VY 个 顶点 ,E 条 边 和 R 个 区 域 的 连通 地 图 , 则 有 


V-E+R=2., 


6.22 证 明定 理 6.2{ 欧 拉 公 式 ). 
证 # 假设 连通 地 图 M 是 由 图 6-15(a) 单 独 一 个 顶点 了 组 成 ,那么 =1,EE=0, 且 有 一 个 区 域 ， 
即 及 =1. 因 此 ,在 这 种 情况 下 , WY 一 E+R=2. 在 其 他 情况 下 , M 可 从 单个 顶点 用 下 面 商 种 构造 方法 


建立 起 来 ; 


《1) 加 一 个 新 的 顶点 Q, 与 已 有 的 顶点 Q 用 -条 边 。 连接 ,此 处 不 与 已 有 的 任何 边 交叉 ,如 


图 6-15(b)}. 
(2) 用 一 


FA e 连接 已 有 的 顶点 和 和 Qu Eike 不 与 任何 己 有 的 边 交叉 ,如 图 6-15(c). 


第 一 种 方法 , 因 V SE 都 增加 1 但 区 域 煞 目 民 不 改变 ,因而 v - E + R BD 8 Kurak. SIHA 
法 亦 不 改变 V E +R 的 值 ,这 是 因为 V 平 恋 , 互 增 加 1 工 ,而 区 域 数目 R 亦 增加 1. 佐 此 ,如 同好 图 由 
单个 顶点 组 成 那样 , M HAHAE V-E+R BË El V - E+ R = 2. EEBIBUF. 


e” 


(a) 


p2 


图 6-15 


6.23 RE 6-16 中 每 个 地 图 的 顶点 数 V, aS E 和 区 域 数 及. HE, RRRA. 
解 F 欧 拉 公式 是 六 -下 +R=2. 因 此 ， 


H 6-16(a); 
EBls-16(b):; 
图 6-16(e); 


V=5, E=8,R=5, B 5-8+5=2, 
V=12, E =17,R=7,H12-17+7=2. 
V=3,E=6, R=5,H3-6+5=2. 


a) (b) (o) 


BL 6-16 


6.24 就 图 6-17 中 各 地 图 重复 习题 6.23. 
解 EF ERARE V-E+tR=2 Ait, 


B 6-17a): 
图 6-17(b)， 
图 6-17fe); 


V=4,E=4,R=2, B 4-4+2=2. 
V=5s, E=8 R=5, R 5-8+5=2. 
V=4,E=9,R=7, H 4-9+7=2. 
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(a) (b) (O) 


图 6-17 


6.25 ”就 图 6-18 中 地 图 重 做 习题 6.23. 


6.27 


E F ERARE V- E+ R=- 2.iz, 

Æ 6-18a): V=4,E=6,R=4, H4-6+4=2. 

Bl6-18(b): V=9,E=8,R=1,H9-8+1=2. 

H 6-180: V=8,E=11,R=5,H8-11+5=21. 


+ hug 


b) (O) 


Bi 6-18 


考察 图 6- 19 所 示 的 连通 地 图 序列 .在 这 个 序列 中 的 每 一 地 图 都 是 从 前 面 的 地 图 或 是 
(1) 加 上 一 个 顶点 并 且 用 一 条 迪 将 它 与 地 图 的 一 顶点 连接 但 不 与 任何 已 有 的 边 交 叉 ， 
或 是 (2) 用 一 条 边 连接 已 有 的 两 个 质点 但 不 与 任何 已 有 的 边 交 义 得 到 的 .就 序列 中 的 
每 一 地 图 检验 欧 拉 公式 . 
RE tF 为 检验 欧 拉 公式 ,我 伯 求 每 一 地 图 的 顶点 数 , 迪 数 和 区 域 数目 ,并 核对 站 -了 + 只 =2. 这 
#, 
E 6-19a): V=4,E=4, R=2,H4-4+2=2. 
图 6-19b}); ¥V=5,E=5,R=2,H5-5+2=2. 
图 6-19(c); V=5,E=6,R=3, 且 5-6+3=2. 
19(d): V=6,E=7,R=3,H6-7+3=2. 

6-19(e): V=6,E=8,R=4, H 6-8+4=2. 


IAD 


图 6-19 


(d) {e) 


就 图 6-20 折 示 的 连通 二 图 序列 重复 避 题 6.26. 
解 u= 求 每 -地 图 的 顶点 数 , 边 数 和 区 域 数 月 ,并 且 核 对 V- 互 + 玉 =2. 这 痒 ， 
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6.28 


6.30 


6.31 


6.32 


H 6-20a); YV=3,E=2, R=1, B 3-2+1=2. 
图 6-20(p); V=3,E=3, R =2, H 3-3+2=2. 
Bl6-20(c): V=4,E=4, R =2, R 4-4+2=2. 
B 6-20(d): V=4,E=5, R=3, H4-5+3=2. 
图 5-20{e); V=4,E=6,R=4, 且 4-6+4=2. 


(a) (b) (c) (d) (e) 


图 6-20 


对 于 图 6-21 所 永 的 连通 地 图 序列 重复 刁 题 6.26. 

解 e 求 顶 点 , 边 和 区 域 的 数目 ,并 且 核对 V-E+R=2. 2H, 
图 6-21(ay， V=2,E=1,R= 1, B 2-1+1=2, 

E 6-21(b): V=2,E=2,R=2 B 2-2+2=2. 

图 65-21(c); V=3,E=3,R=2,H 3-3+2=2. 

图 6-21(d): V =3,E=4,R=3,ËB 3-4+3=2. 

图 6-21{e): V=3,E=5,R=4,H3-5+4=2 


(b) (c) id) (e) 


(a) 


图 6-21 


4 个 连通 平面 多 重 图 的 顶点 数 和 边 数 已 知 如 下 ; 

(aV =10,E=14; (b V=6,E=7; (c)V=25,E=60; (d)V=14, E =13. 
试 求 每 个 图 必 有 的 区 域 数目 R. 

解 F 重新 吾 理 欧 拉 公 式 得 到 尺 =2- V + E. FË 

(a)R=2-10+14=6, (b)R=2-6+7=3, (e)R-2-25+60=37, (d)R=2-14+13=1. 
4 个 连通 平面 多 重 图 的 顶点 数 和 和 区域 数 已 知 如 下 ， 

(al =S,R=3 (b)V=2,R=2; (c)V=1,R=8; (dV=32,R=14. 
求 每 个 图 必 有 的 边 数 E. 

M k= 重新 整理 欧 拉 公 式 得 E= V + R —2. AE, 

(a)E=5+3-2=6, (b)E=2+2-2=2, (c)E=1+8-2=7, (d)E=32+14-2=44. 
已 知 4 个 连通 平面 多 重 图 的 边 数 和 区 域 教 如下: 

(a)E=6,R=3; (b)E=4,R=1; (¿)E=10,R=8; (d)E=27,R=11. 
确定 每 个 图 必 有 的 顶点 数 V. 

解 G3 重新 束 理 欧 拉 公式 得 了 = 三 -只 +2, 这 样 

(a)V=6-3+2=5, (b)V=4-1+2=5, (c)V=10-8+2=4, (d)V=27-11+2=18. 


画 出 一 个 图 有 6 条 边 和 3 个 区 域 的 3 个 连通 地 图 . 


解 EF 三 种 可 能 的 地 图 如 图 6-22 所 示 . 注 意 , 正 如 欧 拉 会 式 所 推测 的 每 种 地 图 有 VE- R+2 
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2 9 


图 6-22 


6.33 画 出 一 个 图 有 4 个 顶点 和 5 个 区 域 的 3 个 达 通 地 图 . 
解 eF 三 种 可 能 的 地 图 如 图 6-23 所 示 . 注 意 ,正如 欧 拉 公式 所 推测 的 每 种 地 图 有 FE= V+ R -2 
=4+5-2=7 条 边 ， 


(2 M A 


E 6-23 


6.34 ” 画 出 一 个 图 有 6 个 顶点 和 ? 3835 89 3 个 连通 地 图 . 
解 u= 三 种 可 能 的 地 图 如 图 6-24 所 示 . 注 意 ,正如 欧 拉 公式 所 推测 的 每 一 地 图 有 R= E- V+2 
=7-6+2=3 PER. 


237 


图 6-24 


定理 6.3 设 G 是 一 个 有 pp 个 顶点 和 gq 条 边 的 连通 平面 图 ( 非 多 重 图 ), 此 处 p 223, 那么 
有 
q =< 3p - 6. 

6.35 证 明定 理 6.3， 

证 旺 没 -是 G 的 一 种 平面 表示 的 区 域 数 目 . 由 欧 拉 公 式 有 

p-qtr=2ł, 
现在 ,根据 定理 6.1, 各 区 域 的 次 数 之 和 等 于 24 .但 每 个 区 域 有 次 数 3 REF, 因此 有 
2q jr. 
这 样 , r 志 24/3. 将 它 代入 欧 拉 公式 得 到 
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6.36 


6.37 


2 = p-— q+ r= b g+ 2g/3, 

即 
2= p -qi3. 

用 3 36 S 3638 B 6 所 3p -9, 这 就 给 出 我 们 所 要 证 明 的 结果 . 
就 图 6-25 所 示 的 连通 平面 图 , 检验 定理 6.3. 
解 EF 定理 56.3 说 明 , IM R SE p 满足 p23, WR ç 满足 g 扎 3p 一 565. 因此， 
图 6-.25(a): p=3,9=3, 且 3.3-6=3=3. 
Æ 6-25(b): 2#-6,4q 11, E 3:6-—6=12211. 
图 6-25(c); p=5,g9=7,H3-5-6=957. 


(a) (b) to) 


图 6-25 


就 图 6-26 所 示 的 连通 平面 图 重复 习题 6.36. 
解 sm 求 顶点 数 pADR 9 ,然后 检验 定理 6.3. 
图 6.26fa)， 2#=4,42=5, B 3:4-6=625, 
图 6-26(b)， p=6,g=7, R3:6-6=1227. 
图 6-26(c): p=5,g=9, 且 3:5-6=9=9. 


N Ç 


(a) (b) (9 


图 6-26 


在 一 个 有 8 个 顶点 的 平面 图 中 , 边 数 最 多 可 能 是 多 少 ? 有 4 个 顶点 的 情形 又 是 如 何 ? 
N Er 根据 定理 6.3, 9 所 3p -6. 对 于 一 个 有 8 个 顶点 的 平面 图 ， 

q3 X88-6-18. 
因此 在 一 个 有 8 个 项 点 的 平面 图 中 , 最 多 边 数 可 能 是 18. 对 于 有 4 个 顶点 的 平面 图 ， 

gq << 3x 4 -—-6=6. 


因此 景 儿 边 数 可 能 是 6. 
一 个 有 6 条 边 的 图 最 少 要 有 多少 个 顶点 才 会 是 平面 图 ? 有 11 条 边 的 情形 多 是 如 何 ? 


解 F 重新 整理 定理 6.3 的 公式 得 到 p 关 16+9)J73 ,对 于 一 个 有 6 条 边 的 平面 图 ， 
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p > [6 + 6)/3 = 4. 
EE, :个 有 65 条 边 的 图 是 于 面 图 , 则 要求 最 少 顶 点 数 是 4. 对 于 一 个 具有 1138352651, 
b Z: (6 + 11)/3 = 17/3. 
由 寺 顶 点 数 必须 是 一 个 正 整 数 , HERROT S Sri E 6, 此 最 小 整数 大 于 17/3. 
设 G 是 至 少 有 3 个 顶点 的 有 限 连 通 平 面 图 ,证 明 G 至 少 有 一 个 次 数 为 5 或 小 于 5 的 
证 EF B p R G 的 项 点数 ,g 是 边 数 , 旦 对 G 的 每 个 硕 点 u, deglu) 26. {E 24 等 于 局 的 名 顶点 


的 次 数 之 和 , 邑 有 2g 之 6p. 因 此 ， 


q 23p > 3p — 6. 
HAEG 3 TAA G 有 有 某 一 项 点 的 次 数 为 $ 或 小 于 5. 


6.4 FHE 


由 库 拉 托 夫 斯 基 (Kuratowski) 提 出 的 如 下 定理 给 出 了 确定 一 个 给 定 图 是 省 是 平面 图 的 一 


个 简单 判别 法 . 


定理 6.4 ”一 个 图 是 非 平面 图 的 充分 必要 条 件 是 它 含 有 一 个 与 Kat Ks 同 胚 的 子 图 . 


Ei- F, El GAH 可 分 别 从 同 构 图 G' 和 地 "增加 顶点 删除 G A H” 6315 48], 则 


G AH REK. 


6.41 


6.42 


6:43 


6.44 


应 用 欧 拉 公式 和 定理 6.1 证 明 K, ;是 非 平面 图 . 
证 F K uë F S62 8, ECA p = 6 TR S f 4 =9 条 边 , 如 图 6-27(a} 所 示 . 设 该 图 是 平面 


留 .根据 欧 拉 公式 ,这 个 图 的 平面 表示 将 有 5 个 区 域 . 我 们 看 到 没有 3 个 顶点 相互 连接 ,因此 每 个 区 
域 的 次 数 必 为 4 或 更 大 些 , 甩 次 数 之 种 必 为 20 或 更 大 .根据 定理 6.1, 该 图 有 10 或 更 多 条 边 .由 于 该 
图 只 有 9 茶 边 ,因此 我 们 假设 该 图 是 平面 图 是 链 的 .于 是 我 们 证 明了 K, BEFAR. 


(a) (b; 


图 6-27 


应 用 定理 6.3 证 明 K; 是 非 平面 图 . 
证 时 FB K, 是 如 图 6-27( 切 所 示 的 星 图 . 它 是 有 p=5 个 顶点 和 4 = 10 条 边 的 完全 图 ,根据 定理 
6.3, 有 
l1ÜD=q=<3p-6=3:5-6=15-6=9. 
这 是 错误 的 .因此 K, 是 非 平面 图 . 
图 6-28(a) 所 示 的 图 有 一 个 子 图 与 ;3 同 构 .指出 这 个 子 图 . 
E F BABIC Fi 便 得 到 -个 与 KK;.; 同 构 的 图 .为 清楚 看 到 这 一 点 ,调换 顶点 下 和 下 的 位 置 
HAHAE, 得 到 的 图 如 图 6-28tb} 所 示 . 
图 6-29(a) 所 示 的 图 有 一 个 子 图 与 K 同 构 . 指出 这 个 子 图 . 
E F 其 除 顶 点 和 和 关联 4 的 三 条 边 1B, AICARD, Ah RBI- S K; 同 构 的 图 . 
为 了 清楚 地 看 到 这 一 点 ,把 顶点 D 移 到 连接 8 MCE 的 边 的 土方 ,得 到 的 图 如 图 6-29{b} 所 示 . 
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(a) (b) 


图 6-28 


a) (b) 
图 6-29 


6.45 ”图 6-30(a) 所 示 的 图 有 一 个 子 图 与 Ka ME. ERATE. 


W EF 删 去 边 18,D|, ID, FRIC ERIE, G1, 我 们 得 到 一 个 与 长 ;3 同 凸 的 图 .这 个 子 图 如 图 
6-30(b)ET S. 


二 (b) 


图 6-30 


6.46 图 6-31(a) 所 示 的 图 有 一 个 子 图 与 K; 同 肥 .指出 这 个 子 图 . 
解 =m 删除 顶点 H 及 与 其 关 歌 的 边 1F, HIMIG, 1, 又 删除 边 {A, C1, 得 到 一 个 与 Ks F| BE65 
图 .调换 顶点 AA D CHE 的 位 置 便 容易 识别 出 这 个 子 图 .该 子 图 如 图 6-31tb) 所 示 . 

6.47 ”指出 图 6-32 所 示 的 哪些 图 是 非 平 面 图 , 即 指出 哪些 图 有 一 个 子 图 与 六 ,3 或 K ARE. 


解 KE 图 (a),{c} 和 (d) 是 非 平面 图 . 赂 {a) 有 一 个 子 图 与 Ks AA, Bl (c) K Ej K. JBE, 图 (d) 
本 身 与 K AH. 
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WA 
| 


(b) 


图 6-31 
(a) tb} (O) 
id} {e} 
图 6-32 


6.48 ”指出 图 6-33 所 示 的 哪些 图 是 非 平面 图 . 
解 Em 图 (b) 和 {e) 是 非 平面 图 .图 (b) 本 身 与 Ks,3 同 是 ,图 (ec) 有 一 个 子 图 与 上 3,; 间 构 . 


(b) (o) (d) 


A 6-33 


(a) 


6.49 ”指出 图 6-34 所 表示 的 哪些 图 是 非 平面 图 . 
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解 EF 图 (aj,(e) 和 (时 是 非 平面 图 .图 (a) 有 -个 子 图 与 K. JH: El (c) K, 且 有 子 图 与 K3.3 
H K, BH, te} 本身 与 Ks EHE. 


图 6-34 


6.5 着 色 图 


6.50 


6.51 


6.52 


定义 一 个 图 G 的 一 种 项 点 著 色 或 简单 地 著 色 ,以 及 G 的 色 数 ,用 x(G SA. 

解 ww 一 个 图 G Bj F EU G 的 顶点 一 种 颜色 使 得 邻接 顶点 有 不 同 的 颜色 . 若 G 存在 
一 种 着 色 使 用 了 n 种 颜色 , 则 说 GE n- TREH $ G 着 色 的 最 少 颜色 种 数 称 为 G 的 色 数 . 

求 完全 图 Ke Kio 以 及 一 般 的 K, 的 色 数 ， 

Ro R 由 于 图 Ks 的 每 个 顶点 是 与 其他 的 每 个 顶点 邻接 的 , 因而 对 各 个 顶点 需要 不 间 的 颜色 , 因 
此 为 KG 着 色 要 用 六 种 颜色 . 同 理 ,为 图 Kio 着 色 要 用 十 种 颜色 ,为 图 K. 着 色 要 用 n 种 颜色 .于 是 
X(Ke) =6, XK) = 10, 并 且 一 般 地 , Y(K.,)= n. 

上 般 述 为 一 个 图 G 着 色 的 韦 尔 奇 -鲍威尔 (Welch-Powell) 算 法 . 

解 EF 首先 将 G 的 顶点 按 次 数 碱 小 的 顺序 排序 , (由 于 某 些 顶点 可 能 有 相同 的 次 数 , 因此 这 样 的 


排序 可 能 不 是 惟一 的 .) 然 后 ,用 一 种 颜色 涂 第 一 个 项 点 并 依 序 用 此 颜色 去 涂 表 上 的 不 与 原先 涂 过 这 
种 颜色 的 顶点 邻接 的 各 个 顶点 .再 从 表 的 前 头 开始 重复 这 个 过 程 ,用 第 二 种 颜色 涂 原 先 没有 着 色 的 
顶点 .继续 重复 加 颜色 直至 所 有 顶点 都 已 着 色 为 止 . 


注 韦 尔 奇 -鲍威尔 算法 是 给 一 个 图 着 色 的 一 种 有 效 的 方法 .我 们 强调 这 个 方法 只 是 给 出 


X(G) 的 一 个 上 界 . 这 就 是 说 ,该 算法 总 不 能 给 出 为 G 着 色 所 需 的 最 少 种 颜色 的 数目 .事实 上 ， 
求 (GG) 或 许 是 极其 困难 的 , 除非 一 些 简 单 的 情形 , 如 作为 解释 的 下 全 习题 ， 


6.53 


考察 图 6-35 的 图 G. (a) 几 书 尔 奇 -鲍威尔 算法 为 G 着 色 ( 简 单 地 认为 颜色 是 a”， 
“b”, 等 等 ).(b) 求 G 的 色 数 . 

Ë P (a) 按 顶点 次 数 减 少 的 顺序 列 出 G 的 顶点 (如 下 面 的 表 所 示 ). 对 第 一 个 顶点 n 赋予 颜色 
a . 表 中 不 与 w 邻接 的 下 - 个 顶点 是 o RIIET o 颜色 a. 现 在 改 用 颜色 5. 第 一 个 没有 着 色 的 顶 


6.54 


6.55 
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点 v ETAG b. 下 一 个 不 与 v4 领 搂 的 未 着 色 的 顶点 是 v2, AT o, 颜色 5. 由 于 所 剩 的 未 着 色 的 
顶点 都 与 =, 或 vz 邻接 ,因此 改 用 颜色 “ ,增加 颜色 重复 这 个 过 程 直到 所 有 顶点 都 着 色 为 止 .整个 着 
色 过 程 列 表 如 下 ; 


顶点 vI DF vg Wé D2 va uy 
次 数 5 4 4 4 3 3 3 
颜色 a hb a c b d a 


(DILA pl va zs 和 o, 相 据 连接 ,因此 必须 涂 不 向 颜色 .这 样 给 G 着 色 至 少 需要 四 种 颜色 .由 于 {a) 
公用 四 种 颜色 为 G 着 色 , 因 此 X(G}=4. 


t T 


Ta t 


图 6-35 图 6-36 


用 图 6-36 的 图 H 重复 习题 6.53. 
解 EF (a) 依照 像 习 题 6.53 那样 的 步 又 得 到 下 面 的 数据 ; 
顶点 v v3 u4 vg U2 vs 
次 数 4 4 4 4 3 3 
颜色 a b c a b c 
(WODA vp v3 HL ws 相互 连接 , 因此 为 图 H 着 色 至 少 需 要 三 种 颜色 . 由 于 (ay 用 三 种 颜色 , 因此 
X(H)=3. 
用 图 6-37 的 图 G 重复 习题 6.53. 
W EF (a) 依照 像 习题 6.53 那样 的 步骤 ,我 们 有 
顶点 v vI Ya Va Ts Ta 
次 数 3 3 3 3 3 3 
颜色 a b b a b a 
(HRA o, 和 w; EER, ATMA G 着 色 至少 需 要 两 种 颜色 .由 {a), XX(G)=2. 


t, 
ti 


Ty T 
aN O, 


t 


t Yr Yi 


图 6-37 图 6-38 


6.56 ”用 图 6-38 的 图 五 重复 习题 5.53. 


多 F (a) 控 照 像 习题 6.53 MEHER, RIA 
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6.58 


顶点 vi vs Y2 VE va Va 

WK 4 4 3 3 2 2 

颜色 a b b e c a 
{b) 顶 点 vp vw3 和 ws 相互 连接 ,因而 为 电 着 色 室 少 需 要 二 种 颜色 ,由 (a}, XCH)=3. 
应 用 韦 尔 青 - 鲍 威 尔 算法 为 图 6-39 的 图 着 色 , 并 求 该 图 的 色 数 n. 
A EF 首先 ,将 顶点 按 次 数 碱 少 顺 库 排 序 得 到 序列 
H, À, D, F, B, C, E, G. 
继 之 ,我 们 用 第 一 种 颜色 涂 顶 点 H, BAG. (RITES A, D s F 涂 第 一 种 颜色 ,因为 它们 每 一 个 
都 与 HER, 并 且 不 能 给 CRE RS- AAE, 因为 每 一 个 或 与 末 , R BER JRR kE 
的 顶点 ,我 们 用 第 二 种 项 色 涂 顶点 4 MD AFARS F, CAE 必须 涂 第 二 种 颜色 .这 样 , 色 数 n 
不 会 大 于 3. 然而 , 在 任何 一 种 着 色 中 , 由 于 H, DRE 是 相互 连接 的 ,因此 它 门 必须 涂 不 同 的 颜色 ， 
n=. 


图 5-39 E 6-40 


用 韦 尔 奇 - 饮 威 尔 算法 给 图 6-40 的 图 G 着 色 , 并 求 G HER n. 
解 F 将 顶点 按 次 数 减 小 顺序 排序 得 到 序列 
Ag Ap Ap Aj Ap Ag Agp Ag. 


第 一 种 颜色 用 来 涂 顶 点 A 和 41:. 第 二 种 颜色 用 于 涂 顶 点 An A. 和 48s. 第 三 种 颜色 用 于 涂 47, A 
和 A6. 这 样 ,G 是 3 -可 着 色 的 ,注意 ,由 于 A A. 和 A, 必须 涂 上 不 同 的 颜色 ,因此 G 不 是 2 -着 色 


ÉJ. At n = X(G)=3. 
判定 哪些 连通 图 G 是 1 -可 着 色 的 , 若 有 ,请 指出 ， 

解 =e 车 GG 有- -条 边 。 连接 顶点 vz 和 ww, 则 w 和 必须 涂 不 同 的 颜色 , 这样, G 只 能 是 具有 一 
个 顶点 而 无 边 的 图 ， 


慢 图 和 着色 
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求偶 图 K, 4 和 下 ;6 的 色 数 . 

解 # 一 个 偶 图 是 这 样 的 一 个 图 ; 它 的 折 有 顶点 可 分 成 两 个 子 集 , 其 中 每 个 子 梨 的 顶点 都 与 男 一 
个 子 集 的 所 有 顶点 连接 , 但 子 集 本 身 的 顶点 是 不 连接 的 { 见习 题 5.125). 由 于 同一 子 集 没有 顶点 与 任 
一 其 他 顶点 连接 ,因此 :个 给 定 的 子 储 的 所 有 顶点 可 赋予 相同 的 颜色 .由 于 两 个 子 集 是 连接 的 , 因此 
每 个 子 集 必 须 涂 上 不 同 的 凑 色 . 故 任 一 俩 图 着 色 需 要 两 种 颜色 . 据 此 , XK) =2, X(K, i )=2. Eg 
5.5 将 这 个 概念 公式 化 并 加 以 推广 


定理 6.5 ”对 于 一 个 图 G, 下 面 的 结论 是 等 价 的 : 


(DG 是 2- 可 着 色 的 ; 
(ü)G 是 侦 图 ; 
GiG 的 每 个 循环 的 长 度 都 是 偶数 . 


6.61 


6.62 


6.63 
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证 明定 理 6.5. 

证 EF (i) 推 得 (i). 设 G 是 2- 可 着 色 的 . 令 M 是 涂 上 第 一 种 颜色 的 顶点 集合 , N 是 涂 上 第 二 种 
颜色 的 项 点 集合 .由 于 M 的 顶点 颜色 相同 , N 的 顶点 颜色 也 相同 , 因此 M 的 各 顶点 相互 不 邻接 , N 
的 备 顶 点 也 相互 不 邻接 ,从 而 M 和 N 形成 G 的 硕 点 的 一 个 偶 划 分 ， 

(DHB). R G PBEM MN 形成 G 的 顶点 的 - -个 个 划分 . 若 ~ 个 循环 开始 于 比方 说 M 的 一 
个 顶点 u, 则 它 将 走 到 N 的 一 个 顶点 ,然后 到 M 的 一 个 硕 点 而 又 到 NN, 等 等 .因此 当 该 德 环 回 到 u 
时 , 它 必 有 偶数 长 度 .这 就 是 说 , G 的 所 有 循环 长 度 剖 是 偶数 . 

{iii) 推 得 (i). 最 后 ,假设 G 的 每 个 德 皇 的 长 遮 都 是 偶数 .我 们 在 每 个 连通 分 图 选 一 个 顶点 并 且 涂 上 
第 一 种 颜色 , 比方 说 是 红色 的 .然后 我 们 逐次 给 所 有 顶点 着 色 如 下 :车 一 个 顶点 涂 上 红色 , 则 枉 一 个 
与 它 邻 接 的 顶点 涂 上 第 二 种 颜色 , 例如 蓝 色 .车 一 个 顶点 涂 上 蓝 色 , 则 任 一 个 与 它 邻接 的 顶点 涂 上 红 
色 . 由 于 每 一 循环 的 长 度 为 偶数 , 因 城 没有 邻接 的 顶点 将 涂 上 相同 的 颜色 . 故 G 是 2 -可 着 色 的 , 定理 
得 证 . 

习题 6.55 的 图 是 2 -可 着 色 的 .指定 理 6,5 知 G UEBA HER G 的 两 个 顶点 子 
集 来 检验 之 . 

F EF REAR, RAE) GÆ K, Ein n = lu upv W n= |o, va 然而, 我们 知道 
同一 子 集 的 所 有 项 点 必 有 相同 的 颜色 , 央 此 我 们 容易 检验 赋予 的 颜色 来 识别 每 个 子 集 . 

考虑 图 6- 41 的 偶 图 二 ,4 求 (a) 该 图 的 一 种 2 -着 色 ;(b) 从 o, 开始 的 6 个 循环 并 说 明 
它们 都 晨 偶数 长 度 的 ， 

jS EF (DREH m= ju, s. lH ns [vs vp vs, ve| 便 得 到 侦 图 .这 样 ,ww 和 ws 涂 上 一 种 颜色 ， 


以 及 Tzr Up V5 和 VA 诊 上 另 -一 种 颜色 . 
{b) 从 顶点 v 出 发 的 5 个 循环 是 


(ur Uz Ug Tp Uha (vl Yg Ugs Ug VJs 
lup Uas Vis Vgs vih, EJP Uge Dzs Ugy v), 
Ú Dis Var Up Us, VI), (uu Vs Yis Ugs v) 


所 有 的 循环 长 度 为 4, AMY- KERRAN. 


v” t 
Dl v " n 
Ta D Da ™ K 
Yr Ti 
E 6-41 E 6-42 
6.64 E 6-42 所 示 的 图 如 是 偶 图 .为 了 识别 生 或 G 的 两 个 顶点 子 集 ,用 韦 尔 琳 -鲍威尔 算法 
给 G 的 顶点 着 色 . 
B ¿Z 由 于 每 个 硕 点 都 是 4 次 的 , 因而 G 必 是 Ki CAPRA- HARRA, RiT URRH 
两 个 子 梨 为 下 = lu, ua Us 07| 和 = 和 vs Uq, U6 vg- 
平面 图 和 着 色 


6.65 


定理 6.6 任 一 平面 图 是 5 -可 着 色 的 ， 


证 明定 理 6.6. 
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6.67 


6.68 


6.69 


证 F X: F G 的 顶点 数 p HH Sele. pas, Ml 3 H p>5, BAR AS UE T p 
的 图 定理 成 立 ,根据 习题 6.40, G 有 一 个 顶点 c, fi deg(w) 志 5. 由 归纳 法 , 子 图 Gr 是 5 -可 着 色 
的 .很 设 有 这 样 的 一 种 闭 色 . 若 与 ”邻接 的 项 点 用 了 少 于 五 种 的 颜色 ,我 们 则 只 要 用 剩余 的 颜色 的 一 
种 去 涂 ", 从 而 得 到 G 的 一 仲 5 -着 色 . 我 们 还 外 下 的 博 形 是 , o 与 涂 上 不 同 颜色 的 项 点 邻接 , 比方 
说 ,这 些 硕 点 绕 wv 按 道 时 针 方 向 移动 是 vw,…, vs EDAR ERE cl,…,cs{ 图 6.43). 

现在 考 瞄 由 涂 上 颜色 cl 和 cs 的 顶点 生成 的 的 子 图 于 .注意 天 包含 vi 和 zw. 车 wv 和 vy 属 
F H 的 不 同 分 图 ,出 可 交换 包含 vj 的 分 图 中 的 颜色 c, 和 cs 并 不 破坏 Ga WAE. TE v 和 vs 都 
Ë E cae TAARE v MARITE 6 的 一 个 5 -着 色 . 男 一 方面 ,假设 o, 和 ws # H 的 同一 分 图 
中 , 则 从 vi 到 *s 有 一 条 通路 己 , 它 的 顶点 或 是 除 上 颜色 c 或 是 cs. 这 条 通路 PAA o wi| 以 及 
lv vi 一 起 形成 或 是 包围 o, 或 是 包围 v4 的 一 个 循环 C. 现 在 考虑 由 着 色 c, 或 c4 的 顶点 生成 的 子 
E K. HF CAR o E og BEZE, BERA ws 和 o, 属于 KK 的 不 同 分 图 .这 样 ,我 们 可 以 交换 包 
会 wa 的 分 图 中 的 产 色 cy 和 e MEER G- ou 的 着 色 . 因 此 v 和 o, AREAN c. 并且 我 们 可 选 
到 ea 来 涂 v, 得 到 G 的 一 种 5~ 着 色 . 于 是 G 是 5 -可 着 色 的 ,定理 得 证 . 


K B 


图 6-43 图 6-44 


颜色 和 地 图 

定义 一 地 图 的 邻接 区 域 . 

E F 若 一 个 平面 多 重 图 的 两 个 区 域 有 一 条 公共 边 , 则 说 这 两 个 区 域 是 邻接 的 . 例如 , 考察 图 
6-44 所 示 的 地 图 .区 域 rz 和 =; 是 邻接 的 ,但 区 域 rz 和 rs 则 不 是 邻接 的 . 

考虑 图 6-45 的 地 图 N .指出 N ASKR: (ara (bra (ec)rs 邻接 的 区 域 . 

WW EF 与 区 域 n 有 公共 边 的 区 域 是 与 n 邻接 的 .因此 , (a)ri rs 和 rai (bri A ralo HE r 
与 r | 邻接 . 


£ Es 


n 


图 56-45 图 6- 46 


求 图 6-46 所 示 的 地 图 R 的 每 一 个 区 域 的 邻接 区 域 的 数 月 ， 

E sm 求 与 一 个 给 定 区 域 邻接 的 区 域 数 目 是 计算 与 该 区 域 至 少 有 一 条 公共 边 的 区 域 数 目 . 因 此 
R 的 四 个 区 域 rn ra,rs 和 r, 分 别 有 2,1,3 和 2 个 邻接 区 域 . 

解释 一 张 地 图 的 一 种 着 色 是 什么 意思 . 
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N F 张 地 图 M 的 一 种 着 色 的 含义 是 给 M 的 区 域 涂 上 颜色 使 得 邻接 区 域 有 不 同 的 颜色 . 如 
果 METEN n 种 颜色 的 一 种 着 色 , 则 说 地 图 M 是 n -可 着 色 的 .图 6-44 的 地 图 是 3- 可 着 色 的 ， 


这 是 因为 它 的 区 域 可 着 色 如 下 : 
rl KE, ry 白色 ， Ta HE, Y4 白色 ， rs 蓝 色 ， rs 绿色 . 


6.70 ”考虑 6-47 中 的 地 图 P, {a) 找 PP 的 一 种 4 -可 着 色 , (bP 是 3- 可 着 色 吗 ? 
S EP {a) 地 图 P 的 一 个 4- 可 着 色 是 给 P 的 区 域 着 四 种 颜色 使 邻接 的 区 域 染 不 同 的 颜色 . —- Eh 


可 能 的 4 -着 色 如 下 ， 

红色 :rl 和 ra, 蓝 色 :rz 和 rs, 绿色 :rs 和 ry 黄色 :r7. 
(b}) 不 .我 们 不 能 用 三 种 颜色 给 P 着 色 . 注 意 区 域 rora rs 和 r; 都 是 相互 邻接 的 ,因此 必须 涂 不 同 
颜色 . 故 给 p 着 色 至 少 需 要 四 种 颜色 . 


S N 


E 6-47 图 6-48 


6.71 考虑 图 6-48 的 地 图 Q.(a) 求 Q 的 一 种 4 -着 色 ,(b) 和 是 3- 可 着 色 吗 ? 
H EF (a) 一 种 可 能 的 4 -着 色 如 下 ， 
红色 :ri 和 rs 蓝 色 rs, 绿色 :ry 和 ra. 黄色 ;rg. 


(b) 是 .例如 ,Q 的 一 种 3 -着 色 如 下 : 
红色 ,ri 和 rs, EG: r, 和 ri, RË ry P rg. 


6.72 ”月 最 少 种 颜色 给 图 6-49 的 地 图 M 着 色 . ME ARAH a”, b, 等 等 . 
解 vr 给 地 图 M 车 色 只 需 两 种 颜色 .一 种 这 样 的 着 色 如 下 : 
颜色 :riyriyrti BE bira, ra rs, ra rs. 


Fi 


" ~ 


~ 


图 6-49 图 6-50 


6.73 ”用 图 6- 50 的 地 图 N 重复 习题 6.72. 
多 Et 给 地 图 N 着 色 需 要 三 种 颜色 . 一 种 这 样 的 着 色 如 下 ，; 
颜色 air ra BE birnre BË cira rs. 
由 于 ror: 和 rs PERE, 因此 三 种 颜色 是 需要 的 . 


对 偶 图 


6.74 ”结合 一 个 例子 定义 一 张 地 图 M HORRE (Whitney) ) X. 
解 EF 考察 一 张 地 图 M ,在 M 的 每 一 个 区 域 中 选取 一 个 点 . 若 两 个 区 域 有 一 条 公共 这 , 则 对 应 的 
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6.75 


6.76 


点 可 以 用 通过 公共 也 的 一 条 线 连 接 起 来 .这 些 曲 线 可 以 画 成 不 相交 叉 . 这 样 ,我 们 得 到 一 张 新 的 地 图 
M ` ,使 得 M 的 每 个 预 点 愉 好 对 应 M 的 一 个 区 域 , M 称 为 M 的 对 偶 . 图 6-51(b) 表 示 图 6-51(a) 
的 地 图 的 对 偶 . 我 们 可 以 证 明 M' 的 每 一 个 区 域 怡 好 含 M 的 一 个 顶点 而 且 M * 的 每 一 条 边 将 怡 好 
与 MEAR, ZR LE, M 将 是 图 M AA. 


{a} 


图 6-51 


关于 对 侦 地 图 , 说 明 图 的 着 色 { 即 顶点 着 色 ) 和 地 图 着 色 ( 即 区 域 着 色 ) 之 间 的 关系 如 
i. 
K O 我 们 看 到 地 图 M 的 区 域 着 色 对 应 三 对 侦 地 图 M * 的 顶点 着 色 .换言之 , 一 张 地 图 ME n 
-可 着 色 的 当 且 仅 当 对 侦 地 图 M HERAA n -可 着 色 的 .因此 定理 6.6 可 重 述 如 下 . 

定理 6.6 (3H) 每 一 平面 地 图 M 是 5 -可 着 色 的 ， 
BSE 6- 52 的 各 地 图 对 偶 的 地 图 ， 
Ñ #3 在 每 一 个 区 域 选取 一 个 顶点 (点), 如 果 两 个 项 点 的 相应 区 域 有 -- 条 公共 边 , 则 过 接 这 两 个 
顶点 ,我 们 强调 一 地 图 和 它 的 对 侦 必 须 有 由 同 的 边 数 .相应 结果 如 图 6- 53 所 示 . 我 们 看 到 图 6- 53(b) 
中 有 两 个 环 , 它们 对 应 原来 地 图 的 完全 被 “外 "区 域 包含 的 两 条 过 . 
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6.77 ” 融 出 与 图 6- 列 的 各 地 图 对 需 的 地 图 . 
W F 先 在 各 个 地 图 M 的 每 一 区 域 中 帮 痢 -个 项 点 [点 ), 然后 ,车 两 个 顶点 的 相应 区 域 有 一 条 
公共 迪 , 则 把 它们 连接 起 来 . 接 此 方法 ,我 们 得 到 的 对 俏 各 图 M ` 在 图 65-55 中 . 


ia) (b) (Q) 


(ay (b) (c) 


图 6-55 


6.78 考虑 图 6-56(a) 的 地 图 M. (a) M 有 多 少 个 区 域 ? (b) 画 出 与 M 对 侦 的 地 图 M Y, (c) 
确定 M “有 多少 个 项 点 , (d) 画 出 与 M* 对偶 的 地 图 . 
R F (a)M 有 6 个 有 界 区 域 和 一 个 元 界 区 域 . 
(OIRRE M * 呈现 在 图 6-S6(b)rh. 
(cj)M' 有 7 个 顶点 ,对 应 于 M 的 每 个 区 域 有 一 个 贰 点 . 
{di 原来 的 图 65- 56(a) 的 地 图 M 是 图 6.56(b) 的 地 图 M "的 对 偶 . 


四 色 定 理 


6.79 ”解释 四 色 定 理 ， 
W uz 从 上 -- 让 沁 就 知道 的 乍 理 6.6 说 明 每 张 地 图 是 5- 亲 着 色 的 .和 攻 油 仅 侈 帘 要 内 种 颜色 
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6.7 


图 .一 


称 为 


6.90 


6.80 


6.82 


是 最 后 于 1976 年 阿 候 尔 (Appel) 和 险 肖 (Haken) 用 计算 机 分 析 了 包括 数 亿 种 情形 的 差不多 


2000 张 地 图 给 子 证 明 , 现 在 我 们 客 述 这 个 结果 , 称 之 为 四 色 定 理 . 


四 色 定 理 6.7{a) KEH M 的 区 域 着 色 , 向 使 邻接 区 域 丰 不 同 的 颜色 , 则 无 需 多 于 四 


色 . 
四 色 定 理 6.7({b) 每 个 平面 图 是 (顶点 )4 -可 着 色 的 . 
树 
一 个 没有 循环 的 图 G 称 为 非 循环 的 战 循环 -自由 的 . -- 棵 树 工 是 一 个 没有 循环 的 连通 
片 森林 王 是 没有 循环 的 图 ,因此 森林 F 的 连通 分 图 是 树 .由 单一 顶点 而 没有 边 构 成 的 树 
Ri. 


下 列 定理 给 出 定义 树 的 等 价 方法 和 重要 的 有 关 性 质 , (定理 6.8 和 定理 6.9 分 别 在 习题 


和 6.91 中 给 予 证 明 .) 
定理 6.8 设 已 是 有 多 于 一 个 顶点 的 图 , 则 下 面 结论 是 等 从 的 : 
(i)G Ec. 
GODART SE $f. H — É B) SL lli A P ye F . 
GiG 是 连通 的 ,但 若 删 除 任 一 条 边 则 所 得 的 图 是 不 连通 的 . 
(iv)G 是 循环 -自由 的 ,但 若 任 加 一 条 边 到 G 中 则 所 得 图 恰 有 一 个 循环 . 
定理 6.,9 设 G 是 具 #>1 个 顶点 的 有 限 图 , 则 下 面 结论 是 等 价 的 : 
(DG 是 一 棵 树 . 
(ii)G 是 循环 -自由 的 , 且 有 n 一 1 条 边 ， 
GiG 是 连通 的 , 且 有 n -1 $i. 
定理 6.10 ” 树 ( 且 因此 森林 ) 是 2 -可 着 色 的 . 
设 工 是 有 6 个 顶点 的 一 棵 树 .了 有 多 少 条 边 ? 
W EF 抑 定理 6.9, 了 工 有 16-1=5 条 边 . 
6.81 就 图 6-57 的 图 A 检验 定理 6.8， 
解 ”# 对 于 图 4, 下面 结 论 成 立 : 
(OB T A 是 连通 的 且 没 有 循环 , 因此 A 是 一 棵 树 . 
(在 和 中 任 选 两 个 质点 ,它们 恰好 由 一 条 简单 通路 连接 . 
(DEMRE R, M A 不 再 是 连通 的 . 
EJ 6- 57 (Civ) 车 在 A 中 任 加 一 条 边 , 则 4 惟有 一 个 福 环 . 
因此 ,对 于 图 4, 定理 6.8 得 到 验证 . 
就 图 6-57 的 图 4 检验 定理 6.9. 
解 F 对 于 图 4, 下 面 铺 论 成 立 ， 
OBETE A 是 连通 的 旦 没有 循环 ,因此 A 是 - 棵 树 . 
GDA 是 循环 -自由 的 , 且 有 9 个 顶点 和 如 条 边 . 
GDA 是 连通 的 且 有 5 个 顶点 和 8 RH. 
因此 ,对 于 图 A, 定理 6.9 得 到 验证 。 


考虑 图 6-58 的 树 T. (a) 若 了 有 制 点 的 话 , 则 哪些 顶点 是 割 点 ? 若 T 有 桥 的 话 , 则 哪 


些 边 是 桥 ? 
解 GF (4) 在 一 标 树 中 ,每 一 个 次 数 大 于 1 的 顶点 都 是 制 点 ,因此 r. u, u 和 y BERA. 


{b) 若 在 - 棵 树 书 移 去 任 :条 边 , 测 该 树 是 不 连通 的 (定理 6.8), 因 此 在 一 棵 树 中 的 每 条 边 都 是 .上座 


桥 . 
求 图 6-59 的 树 全 的 一 种 2 -着 色 . 


E EF 为 了 求 任 一 树 的 种 2 -着 色 , 首 先 赋予 任 一 顶点 第 一 种 颜色 , 然后 把 第 二 种 颜色 赋予 与 
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6.86 


6.88 


6.90 


第 一 个 项 点 邻接 的 所 有 项 点 ,其 次 ,所 有 与 赋 子 第 二 神 颜色 的 硕 点 外 接 — n n 
的 顶点 赋予 短 一 种 颜色 .重复 这 个 过 程 直到 所 有 页 点 都 着 色 .例如 ,在 
树 h WFE v. 红色 ,然后 ,赋予 顶点 wi, v4 和 us 绿色 ,随后 ,再 
RIDA v7 和 ve 红色 . 按 这 种 方法 继续 进行 下 去 , 得 到 颜色 分 配 ， p . jJ 


红色 ;vas v3 97 v8， 红色 ;vis Va Us Vg V9. 
RA 6-60 的 树 了 的 一 种 2- 着色 . 
S l 使 用 红 和 绿 两 种 颜色 , ET v 红色 , 如 同 习 题 6.84 的 过 程 ， ”mw Y l: 
得 到 T 的 如 下 着 色 ， 


红色 ;zl， Thr UTs 绿色 ;vy, Da, Uas US Ug. 


v 
k 
T T Th t th 
u 
x A x / k ws 
外 Da kati ta 
T Vr Ty Vio 


图 6- 60 图 6-61 


Ë 6-59 


RE 6-61 的 树 的 一 种 2- 着色. 
解 wz 如同 习 题 6.85 的 过 程 ,得 到 了 的 如 下 着 色 ， 

红色 :ol Da vs ve 绿色 :oa Oy, Vp Ug Vg VID- 
考察 完全 侦 图 K... ER Knn DER, I m Mna 都 大 于 1. 
证 F 设 x 和 六 是 第 -- 个 集合 的 顶点 , v 和 vw 是 第 二 个 集合 的 顶点 , 则 (x, wv,w ,vw) 是 一 个 
循环 .因此 ,对 m,a >l, K, n PEF. 
考察 完全 图 K, .证 明 K, 不 是 树 ,此 处 n>. 
证 EF Ru, vt wE K, BZAR, WC, v, w, aw) 是 区, 中 的 一 个 循环 .因此 对 >2, K, 不 
是 树 . 
假设 一 个 图 G 中 从 一 个 顶点 & 到 一 个 项 点 w 有 两 条 不 同 的 简单 通路 , 比方 说 Pl 和 
Pz. 证 明 G 全 有 一 个 循环 ， 
证 KF 设 志 是 Pi 和 P, 上 的 一 个 顶点 使 得 P; 和 了 ;上 随后 的 顶点 是 不 同 的 . 设 w Et w 之 后 
同时 在 P, 和 P, 上 的 第 -个 顶点 .( 参 见 图 6-62) 那 么 在 w Hw 2 B] P, 和 P, 的 子 通 路 除 w Mw 
外 没有 公共 顶点 ,因此 这 两 条 子 通路 形成 一 个 循环 . 
证 明定 理 6.8. 
证 EF AAG) Eu RL o 是 6 的 两 个 顶点 .由 于 G 是 . - 棵 树 ,因此 在 + 和 > 之 间 至 少 有 一 
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6.92 


图 6-62 


条 通路 .而 且 , 在 wu 和 之 间 只 能 有 一 条 通路 , 否则 GRA PB PF(3 EN 6.89). 

GW Cuy BERTA GWE- S = |u, vl EE e EA u B| o 的 一 条 通路 ,假设 得 到 的 
图 Ge 有 一 条 从 ww 到 + 的 通路 已 , 则 已 和 e 是 从 Ale 的 两 条 不 同 的 通路 ,这 与 假设 竹 盾 ,因此 在 全- 
eu 和 w 之 间 没 有 通路 ,从 而 Ge 是 不 连通 的 . 

GUDAR GO) R G 有 和 色 合 一 条 边 e= lu, aol 的 一 个 循环 各, 根据 
MYR. G 是 连通 的 但 台 = G - e 是 不 连 遂 的 ,w 和 w 属于 如 的 两 个 不 
同 分 图 (习题 5.32). 这 就 与 和 ww 是 由 G' 中 的 通路 P= C -连接 起 
来 的 事实 相 了 矛盾 ,因此 G 是 循环 -自由 的 . 现 设 < 和 yy 是 G 的 两 个 项 
点 , 且 设 H EE G PERR.: = |r, yi 得 到 的 图 .由 于 GG 是 连通 的 , A 
此 G 中 从 z 到 y 有 -条 通路 P, 从 而 C= Pa 形成 五 中 的 一 个 循环 . 设 
日 还 有 另 一 个 循环 C“, 由 于 G 是 循环 -自由 的 ,因此 CERA He, E 
HR C = Pe AIE PAP EGPA? 到 y 的 两 条 通路 {参见 图 6- 
63). 于 是 (习题 6.89), G 有 一 个 循环 ,这 与 G 是 循环 -自由 的 事实 村 
图 6-63 FE M H 仅 仪 全 有 一 个 循环 . 

GOREU). 由 十 加 一 条 边 e= |x ,yj 到 避 产 生 一 个 御 环 ,因此 顶 


P 


P 


点 工 和 yy 必定 已 经 是 连接 的 ,于 是 G 是 连通 的 , 县 由 假设 G 是 循环 -自由 的 ,就 是 说 , G 是 一 标 树 ， 


证 明定 理 6.9. 
证 EF H GAMES 用 归纳 法 证 明 . 设 ==1, 邑 怠 公 有 一 个 顶点 , 则 区 有 0=1-1 条 过 , 因 
m G 是 连通 的 和 循环 -自由 的 .于 是 ,对 =1 定理 成 立 . 

HE n> ED G 有 包 于 一 个 顶点 .我 们 证 明 , 对 于 如 ,60),( 习 各 (说 } 是 等 价 的 ,这 里 ,我 们 假设 对 
于 所 有 具有 少 于 n 个 顶点 的 图 ,它们 是 等 价 的 

(WASG) E 和 是 一 棵 树 .那么 G 是 循环 -自由 的 ,因此 我 们 只 人 须 证 明 避 有 nn 一 1 条 边 .根据 当 
题 5.137 知 , G ARRA 1 的 一 个 顶点 . 删 去 这 个 顶点 及 其 边 , 我 们 得 到 一 棵 具有 x 一 1 个 项 点 的 树 
人 .对 于 TERRE, HE T 8 x 2 ih G Kn- R. 

GUDA SGD. G 是 循环 -自由 的 且 有 nn -1 条 近 . 我 们 只 需 证 明 G 是 连通 的 ,假设 G 是 不 连通 
HAEE TOAT. o 轨 , 由 于 它们 的 每 一 个 都 是 连通 的 日 循环 -自由 的 ,因此 它们 都 是 树 . 例如 ， 
T, 有 个 顶点 ,注意 n < n, IR T, 定理 成 立 , 从 而 T, 有 六 一 工 条 边 .这 样 


n = mj) + n, + e + Hk 


以 及 
nl={(n — 1) + (n. —1) + + (n, — 1) 
=n Tn. + Tm —- Ë = n—E, 
B k= 1. Rm, R5SER G 是 不 连通 的 且 有 > 1 个 分 图 相 牙 盾 . 故 是 连通 的 ， 
(GB EO. 如 是 连通 的 且 有 -1L 茶 边 ,我 们 只 需 证 明 G 是 循环 -自由 的 . 设 G 有 包含 一 条 
边 的 一 个 循环 , 删除 e 便 得 到 图 和 H=G - e, 它 仍 是 连通 的 .但 HA n TRAN n -2 条 近 , 从 而 必 
ETER RE, G 是 循环 -自由 的 从 而 它 是 一 棵 树 . 


解释 生成 树 是 什么 含义 ， 
W E EE G 的 一 个 子 图 TE- HAE 工 包含 G 的 所 有 项 点 , 则 称 了 是 G HERH. 
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求 图 6-64 所 示 的 图 G 的 两 棵 生成 树 


图 6-64 图 6-65 


E E GHH G W TE, 该 子 图 是 一 棵 树 旦 包含 GAHRAN 
点 .图 6-65 表示 两 个 可 能 的 生成 树 


6.94 RE 6-66 所 示 的 图 G 的 所 有 的 生成 树 ， | 


解 Em BLUE] 6-67.H 3, ET J tE b Ruk je SE GOO sk E E GONA. 


GD 


图 6-67 


6.95 RÆ 6-68 所 示 的 图 H BÉ PTS tE pk El). 


解 EF RE 5- 的 .我 们 再 -- 次 看 到 ,所 有 生成 树 与 图 6-67 的 人 或 (加 同 构 ， X 
6.96 ”考虑 一 个 压 限 连通 图 G. G 的 所 有 生成 树 下 必 有 相同 的 边 数 ? 


R F ERAL EGE n ARa, M GHE- -ERE THA a 13638. 


LA 1 JLIP Z 
NZA rN 


Él 6-69 


El 6-68 


最 小 生成 树 


6.97” 设 局 是 一 个 图 , 它 的 边 都 赋 以 长 度 , 即 标 上 正 数 , 定 义 G 的 一 棵 最 小 (或 最 短 ) 生 成 树 
T. 


E E G 的 所 有 生成 树 中 , 工 有 最 小 的 长 度 和 ， 
6.98 


6-70 中 标号 图 G 有 三 棵 生成 笃 .(a) 求 G W ER R FACE, (b) G 的 最 小 生成 树 
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是 哪 一 棵 ? 
解 E53) 三 棵 生成 树 为 图 6-71 所 表示 .每 棵 生成 树 的 长 度 是 它 的 边 的 长 启 之 和 .因此 Ti,T: 和 


T, 的 长 度 分 别 是 14,11 和 15. 
(WERA REAR T: HEERE, 因此 T, 是 最 小 生成 树 . 


A ⁄/ I 


图 6.70 图 6-71 


6.99 ”给 出 求 一 个 有 限 的 连通 标号 图 G 的 最 小 生成 树 的 两 种 算法 ， 
解 FF 算法 6.1 输入 具有 m 个 顶点 的 一 个 图 G. 
第 1 步 . 39 G 的 边 按 长 度 减少 的 顺序 排序 ， 
第 2 步 . 逐 次 地 进行 删除 不 致 于 使 图 不 连通 的 每 一 条 边 , 直到 剩 下 mmr -1 条 边 为 止 . 
第 3 步 .输出 剩余 的 边 ( 它 们 形成 G ARA ERRAT). 
算法 6.2 输入 具有 m 个 顶点 的 一 个 图 GG， 
第 1 步 .将 避 的 边 按 长 度 增 加 的 顺序 排序 . 
第 2 步 .逐次 地 进行 ,在 G 的 mm 个 顶点 上 一 次 添加 一 条 边 使 得 不 形成 循环 , 直到 = -1 条 边 都 添加 
FAE. 
第 3 步 ,输出 添加 上 的 m-1 3. (Ce En G 的 -一 标 最 小 生成 树 工 ). 
6.100 ”对 于 图 6-72(a) 的 标号 连通 图 外 ,应 用 习题 6.99 的 算法 6.1 求 Q 的 最 小 生成 树 . 
E EF 图 日 有 6 个 顶点 ,因此 Q 的 任 一 生成 树 有 5 条 边 .由 算法 5.1, 这 些 边 按 长 度 减 少 的 顺 
序 排 序 并 地 次 删除 (不 臻 于 使 Q 不 连通 ) 直 到 剩 下 5 条 边 .这 就 得 到 下 面 的 数据 资料 ; 
边 AF BC AC BE CE BF AE DF BD 
KE 9 R 7 7 6 5 4 4 3 
删除 ? 是 是 是 否 T 是 


因此 , Q 的 最 小 生成 树 包 含 边 


| BE, CE. AE, DF, BD}. 
这 哥 生 成 树 有 长 度 24, 且 它 是 图 6-72(b) HARÉ. 


B A B 
JNA 
D 
D 
c 
9 4 
F E F 


(a) (b) 


图 6-72 


6.101 对 于 图 6-72(a) 的 图 应 用 习题 6.99 的 算法 6.2. 
E EF 已 的 任 一 生成 树 有 5 条 边 .由 算法 6.2, 所 有 的 边 按 长 度 增 加 的 顺序 排序 并 有 逐次 添加 
【不致 于 形成 循环 } 直 到 含有 5 条 边 为 止 .这 就 得 到 下 面 的 数据 资料 , 
边 BD AE DF BF CE AC BE BC AF 


BAA FAHR 
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6.102 


6.103 


6.104 


长 度 3 4 4 5 6 7 7 8 9 

添加 ? 是 是 是 £ 是 否 是 
BI, Q 的 最 小 生成 树 包含 边 

| BD, AE, DF, CE, BE}. 
这 棵 生成 树 与 习题 6.100 应 用 算法 6.1 得 到 的 结果 相同 . 
对 于 图 6-73(a) 的 标号 连通 图 R, 应 用 算法 6.1 求 R 的 最 小 生成 树 ， 
E Ep 图 RR 有 7 个 顶点 ,因此 的 任 一 生成 树 将 有 6 条 过 .应 用 算法 6.1{ 如 同 习 题 6.100) 得 
到 下 面 的 数据 资料 ， 
边 AC EG AB BD DE BC BE FG DF CD CF DG 


KE 9 9 8 8 7 6 6 6 5 4 4 4 
删除 ? R k 5 EESTE 是 是 
因此 R 的 最 小 生成 树 包 售 边 
1AB, BC, BE, CD, CF, DG! . 
mia jana e 32, 它 是 图 6.73(b RERA. 


d B 
E c A 
E 
F G 
(b) 


图 6-73 


就 图 6- 73(a) 的 图 R, 应 用 算法 6.2. 
解 tw R 的 任 一 生成 树 包 含 6 条 边 .应 用 算法 6,2( 如 同 瑟 是 5.101) 得 到 下 面 的 数据 资料 ， 


边 CD CF DG DF BC BE FG DE AB BD AC EG 

EE 4 4 4 5 6 6 6 7 8 8 9 9 

添加 ? E E Et EEST ET 
因此 R 的 最 小 生成 树 包 含 边 

ICD, CF, DG, BC, BE, AR}. 

这 标 生成 树 与 习题 6.102 应 用 算法 6.1 得 到 的 结果 稻 同 ， 
求 图 6-74(a) 的 标号 图 G 的 两 棵 不 同 的 最 小 生 或 树 .( 这 样 ,最 小 生成 树 未 必 惟一 .) 
8 F 应 用 算法 6.1, 我 们 首先 删除 边 AB 和 BE. RE, RAKKE E CE 或 是 


DE .删除 一 条 或 者 另 一 条 边 得 到 两 种 最 小 生 或 树 如 图 6-74tb) 和 tc) 所 示 . 
A 9 B A B A B 


(a) (h) ic} 
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6.105 


应 用 算法 6.2 RA 6-75(a) 的 标 寻 图 的 两 样 不 同 的 最 小 生成 树 ， 
W E 如 同 习题 56,100 概括 的 进程 得 到 下 面 的 数据 资料 ， 


边 AB CE FG EH DH AC BD DE BC CF EG GH AF 
长 度 4 4 4 5 6 7 7 7 8 8 9 10 12 
添加 ? 是 是 是 是 是 是 音 F 省 是 
这 就 产生 图 6-75(b) 的 生成 树 , 它 其 有 过 
LAB, CE, FG, EH, DH, AC, CF}. 
à 


EAR, AC 和 BD 都 具有 长 度 7, — PB Wa uE | £: pe t, EJ p sk E Bs n AC 或 是 添加 
了 BPD. 图 6-75(c 表 示 这 样 的 第 二 棵 最 小 生成 树 , CAN 


1AB, CE, FG, EH, DH, BD, CF1. 


4 A B À B 
~ 
D c D c D 
12 
F G H F G H F G H 
(a) (b) 


(e) 
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71 有 向 图 


这 一 章 研究 一 神 称 为 有 向 图 的 特殊 类 型 图 . 可 以 作为 特殊 类 型 有 向 图 的 有 根 树 和 二 元 树 
亦 将 加 以 讨论 . 
7.1 定义 一 个 有 向 图 . 
E e 一 个 有 方向 的 图 ,或 有 向 图 G 是 由 下 面 黄 个 集合 组 成 ， 
(一 个 集合 v = V(G), 其 元 素 称 为 顶点 , 点 或 结 点 ， 
(ü) TR E= EtG), 它 由 称 为 孤 或 有 向 边 ,或 简单 地 , 边 的 有 序 顶 点 对 组 成 . 
当 我 们 强调 G 的 两 个 部 分 时 , 将 它 记 作 G, E) PT X SS V 和 弧 集 合 已 是 有 限 的 , 则 说 有 向 
图 G 是 有 限 的 . 
7.2 描述 一 个 有 向 图 台 = GOV,E) 的 图 形 并 举 一 个 
例子 . 
E 在 VY 的 每 个 顶点 用 一 个 男 点 ! 或 小 圆圈 ) 表 示 ， a 
FRIE HA e= [u, az] 用 一 个 箭头 , 即 从 起 点 < 到 
终点 o 的 有 向 曲线 表示 .例如 ,图 7-1 表示 有 向 图 G( v, 
E) k V=lA, B,C, D|, E 8 8 #3L( Am) 
e= [A.D]. ea = [B,A], 
e= [B.A],  e,= [D,B], 
es = [B,C], es = [PCCh 
e= [B.B], e =[C.D] 
组 成 .有 可 能 的 话 , 我 们 通常 画 一 个 图 形 而 不 是 列 出 项 点 各 边 来 表示 一 个 有 向 图 . 
7.3 ”用 例子 解释 术语 ; 环 和 平行 强 ， 
解 z 一 个 环 是 起 点 和 终点 相同 的 一 段 床 ,好 起 点 和 终点 在 同一 点 的 一段 琶 . 有 相同 起 点 和 有 相同 
终点 的 扳 称 为 平行 又 .例如 ,在 图 7-1 P 。 = [B,B] 是 一 个 环 ,ea= CB, AJA e= [B, A] EFIT. 
《虽然 es=[D,C] 和 gs=[C,D] 有 相同 的 顶点 ,但 它们 有 不 同 的 起 点 有 终点 ,因而 它们 不 是 平行 弧 .) 
7.4 形式 上 描述 图 7-2 所 表示 的 图 G. 
E BF 图 7-2 表 示 一 个 有 向 图 GV, E) RA V= 14,B,C|, 瑟 由 7 了 7 荣 


B E Hi 
[A, C], [A D]. [B,B], [C.A], 
[C, B], [C,D], [C,D] 
组 成 . 
C ” 75 指出 习题 7.4 的 有 向 图 中 的 环 或 平行 弧 . 
图 7-2 Ñ EF 弦 [B,B8] 是 一 个 环 .从 C B| D 的 两 段 缠 是 平行 的 . 


7.6 形式 上 描述 图 7-3 所 示 的 每 一 个 有 疝 图 G. 
解 sm G 的 一 个 形式 描述 是 列 出 它 的 项 点 梨 合 V (GM EM NOR E (G). RH, EE 7-3(a)P 
V(G) = A,B,C, DE, Fl, 
E(G) = HA, ,B1[A, D], [A, F], [C, E], 
[C, F] ID, C] [E,E],[F,C]I. 


在 图 7-3(byrh 
V(G) = !A,B,C|], 
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E(G) _ HA. B]L[A, B], [A, C], [8, A] LB, C) [C,A], IC, cji. 


A 


d 
(a 


(a) (b) 


图 7-3 


7.7 指出 图 7-3(a) 的 有 向 图 中 的 环 或 平行 浙 、 
解 EF 缴 [ 忆 ,5] 是 一 个 坏 . 该 有 向 图 没有 平行 弧 . 
7.8 指出 图 7-3(b) 的 有 疝 图 中 的 环 或 平行 强 . 
解 EF 有 - .个 环 LC,C] 和 两 条 从 4 R RFM. 
7.9 画 出 下 列 每 一 个 有 向 图 G 的 - :个 图 形 ,此 处 VCG)= A.B, C, D. EI B. 
(a) E(G)=i[A, BL [A.CL[B, C]. [B.D],[LC, CLD, 3] 
(b E(G)=ilA, P]. [B,C], [C,E] [D,E], (D, P] [P,E], [E,A]}- 
解 F 首先 画 出 项 点 ,然后 用 箭头 连 搂 它们 表示 所 给 的 弧 . 图 7-4 表示 所 求 的 解 .图 7-4(a) 中 的 顶 
A ERITA, HRANE E 开始 或 终止 . 
A A 


(a) (b) 


7.10 指出 有 向 图 G 的 环 或 平行 应 ,此 处 
V(G) = la,b,c,d,e, f, gl, 
E(G) = lla,al,[b,el,jla,e [eb], Eg ch [aee], [d, f], [d.b], [g,g1:. 
解 EF 由 定义 (习题 7.3), 若 一 扳 的 坟 点 也 是 签 点 , 则 它 是 … 个 环 .因此 [e,a] 和 fg,5] 都 是 环 .车 
HAEREERE AMA, EAE, 则 它们 是 平行 帮 , 于 是 fa,e] 和 [a,e] 是 平行 弧 ， 


子 图 


7.11 解释 一 个 有 向 图 G(V,E) 的 子 图 是 什么 含义 . 
E EF 设 VW 是 V 的 一 个 子 集 ,E' 是 的 一 个 子 集 而 EE 的 所 有 强 的 端点 属于 ,那么 HV, 
EJ 是 一 个 有 向 恒 , 称 它 为 GV, EA- AEEA EHAR T V É AA 63 mU, BM 
CV ,EE') 称 为 六 生成 的 子 网 . 

7.12 考虑 图 7- 所 表示 的 有 癌 图 G (V, E). IHH (a) V = [vis va os, vgl, (b) V= 
[vn uz vy v7; as 生成 的 子 图 的 图 形 . 
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解 EF 由 人 生成 的 子 图 是 由 VW 和 的 端点 在 普 中 的 所 有 的 弧 组 成 ,因此 ,这样 的 子 图 分 别 如 图 
7-6(a) 相 tb}) 所 示 . 


Ww m tha Ds 
Y th T Ua 
型 a T- Ur 
Us T, 1 Ua 
ia) (b) 
图 7-5 图 7-6 
7.13 #ERG(V, E) ,此 处 
V = |u, Vas Uss Ugs Uss Vals 
E = [lv val, [vz v], [vz val, Cun oah, [vs val, [vs vals 


[vas vs l; [vas ve 、 [vs, vs], [ws, vah [ ve vll. 
画 出 由 (ay V = lve 02, 03, tah (b V = jun vg wg al 生成 的 子 图 的 图 形 ， 
解 gz 图 ?7-7 表示 这 两 个 夺 点 集合 生成 的 子 图 . 


a Th 

A | 
va Ta T T 
(a) (b) 


标号 有 向 图 
7.14 USER ES HII S X. 


B FEF 2-4 B EELBD (SEDE R SEbsiE ACR IRL (Stie), MPK; Api l IRA 


向 图 ,例如 ,考虑 图 ?7 8 RTZEA METERMAN BR E A JER BS J 31| 28 s 59 EAS HAS 
人 口 的 百分比 ,这 样 纽约 每 年 有 10% 的 人 口 迁 移 到 加 利 福 尼 亚 , 而 加 利 福 尼 亚 的 14% À O ER EH 
约 ， 


密 执 安 
B by as e 罗斯 


8% FEA S% 
- X 
HW 格 特 汪 德 


BP e 14% ` milla ir 


10% 


图 7-8 图 了 -9 


7.15 考虑 图 7-8 的 标号 图 .(a) 每 年 密 执 安 的 人 门 的 百 分 之 几 主 移 到 纽约 ?(b) 每 年 加 利 福 
尼 亚 的 人 口 的 百 分 之 几 迁移 到 弓 约 或 密 执 实 ? 《ce) 每 年 纽约 的 10% 人 口 迁 移 到 哪个 州 ? 
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E T 利用 标号 图 所 含 的 信息 ,我 们 有 

{a) 每 年 密 机 安 的 8 久 人 口 迁 移 到 经 约 . 

{b) 由 于 加 利 福 尼 亚 的 14% 人 口 迁 移 到 纽约 , 5% 人 局 迁 移 到 密 执 安 , 央 此 每 年 总 共有 19% 人 口 迁移 
到 这 两 个 州 ， 

(c) 每 年 纽约 的 10% 人 口 迁移 到 加 利 福 尼 亚 ， 

带 一 个 表示 下 面 的 博 况 的 标 导 有 向 图 . 三 姐妹 Barbara( 巴 巴 拉 ).、 Rose( 罗 斯 ) 和 Susan 
( 苏 珊 ) 各 人 经常 给 她 们 的 母亲 Gertrude M R E EDT ET. 尽管 格 特 鲁 德 只 给 罗斯 打 
电话 ,虽然 罗斯 不 断 地 给 苏 珊 打 电 话 ,但 苏 珊 不 给 罗斯 打 电话 ,巴巴 拉 和 苏 山 相互 打 电 
话 ,巴巴 拉 和 罗斯 也 相互 打 电 话 ， 

E EF 该 标号 有 问 图 有 4 个 项 点 ,每 -个 表示 二 姐妹 和 她 们 的 于 亲 . 红 表 示 联 络 线 . 图 7-9 表示 这 
种 博 况 得 到 的 标号 有 向 图 . 

图 7-10(a) 中 地 图 表明 3 个 艺术 长 廊 4, 8 和 CC 的 位 置 ,它们 只 是 在 单行 道 的 街坊 中 ， 
画 一 个 标号 有 向 图 指示 你 融 车 从 一 个 长 廊 到 另 一 个 长 廊 至 少 要 经 过 几 抉 ， 

E E 该 标号 有 向 图 有 3 个 顶点 表示 3 个 长 廊 以 及 组 标注 上 块 数 用 来 反映 各 长 亨 之 闻 的 距离 .得 
到 的 有 向 图 表示 在 性 7-10(b)rH. 


LJL L 


] 口 田口 [ 
JL L JL IL 
JEILI LaL 


[ l 11 


(a) tb) 


图 7-10 


考虑 习题 7.17 中 的 3 个 长 席 ., 从 任 一 个 长 廊 , 比方 涪 A 开始 环行 ,包括 3 个 长 廊 回 到 
你 出 发 的 地 点 , 只 有 两 条 可 能 的 路 线 ;A 到 B 到 C 到 A, 或 A 到 C 到 B 到 有 A. 哪 一 条 环 
行 最 短 ? 

解 EF 参考 图 7-10(b) 的 标号 有 向 图 , 在 每 个 坏 行 中 添加 上 块 数 . 这样, 最 短 的 环行 是 A B| C 到 
了 到 有 ,具体 地 ,这 条 环行 只 包括 10 块 ,而 另 一 条 环行 则 需 14 E. 


7.19 假设 友谊 航空 公司 每 天 有 9 个 航班 , 其 相应 班次 如 下 ， 


103 ”亚特兰大 到 休斯敦 
106 ”休斯敦 到 亚特兰大 
201 ”波士顿 到 芝加哥 
203 波士顿 到 丹佛 

204 FHESA 

301 ”丹佛 到 里 庄 

305 —JHEF#DIH ED SS 
38 ”迈阿密 到 波士顿 
401 里庄 到 芝加哥 
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7.20 


用 标号 有 向 图 描述 这 个 资料 . 
M sm 这 个 资料 描述 在 图 7-11 中 (此 处 为 表示 方便 省 去 9 个 班次 )， 
波士顿 


图 7-11 


考虑 习题 7.19 的 飞行 信息 .指出 还 可 以 赋予 (a) 边 和 (b) 顶 点 其 他 资料 . 
M ew (a) 飞 行路 线 (这 ) 通 常 包含 价格 ,时 间 , 机 型 ,等 等 、 
Cb) 城 市 (顶点 ?可 包括 它们 的 机 场 名 称 , 在 机 场 的 旅馆 , 等 等 


7.2 基本 定义 ;次数 . 通 路 .连通 性 


假设 G 是 一 个 有 向 图 .我 们 说 一 条 有 向 边 e = [u, oj] 从 起 点 开始 而 在 它 的 终点 w 终 


止 , 并 且说 u 和 w 是 邻接 的 . 


7.21 


7.24 


7.26 


定义 一 个 顶点 o 的 引 贡 次 数 和 引入 次 数 . 
解 F 项 点 "的 引出 次 数 , 记 作 outdeg(z), 是 在 o 开始 的 边 的 条 数 ;w 的 引入 次 数 , 记 作 
indegt v), BÆ v ERIR AR. 
解释 一 个 有 向 图 G 中 的 一 个 新 和 一 个 收 点 的 会 义 . 
解 8 若 G 中 的 一 个 顶点 vv 有 正 的 引出 次 数 而 引入 次 数 为 零 , 则 o 称 为 一 个 源 {( 点 ) ,类 似 地 , 若 
v 有 正 的 引入 次 数 而 引出 次 数 为 零 , 则 o 称 为 一 个 收 点 . 
证 明 一 个 有 向 图 G 的 所 有 顶点 的 引入 次 数 之 和 等 于 引出 次 数 之 和 , ET G 的 弧 的 
数目 n. 
证 e 由 于 每 一 弧 开始 和 终止 在 -个 顶点 ,因此 引入 次 数 之 和 和 引出 次 数 之 和 必 等 于 G RMA 
数目 a. 
求 图 7-12 的 图 M 的 每 一 顶点 的 引入 次 数 和 引出 次 数 . 
N EF 计算 终止 于 wv 的 弧 的 数目 得 到 indeg(w), 以 及 计算 开始 于 v AMARE ondegi). 
这 就 得 到 下 面 的 数据 ， 

顶点 À B C D E F G 


引入 次 数 0 2 2 4 1 l 2 
引出 次 数 4 1 Ó Ü 1 


注意 , 引入 次 数 之 和 以 及 引出 次 数 之 和 等 于 弧 的 数目 12. 
就 图 7-12 的 图 M.E EK aK s. 
解 0 网 有 开始 于 顶点 A 而 无 终止 于 A 的 边 , 国 此 A 是 一 个 源 .类 但 地 ,C 和 p 都 是 收 点 , 因 有 


在 品 和 终止 而 无 在 那里 开始 的 弧 . 
求 图 7-13 的 图 N 的 各 个 顶点 的 引入 次 数 和 引出 次 数 ， 


W eF 计算 在 wv 终止 的 弧 的 数目 得 到 indeg( >), 以 及 计算 在 > 开始 的 弧 的 数 呈 得 到 outdeg( v). 
这 就 得 到 下 面 的 数据 ， 


人 
tri 


顶点 A B c E 
引入 次 数 2 0 2 4 3 0 
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引出 次 数 1 3 3 1 0 3 
注意 ,引入 次 数 之 和 以 点 引 出 次 数 之 和 人 等 于 狐 前 数 日 11. 


A B 


E 7-12 图 7-13 


7.27 就 习题 7.26 的 图 N, 指出 源 或 收 点 ， 
€f e 因 有 在 项 点 B 和 下 和 开始 而 无 在 那里 梁 止 的 弧 , 因 此 B 和 下 者 是 源 .类 羽 地 ,E 是 一 个 收 
点 , 因 有 在 EE 终止 而 无 在 那里 开始 的 弧 . 
通路 和 循环 
7.28 通路 概念 是 从 非 有 向 图 (5.3 节 ) 引 出 来 的 , 只 是 现在 弧 的 方向 必须 与 通路 或 循环 的 方 
向 一 致 .根据 这 个 差别 重 写 通路 的 定义 ， 
H EF -个 有 向 图 G 中 的 一 条 通路 w 是 一 个 形式 为 
W = (vo, Eq: Uj, 22: Vgs a Eyo zt) 


的 项 点 和 有 向 边 交替 的 序列 ,此 处 每 荣 边 e; 开始 于 wv，1 而 终止 于 v;. 若 不 会 引起 混淆 , 则 用 硕 点 或 狐 
的 序列 来 表示 家 .注意 , 有 向 图 中 的 一 条 通路 也 可 以 是 闭 的 ,此 时 序列 中 第 一 个 和 最 后 一 个 顶点 是 相 
同 的 ， 

7.29 给 出 一 个 有 向 图 中 的 一 条 简单 通路 和 一 个 循环 的 定义 ， 
EO EF 有 向 图 G 中 的 一 条 简单 通路 是 G 中 每 个 顶点 都 不 同 的 一 条 通路 . 有 向 图 中 的 一 个 循环 是 
G 中 除 第 一 个 和 最 后 一 个 项 点 相同 外 其 他 所 有 顶点 都 不 同 的 一 条 通路 .注意 ,通路 必须 满足 弧 的 方 
向 的 必要 条 件 . 


7.30 考虑 图 7-14 的 图 G. 求 从 v 到 ve 的 两 条 通路 ， 
E EF 从 vl 到 zs 有 许 包 通路 .两 荣 这 样 的 通路 十 
(up Vs ug) Tis Uas Ugs Ups Ugs VUE). 
注意 ， HAFA Uia U2: Vaa VG 不 是 以 ul 到 Ve ËD — 2 8 PE, 因 接 连 
v4 到 o, 的 弧 不 开始 于 ww, 即 此 弧 的 指向 与 通路 的 方向 不 同 . 
7.31 求 习 题 7.30 的 图 G 中 从 wi 到 ws 的 两 条 简单 通路 ， 
E FF 一 条 简单 通路 是 所 有 硕 点 都 不 同 的 -~ 条 通路 .图 7-14 中 
M T1 ři Ls 只 有 两 条 简单 通路 ; 
图 7-14 ESPET Ls Ts Vas ma Uss 96). 


7.32 求 习题 7,30 的 图 G HEMA ws 的 一 个 循环 . 
E Er 在 GG 中 有 记 个 循环 包含 顶点 v: 


(vas Vis Das Dals (var vss Ves Ugs Tr, 93). 
注意 ,在 G 中 顶点 序列 v3, vp vs, v3 不 是 - -条 通路 (因而 不 是 循环 ), 因 连 接 ¿; 到 o, 的 弧 不 在 vs 开 
HETE v E. 
7.33 ZER 7-154 GK: 
(aA v B| vg 的 两 条 简单 道路 ; 


wl k: 


T T 


SEa EmA iH “233 + 


fb 从 vI 到 va 的 一 条 非 简单 通路 ; v th Th k: 
(c) fg S° v, 的 循环 ， 
W OEF (ayl vo 到 vw, 的 两 条 简单 通路 屁 


(21, Var Us, Ugle (21, Var Wrs Uge Us. Ugs a). 
(b) - £ EREADER- TS RR KE. 从 2 秋 ” j ™ 
到 wi 的 此 简单 通路 是 7 15 
É Djs Tgi Oq, Vrs Uya DT Ca). 
(OPA TIA ERAI E 
(24, Vys Ugy 924), È Das Uge Ugs U2 Ds, Ugi Wgd. 
A B 7.34 BGE PAHE. GEX G 的 一 条 生成 通路 . ( b) BE SE EE 
述 :一 个 项 点 u EARS u 可 达到 的 是 什么 意思 ， 


解 IF (a)G 的 一 茶 生 成 通路 是 包含 G 的 所 有 顶点 的 “条 通路 .并 
非 每 个 有 向 图 如 有 AERE. 


— 
c D E (bh) 车 从 顶点 u Plou A -条 通路 , 则 说 项 点 v Au 是 可 达到 的 . 
图 7 16 7.35 求 图 7-16 所 示 的 图 M HRR ERAR. 
解 Em iC EARR EEE E L. Eaa, 我 们 找到 
(C.D, A, B, DÆ — 3 8 SL 88. M m ER En ERA A. 
7.36 考虑 习题 7.35 的 图 M.A TENHA, 判定 第 二 个 顶点 是 否 从 第 一 个 顶点 可 达 
到 , 若 行 , 则 指出 此 通路 : 
(WAME; (b)E MA: (OCHB: (dB ID. 
解 EF (alia F EMEA 4 HER A, B, EATI. 
(b) 硕 点 AMALE RIEA]. 
(¿IM S B 是 从 顶点 CC HARC, D, A,B) 可 达到 的 ， 
Cd) 顶点 D 是 从 顶点 号 不 可 达到 的 . 
连通 性 
7.37 ”定义 强 连通 有 向 图 和 单 向 连通 有 问 图 . 
解 EF 如 时 一 个 有 向 图 局 的 芋 何 两 个 顶点 4 SQ o, u 是 从 z 可 达到 的 且 ww 是 从 u 可 达到 的 , 即 
J u Elo 有 一 条 通路 且 从 vw 到 亲 有 一 条 通路 ,那么 称 避 是 强 连 通 的 , 兰 从 到 ww 有 一 条 通路 或 
K umu 有 -条 通 路 (但 无 筑 从 ww E o A o Bla 都 有 一 条 通路 }, 则 称 G 是 单 向 连通 的 . 显然 , 强 
连通 图 必 是 单间 连通 赂 . 
7.38 指出 图 7-17 的 各 图 是 否 强 连 道 . 
E 从 习题 7.37, 我 们 有 
(a)A 足 惠 连通 的 . 
(bB 不 是 强 连 通 的 , ARGA XFW 没有 道路 ， 
(c)C 不 是 强 连通 的 , 因 例 如 从 X 21 Z 没有 通路 . 
7.39 指出 加 7-17 中 各 图 是 否 单 向 连通 . 
8 EF 从 习题 7.37, 我们 有 


{zs) A 是 强人 连通 的 ,从 而 它 是 单 向 连通 的 . 
(bR 不 是 单间 连通 的 , 因 从 w 到 Z 或 从 7 #| W 没有 通路 . 
《虽然 上 不 是 强 连 遂 的 ,但 它 却 是 单身 巡 通 的 . 


定理 7.1 设 G 基 一 个 有 限 的 有 向 图 ,那么 
OG 是 强 连 遂 的 充分 必要 茶 件 是 G 有 一 条 闭 的 生成 通 踏 . 
GDG 是 单 向 连通 的 充分 必要 条 件 是 G 有 -一 条 生成 道路 ， 
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a MA th) ÉB (o 图 C 


7.40 WHER 7.10). 
证 EF 假设 G EBRR. it P= (u... a E G Pua MaRS RRE. G 
是 有 限 的 ,这 样 的 一 共通 路 是 存在 的 . ) 再 设 PP 不 是 一 条 生成 通路 , 比方 说 P AÑ s w.. HF G 
是 强 连 通 的 ,因此 有 通路 Q= (a, a Q = (u, ww). 于 是 通路 @PQ-“ 是 包含 已 的 顶点 且 包 会 
w 的 一 杀 闭 通路 .这 与 P 的 最 大 性 矛盾 . 故 已 是 一 条 闭 的 生成 通路 . 
相反 地 , 假设 G 包含 一 条 闭 的 生成 通路 已 .那么 G 的 每 个 顶点 都 可 从 GG 的 其 他 任何 席 点 达到 . 
故 G 十 强 连通 的 . 
7.41 就 图 7-17 的 图 检验 定理 7.1. 
R EF {a)A 是 强 连 通 的 .注意 {(X,Y.Z,X) 是 上 的 一 条 生成 闭 通 路 、 
(b) 根 据 习题 7.38 和 7,39 知道 ,B 既 不 是 强 连 通 的 又 不 是 单 向 造 通 的 .因此 吾 没 有 一 条 生成 通路 . 
的 确 , 一 条 生成 通路 必须 在 收 点 区 和 收 虚 Y 癌 上 ,这 是 不 可 能 的 . 
(c) 根 据 习 是 7.38 和 了 7.39 知道 , C 是 单 向 连通 的 但 非 强 连 通 , 因此 C 有 一 条 生成 通路 ,但 它 不 是 闭 的 
生成 通路 ,一 条 生成 通路 是 (ZE, X, W, Y). 
为 了 看 到 没有 了 闭 的 生成 通路 是 可 能 的 ,注意 在 -条 闭 通 路 中 的 每 个 顶点 必须 有 了 婚 进 入 又 离开 它 
的 弧 . 由 于 顶点 Y 是 收 点 ,没有 闭路 能 能 包含 了, 因而 没有 闭 的 生成 通路 是 可 能 的 . 
定理 7.2 设 一 个 有 限 的 有 向 图 G 不 含有 (有 向 的 ) 循 环 , 则 G 含有 一 个 源 和 一 个 收 点 . 
7.42 证 明定 理 7.2. 
证 6 R P= (uo Di 加) 是- 条 最 长 的 简单 通路 .( 由 于 G 是 有 限 的 ,因此 这 样 的 一 条 通路 存 
在 ) 那 么 最 后 的 顶点 >, 必 是 一 个 收 点 ,否则 一 条 弧 [w,x 或 是 延伸 P 或 是 对 某 一 i 车 w= o, ME 
成 一 个 循环 , 同 理 ,第 一 个 顶点 必 基 一 个 源 . 
7.43 图 7-18 的 图 G 不 合 有 向 循环 . 求 一 条 最 长 的 简单 通路 且 验 证 第 一 个 顶点 是 一 个 源 以 
及 最 后 顶点 是 一 个 收 点 . 
S Ke 一 条 最 长 的 简单 通路 昆 { 古 ,X, Y, Z) Spm W 是 一 个 源 , 以 及 顶点 之 是 一 个 收 点 . 


w x Á B C 
y z D E F 
图 7-18 图 7-19 


7.44 就 图 7-19 的 图 HERJA.. 
N iF 一 条 最 长 的 简单 通路 是 { 开 , D A, B, F, C) E880 EE- AREAS 是 一 个 收 


点 . 
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7.3 有 向 图 .关系 和 矩阵 


7.45 叙述 没有 平行 驱 的 有 癌 图 怎么 和 一 个 集 台 上 的 关系 实际 上 是 相同 的 概念 . 
解 E 设 G(Y,E) 是 一 个 没有 平行 驱 的 有 向 图 .那么 E 只 不 过 是 Vx V 的 一 个 子 集 ,从 而 玉 是 
VER TXA JA, RETEA WV 上 的 一 个 关系 , 则 GO, RÆ :个 没有 平行 弧 的 有 向 
图 .这 样 , 没有 平行 红 的 有 向 图 和 一 个 集 含 的 关系 是 一 致 旦 相同 的 概念 ,( 回 忆 一 -下 , 在 第 二 章 中 我 们 
讨论 了 有 向 图 对 应 一 个 集合 上 的 关系 .) 
7.46 叙述 怎样 能 用 一 个 方 阵 来 表示 有 向 图 . 
E ERGE “个 有 顶点 vi Ur’, Om 的 有 向 可 A 
Ë. G WEEE Tm X m 3EBEM = (m), EF 0 icù 
m; = 开始 于 o, 和 终止 子 w 的 弧 的 数 日 . M= i 1 0 
若 G 没有 平行 弧 , 则 Me 的 元 素 或 是 0 或 是 1; 否则 , 2 0 1 O 
Mç 的 元 来 将 是 非 负 整数 .相反 地 , 每 - -个 具有 非 负 ' r 
整数 元 素 的 m x m EEM fE .确定 一 个 具有 个 c 
顶点 的 有 向 图 .图 7-20 表示 一 个 有 向 图 G ARE 
EE M. 
图 7-20 
7.47 求 图 7-21 的 每 个 有 向 图 的 矩阵 M. 
v, f 85 一 个 有 m EARE EREE M 
” O Ë mx m EE, RP m S E u, EBE u, 
v m š k 89 1 69 £ E, EE 
E 7-21(a); 
v ka 01100 
v "r 1 0 1 0 2 
M= 0 0 D ü 1j, 
(a) (b) 
1 0 Ü 1 Ü 
图 7-21 0 0010 
图 7-21(b); 
1 1 2 Ü 
0 0 0 9 
M= . 
0 1 Ü 2 
0 1 0 1 
7.48 RE 7-22 PEIA AAEE M. v, 
R u> 像 习题 7.46 概括 的 那样, 构造 矩阵 v: 
M IRA FTE , u v 
E 7-22a}: 
00 2 1 1 
10010 v vs kë: Va 
M= 0 1 0 0 Oi, 
00011 (a) W) 
0 0 10 Ü 
E 7-220): H 7-22 
0 12 0 
M= 1 0 Ü OÜ 
D 0 2 1 
6 1 Ú 0 
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7.49 画 出 对 应 于 下 面 每 个 矩阵 的 有 向 图 G: 


(a) (b) 

1 0 0 1 0 1 
0 1 1 0j 0 0 2 Ü Ü 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 O 1 

M = ; AT = 

0 1 1 1 0 1 0 60 O O 
0 2 0 O 0 0 1 0 Ü 1 

0 0 0 1 0 0 


E EF M 的 每 一 个 元 案 mw 对 应 于 开始 在 项 点 z, 而 终止 在 顶点 w ya S B. DP, 为 画 出 有 


HE, 首先 画 出 怡 当 数 日 的 顶点 ,然后 用 M rR 3 Pr 32 ER 3 L 33548 Z 1. 得 到 的 有 商 图 表示 在 图 
7-23 rh. 


v Uy 
LZ TH 
t Th 
Us Us 
(a) (b) 
图 7-23 
7.50 就 下 面 的 每 个 矩阵 , 重复 习题 7.49， 
(a) (b) 
0 1 0 1 0 0 10 1 0 
0 0 1 0 1 0 0 2 O 0 
M =|0 0 1 1 0 M = |0 0 0 0 0 
0 0 0 Ü 0 1 0 1 Q 1 
0 1 100 0 0 1 1 0 
W zw 如 同 习题 7.49 进行 过 程 得 到 图 7.24 表示 的 图 . 
Th th 
n, G 
T T 
Ta ka 


Yi Ts 


(a) (b) 


图 7-24 
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定理 7.3 设 M 是 一 个 有 向 图 G 的 矩阵 .那么 ,矩阵 M" Hy TRARA v 到 的 长 度 
为 nt 的 通路 的 数目 . 
7.51 证 明定 理 7.3. 
证 EPF 对 = 用 归纳 法 正明 ,首先 注意 到 从 v 到 的 长 度 为 1 的 一 条 通路 止 好 县 张 [v,, vw,]. 由 于 
MB GERARAM o, o HRE, CEM +, Po 的 长 度 为 1 的 天 路 茶 数 ,因此 对 于 wn = 1 定理 成 
X. 
Wig n> H M"! =(as), M = (dy) M" = (cy), 其 中 中 = È abp .由 归纳 法 很 设 ,ax 等 于 从 
到 w 的 长 度 为 a 一 1 的 通路 数目 .而 且 >, EFA n B| o 的 弧 的 数目 .因此 aab EA =, P| o; 的 长 度 
An 的 通路 数目 ,此 处 o, 是 通路 中 紧 接 最 后 顶点 的 一 个 顶点 .这 样 ,所 有 的 从 六 到 的 长 度 为 = 的 
通路 数目 可 由 au 名 对 所 有 的 六 求 和 得 到 .这 就 基 说 , cj; 是 从 vw 到 ww 的 长 庶 为 n 的 通路 数目 .定理 得 
证 . 
7.52 考虑 图 7-25 表示 的 图 @ .应用 定理 7.3 确定 G 中 存在 多 少 条 长 度 为 3 n 1 
的 通路 , 并且 哪 些 顶 点 省 长 度 为 3 的 通路 连接 起 来 ? 
Ñ EF 首先 构造 表示 GAE M ,然后 计算 M? .这 两 步 得 到 的 结果 是 


0 1 1 Ü 0 b O 1 

0 0 1 1 D 0 0 O k v 
M= ， M= . 

009i 6 0 O O m 

0000 0000 7-23 


由 此 可 得 , G 只 有 一 条 长 度 为 3 的 通路 , E B E ERDA v 到 o. 

7.53 设 一 个 有 同 图 GA m 个 顶点 .证 明 , 若 存在 一 条 从 = 到 vw 的 通路 PP, 则 从 + 到 ww 有 一 
条 长 度 小 于 或 等 于 mw -1 的 (简单 ) 通 路 P. 
证 EF Bi p= (u, Qr u, Q; u, Qy 2); 此 处 某 一 页 点 w 在 忆 中 出 现 商 次 , Q I, Q., Q, 是 子 
通路 .那么 Pi= lu, Qu w, Qu ao) 也 是 从 到 ww 的 一 条 通路 P' ,并且 其 长 度 较 PE, E P' 是 一 条 简 
单 通路 ,由 于 G 有 mm 个 顶点 ,因此 P' 不 可 能 包 售 中 于 mr - 1 3 NL. 

定理 7.4 Ú M 是 具有 六 个 顶点 的 一 个 有 向 图 G AER. S 
C =M +M +M + MO, 

则 G 是 强 连通 的 充分 必要 条 件 为 C 的 主 对 和 角 线 外 没有 和 零 元 素 . 

7.54 证 明定 理 7.4. 
证 EF CC 的 上 元 素 是 零 当 且 仅 当 MM, Mi,…,M" 1! 的 避 元 案 都 是 零 .这 就 表示 从 u 到 =, 没有 
长 度 小 于 或 等 于 2 -上 的 通路 ,因而 (习题 7.53) 从 z, 到 >, 没有 通路 .因此 , G 是 强 连通 的 充分 必要 
条 件 是 C 的 y(i 关 ;) 元 素 均 非 零 . 


7.4 AR 

回忆 一 下 (6.7 节 ), 一 棵 树 T E- -个 没有 循环 的 可 通 图 , H Ej 人 中 的 任何 一 对 顶点 是 
由 惟一 的 一 条 简单 通路 这 接 的 . 
7.55 结合 一 个 例子 ,定义 一 栋 有 根 树 , 并 说 明 这 样 一 棵 树 持 么 可 以 看 作 一 个 有 向 图 . 
Ñ rr ERRER 工 是 由 一 个 树 图 和 一 个 称 为 树 的 根 的 
指定 顶点 RR 一 起 组 成 的 .图 7-26 是 有 根 树 的 图 形 , 此 处 正 媳 
现在 通常 的 画 法 , 根 出 现在 树 的 硕 上 ( 即 树 向 下 生长 ). 可 将 一 
方向 强加 于 树 如 下 :过 接 顶 点 e 和 o 的 一 条 按 e 的 方向 是 从 x 
H o REM Pla ERRA o 的 惟一 简单 通路 包含 或 不 和 包含 
x 而 定 . 
注 这 一 节 自 始 至 终 术 语 树 意味 着 有 根 树 , 术语 通路 
意味 着 简单 通路 , 除非 特别 申明 . 
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7.56 


7.57 


7.59 


定义 一 棵 有 根 树 T 中 的 术语 叶 和 分 枝 , 并 给 出 例子 . 

EO Ep 次 数 为 1 的 顶点 车 不 是 根 , RIISE THH. 从 任何 :个 顶点 到 一 片 叶 的 一 条 有 向 
(简单 的 ) 通 路 称 为 “个 分 枝 .图 7-26 中 树 工 有 5 片 叶 开 ,下 ,TI J 和 G ARCB, F, J), (R, 有 A, 上) 和 
(A, D, MR ar iz. 

R o RARR 0 R T 的 一 个 预 点 .定义 o 的 级 或 层次 ， 

EO KF 由 于 从 根 R 到 顶点 o 有 惟一 一 条 简单 通路 ,因此 我 们 定义 w 的 级 或 层次 为 也 的 长 度 . 
这 样 ,例如 图 ?7.26 中 下 的 级 是 2, 以 及 H 的 级 是 3. 

考虑 图 7-27 PARR T 指出 从 根 R 到 如 下 各 顶点 的 通路 ; (aA, (bH, OF, (d)M. 


图 7-27 


Ñ Gae 列 出 队 R 到 给 定 顶 点 的 沿 树 前 进 的 顶点 . (a)R,A;(b)R,A, C,H;(c}R,B,F;(d)R,B, 
G,L, M. 

考虑 习题 7.58 的 有 根 树 丁 . 求 下 列 各 顶点 的 级 : aA, (bH, )F, (d)M. 

解 EF 在 了 中 一 个 顶点 的 级 是 从 根 R 到 该 顶点 的 通路 的 长 度 .这 样 , (a)1, (b)3, (ec)2, (d)4. 

设 休 是 有 根 R 的 有 根 树 . (a) 解释 在 工 中 一 个 顶点 在 另 一 个 顶点 之 前 或 在 另 一 顶点 之 
后 是 什么 意思 .(b) 定 义 了 中 母亲 孩子 和 兄弟 姐妹 的 概念 

解 EF (a} 由 于 工 痊 出 边 的 一 个 方向 ,因此 ,如 果 从 根 R 到 顶点 wv 的 通路 包含 顶点 u, RERE 
点 u 在 顶点 vw 之 前 或 " Eu 之 后 .特别 地 ,车 < Mo 之 间 没 有 顶点 , 即 ¿ 是 邻接 于 ww, 则 说 vw WEB. 之 


J. 
{b) 设 是 了 的 一 个 顶点 .我 们 说 是 所 有 紧 跟 v 之 后 的 顶点 的 母亲 ,并 且说 这 些 顶点 是 v 的 儿子 或 
孩子 .而 且 , 一 个 给 定 顶 点 的 孩子 们 称 为 兄弟 姐妹 . 

考虑 图 7-27 的 树 .指出 ;(a) 所 有 在 工 之 前 的 顶点 ;(b) 所 有 在 A 之 后 的 顶点 ; (e) B 
的 孩子 ;fd)c 的 兄弟 姐妹 . 
E F (a) 从 根 R 到 上 的 通路 包含 顶点 民 ,B,G fa L.N, R, B fi G # L ZW. 

tb) 从 A 开始 的 所 有 通路 包含 项 点 CD 和 百 ,这 就 是 说 ,C,D 和 五 在 A 之后. 

(IM AA E, F 和 G EB HET, AHERE B 2 5. 

(DC 的 母亲 是 上 并且 HETEC 和 DD, 因 此 D 是 C 的 推 35 B tk. 

2 35 BE += sË tt BE Ez 8 IR FJr ski 20 — # | St PE BN Br 8 JE SE n[ TE, 树 是 有 用 的 方 
法 ,用 一 棵 树 来 标明 两 名 选手 查尔斯 和 达 去 妮 之 间 的 网 涩 比赛 的 所 有 可 能 结果 , 首先 连 
续 胜 两 盘 的 选手 是 胜 者 ,或 者 首先 共 胜 三 盘 的 选手 是 胜 者 . 

解 EZ 图 7-28 的 有 根 树 表示 比赛 能 进行 的 所 有 结局 .每 一 分 枝 表示 一 盘 的 胜 者 并 标注 上 胜 者 的 
开头 字母 .从 根 到 “ 片 叶 的 每 条 通路 表示 导出 比赛 铺 果 的 一 系列 事件 ( 即 那 一 盘 谁 胜 ), 有 十 片 叶子 对 
应 十 种 可 能 的 比赛 结果 : 


CE, CDEC, CDCDC., CDCDD, CDD, 
DCC, DCDCC, DCDCD, DCDD , DD. 
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(这 里 , 树 的 根 在 左 这 且 树 向 生长 .) 


< <<< 
<< << 


Ë 7-28 


7.63 H SIB S S. 一 个 公司 卖 其 产品 给 计划 引进 新 产品 的 两 个 主要 地 区 .正常 的 产品 
引进 过 程 如 下 :首先 ,在 产品 地 区 I 中 一 个 很 小 的 试验 市 场 上 推销 .者 失败 , 则 停止 扒 

销 ; 若 成 功 , 则 在 整个 地 区 了 推销 .如 果 产 品 在 地 区 了 I 推销 成 功 ,如 在 整个 地 区 工 推 销 ; 

如 果 不 成 功 , 则 在 地 区 工 的 一 个 小 试验 市 场 推销 .再 一 次 , 者 推销 成 功 , 则 在 整个 地 区 

推销 .用 一 棵 树 表 示 推 销 过 程 的 所 有 可 能 结果 ， 

KI 


小 的 
区 域 I 


停止 E 


图 7.29 


W EF 可 能 结果 用 图 7-29 的 树 来 描述 .用 树 的 根 到 叶 的 4 个 分 枝 表 示 有 四 种 结果 : 

{了 ) 产 品 在 地 区 工 中 的 第 一 个 小 试验 市 场 推销 不 成 功 并 且 停 止 推 销 ， 

(2) 产品 容 第 一 个 小 试验 市 场 推销 成 功 , 在 地 区 本 也 成 功 , 并 旦 在 地 区 下 推 销 ， 

3) 产品 第 一 个 小 试验 市 场 撞 销 成 功 ,但 在 地 区 I TAH, 它 在 地 区 工 中 的 小 试验 市 场 推销 也 不 成 功 ， 
且 停 止 推销 . 

(4) 产 品 在 第 一 个 小 试验 市 场 推销 成 功 但 在 地 区 工 不 成 功 ,在 地 区 工 中 的 小 试验 市 场 推销 成 功 并 且 在 
该 地 区 推销 . 

(这 里 ,再 一 次 , 树 的 根 在 叶 的 左边 .) 


有 序 的 有 根 树 


7.64 定义 有 序 的 有 根 树 ， 
W zF 一 哥 有 根 树 称 为 有 序 的 树 , 如 果 离 开 每 个 顶点 的 边 都 是 有 序 的 ,或 等 价 地 , 如 果 任 一 个 母亲 


的 孩子 部 是 有 序 的 . 画 这 样 的 树 根 在 顶 上 且 边 向 引出 ,以 及 孩子 的 次 序 是 从 左 到 右 . 
7.65 就 有 序 的 有 根 树 了 的 顶点, 描述 通用 地 址 系统 ,并 给 出 一 个 例子 ， 


' 240 + 2000 TR RUE =J EI 39: 8 


解 EF T JIR AA F; AN REO RE RETARZI ARFI E 1.2... RE, 
#F 6 Pn Si F: FAMA o b a, WAR 的 顶点 估 顶 点 的 顺序 标 上 a.l,a.2, El 
7-30 367832 J HE HL SJ AATF, EAR a e H 25 HHE I. 


1.2.2.1 3.2.1.1 


所 7-30 


7.66 就 一 个 让 序 的 有 根 图 描述 一 个 词典 次 序 ， 
解 # 和 通用 地 址 系统 是 提供 直线 地 描述 {或 辽 在 } 一 个 有 亲 的 有 根 树 的 一 个 重要 方 汗 .具体 地 ,给 
定 地 址 a 和 6, 每 当 
Ga Æ b 的 一 个 开始 部 分 , 即 荐 5= a.r(f 例 如 ,a 一 2.4 且 6=2,4.1) 
成 
{i) 存 在 正 数 m Mn, m< a ida = r.m.s Mi= r.n (MWM, a=1.4.1 BLR b=1.5.1), 
我 们 则 令 a < b. AMRF MRR, AE E 28 AT E — in AR E. 

7.67 通常 画 - 个 有 序 的 有 根 树 是 使 得 谤 从 左 刘 右 排 序 .这 是 容易 得 到 词典 次 序 ,正好 从 最 左 
边 的 分 枝 往 下 读 , 然后 从 右边 第 一 分 枝 往 下 该 ,等 等 .试用 这 个 方法 找 图 7-31 表示 的 树 
工 的 地 址 的 词典 次 序 ， 


图 7-31 


解 EF 从 最 左边 的 分 枝 往 下 读 , 我 们 得 到 
0 1 LI 41.4.1 
第 二 个 分 枝 是 1.2. 这 样 ,我 添加 1,2 到 表 中 得 到 
0 1 Ll LLL 1.2 


类 似 地 , 下 一 个 分 枝 添 可 
13 1.3.1 1.3.1.1 
到 起 中 . 按 此 方法 进行 上 去 ,我 们 得 到 
0 1 11 LALO 12 13 LA 
13.2 2 2 22 2.2.1 


7.68 给 出 图 ?7-30 的 地 址 的 间 典 次 序 . 
解 rF 15 hh B 28 pa EE; 


FER AHRR EH 


0 2.1 3.2 

1 3 3.2.1 
1.1 3.1 3.2.1.1 
1.2 3.1.1 3.2.2 


7.69 下面 的 地 址 是 按 词典 排序 . 画 出 相应 的 有 序 的 有 根 图 ， 
0 1 11 2 21 2.1.l 22 2.2.1 
2.2.1.] 2.2.1.2 3 31 3.1.1 3.2 
解 Em 为 了 画 出 与 - :个 给 定 的 词典 次 序 结 台 
WR, 我们 从 最 左边 的 分 梳 开 始 ,然后 添加 下 -个 
分 枝 , 等 等 .在 这 个 问题 中 , 画 0 生出 村 到 1 生出 L 
枝 到 1.1.2. 由 于 2 的 级 低 于 1.1 的 级 , 即 在 这 棵 
树 中 2 不 继 1.1 之 后 , 它 是 下 一 个 分 酚 2,2.1,，!! 
2.1,1 的 起 叉 . 拷 此 方法 继续 进行 下 去 , 得 到 图 
7- 32 表 示 的 树 . 
7.70 考虑 下 面 的 随 袖 次 序 节 址 ， 
1 2.2.1 3.2 2.2.1.1 
111 0 2.1 3.2.1.1 图 7-32 
3 3.1 22 2.11 
3.2.1 1.1 3.2.1.2 2 1.1.2 
{a) 按 词典 次 序 排 地 址 . 
(b) 带 出 相应 有 序 的 有 根 树 . 
Ë F (a) 这 些 地 址 的 河 典 次 序 是 
0 1 1.1 1.1.1 1.1.2 2 2.1 2,1.1 2.2 


2.2.1 2211 3 31 32 321 3214 3.2.1.2 
{b) 图 7-33 表示 所 要 求 的 有 序 的 有 根 树 . 


7.5 二 元 树 
二 元 树 是 数学 和 计算 机 科学 中 的 一 个 基本 结构 .通常 的 有 根 树 的 某 些 术 语 , | h 6 
子 . 边 . 通 路 , 叶 , 分 枝 , 层 次 和 级 数 亦 将 用 于 二 元 树 .但 是 ,在 此 宁可 用 术语 半点 市 不 用 巴 点 . 
7.71 定义 二 元 衬 并 给 出 例子 . 
E F 一 颗 二 元 树 工 定义 为 一 些 元 素 的 有 限 集合 , 这些 元 农 称 为 结 点 ,使 得 


(a) 全 是 空 的 ( 称 为 堆 树 或 宅 树 }, 或 
(b) 丁 的 - -个 卓越 的 结 点 及 , 称 为 了 的 根 ， 
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7.72 


7.75 


7.74 


7.75 


并 且 了 的 剩 于 的 结 点 形成 一 个 分 离 的 双 树 了; 和 T, B FF. 

ETRE TRR, MARR T, 和 T; 分 别称 为 R HERATA. g T 是 非 空 的 , 则 它 的 根 称 
为 R 的 地 继承 者 ;类 伺 地 , 若 T, 是 非 空 的 , 则 它 的 根 称 为 R 的 右 继 承 者 . 
图 7 了 -34 表示 -- 棵 二 元 树 T. OT 由 11 T BIR. EBR A 到 工人 但 不 含 T 来 表示 . (Gi T WJ 
是 在 图 顶 上 的 结 点 上. GDA- Tia N 左 疝 下 ( 右 向 下 ) 线 结 点 表示 N 的 一 个 左 ( 右 ) 继 承 
者 . 


图 7-34 


考虑 图 7-34 的 二 元 树 了 . 指 山 :{a)A4 的 左 和 右 继 承 者 ;fb)4 的 左 和 右 子 树 . 

ÑW EF (a)B 是 A 的 左 继 时 者 ,C 是 A 的 右 继 基 者. 

《b) 根 A PJ PEAS B, D, E AFAR, A 的 右 于 树 由 结 点 C,G, 古 ,J ,KK 和 I 组成. 

在 一 棵 二 元 树 T 中 任 -~… 结 点 N 可 以 有 或 是 0,1 或 是 2 个 继承 者 .没有 继承 者 的 结 点 称 
为 顶 生 结 点 .指出 图 7-34 中 每 个 结 点 的 继 兴 者 的 数目 . 

解 EF RAA BCA HANTEARRE A EAJ RA TARE A D, F G, L Hl K 1 
有 继承 者 ， 

考虑 图 7-35 RZE Ti T, 和 Ts. 指 出 哪些 表示 相同 的 (a) 有 根 树 , (b) 有 序 的 有 根 
树 , (ce) 二 元 树 . 


A A À 
B C B c c B 
p D D 
T T, T, 

图 7-35 


N EF (ad) 它 们 部 表示 相同 的 有 根 树 , 这 就 是 说 , A 是 有 孩子 (直接 继承 者 )B 和 局 的 根 ,C 有 独 个 
孩子 D. 

{b) 这 里 T, 和 T, 是 相 网 的 有 序 的 有 根 树 , 但 T, 是 不 同 的 .具体 地 说 ,器 是 Ti fü T, R À 的 第 一 个 
孩子 ,但 在 T, F B 则 是 A 的 第 二 个 孩子 ， 

(cj) 它们 表示 不 同 的 二 元 树 . 具 体 地 说 , 由 于 我 们 区 分 堪 和 右 继 妹 者 , 甚至 只 有 一 个 继承 者 的 情形 (这 
对 有 序 的 有 根 树 并 非 如 此 }). 这 就 是 说 ,在 了 中 品 是 C 的 一 个 左 继 矢 者 ,但 在 T. F DNECH 
TERRE. 

解释 关于 二 元 峙 的 术语 相似 和 复制 ， 

W EF 若 二 元 树 TA 人 有 相同 的 鱼 构 ,或 换 句 话说 , 它们 有 相同 的 形状 , 则 称 它们 是 相似 的 . 若 
它们 是 相似 的 并 且 在 对 应 的 结 点 有 相同 的 内 容 , 则 说 它们 是 复制 的 . 


= 
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7.76 


7.77 


7.78 


考虑 图 7-36 H 4 PEER. AE h E BDE EEAS, 哪些 是 复制 的 ， 


À E A Ë 
C D G H É D G H 


T T, T, T, 


图 7 了 -36 


解 EF AT, T. T, 有 相同 的 形状 , 因而 它们 是 相 包 的 特别 是 , T 和 T: 是 复制 的 , RETK 
对 应 结 点 有 相同 的 资料 , 树 T, 既 不 与 T, 相似 也 不 是 Ts 的 复制 , 因 在 二 元 树 中 左 和 右 继 承 者 是 有 
区 别 的 . 

画 出 有 三 个 结 点 的 非 相 似 二 元 树 . 

K zF 有 5 裸 这 样 的 树 ,如 医 7-37 所 示 . 


图 7-37 有 二 个 结 点 的 二 元 树 


考虑 仅 包含 二 元 运算 的 代数 式 下 = (2z + y)(5a 一 5)3.(a) 画 出 对 应 于 此 式 E 的 二 元 
树 ;(b) 求 指数 型 算 子 的 辖 域 , 即 求生 根 在 指数 型 算 子 的 子 树 ， 

解 “ 上 晤 (用 一 个 稍 叶 ( 1 SIREIR 个 星 号 ( * ) 表 示 , 得 到 树 TER 7-38 中 .注意 
E 中 的 每 个 运算 以 工 的 一 个 “内 部 " 结 点 出 现 , 并 且 每 个 变 景 或 常数 以 个 终结 点 出 现 . 

(b) 的 辖 域 是 恒 7.38 中 阴影 的 树 . 它 对 这 二 于 表达 式 (5a 一 5) 


B] 7-38 


一 棵 二 元 树 了 通常 用 三 个 平行 线 数组 INFO, LEFT 和 RIGHT 以 及 一 个 指示 变 其 
ROOT 按 如 下 方法 存 情 在 存储 器 中 . 首先 , T 的 每 个 结 点 和 将 对 应 一 个 单元 K, 使 得 
(1) INFO[K] 含 结 点 N 的 数据 ; 

(2) LEFT[K] 含 结 点 N 的 左 孩 子 的 单元 ; 

(3) RIGHT[K] 含 结 点 N 的 右 孩 子 的 单元 . 

而 且 , ROOT 将 会 T 的 根 RR 的 单元 .车 任何 子 树 是 空 的 ， 则 相应 的 指示 将 含 零 值 ; 若 树 
工本 身 是 空 的 , 则 ROOT 将 含 零 值 .百出 如 图 7-39 Eem WTAE TEIE e PRIR 了 的 
图 形 . 
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2000 RRE F 2J wA 36 EF 


INFO LEFT RIGHT 


20 55 如 
⁄ N / /N 
35 80 95 
N 
45 
/N 
和 $ 
ROOT=5 (a) (b) 
E 7-39 图 7-40 


解 uz 从 人 峙 工 的 根 民 向 下 画 树 了 如 下 : 

{a) 根 R 是 从 指示 ROOT 的 值得 到 多. 注意 ROOT = 5, AIE INFOL] = 60 Æ T HRR. 

(b)R 的 堪 该 子 是 从 尽 的 堪 指 未 域 得 到 .注意 LEFT[5]= 2, 央 此 INFO[2]=30 是 民 的 左 和 孩子 . 

(ce)R 的 右 破 子 是 从 RR 的 右 指示 域 得 到 .注意 RIGHT[5]=6. 因 此 INFO[6]= 70 Æ R MERT. 
现在 我 们 可 画 击 如 图 7-40(a) 所 表示 的 该 树 的 项 上 部 分 .用 每 个 新 的 结 点 重复 上 述 过 程 , 最 后 得 

到 所 要 求 的 树 工 在 图 7-40{b) 中 . 

画 出 如 图 7-41 所 示 的 存储 在 在 储 器 中 的 二 元 树 T 的 图 形 . 

解 EF 注意 ROOT=14, 因 此 INFOL] = AE T HR. ES LEET[14]= 5, RUE INFO[5] = 3 Z 

让 的 左 孩 子 .注意 , RIGHT[14] = 9, RE INFOL] =C AARET. 对 每 个 新 结 点 继续 此 过 程 得 所 

要 求 的 了 的 图 形 如 图 7-42 所 示 . 


穿 程 二 元 树 


7.81 


给 出 穿 程 有 根 R 的 一 元 树 工 的 3 个 标准 算法 ， 
解 zm 这 3 个 算法 称 为 前 序 . 内 序 和 后 序 如 下 ， 
前 序 :(1) 分 理 根 R. 

《2) 按 前 应 穿 程 R 的 碟子 树 . 

(3) 按 前 序 穿 程 R HATH. 

内 序 :(1) 接 内 序 穿 程 R 的 左 子 树 . 

(2) PEHR R. 

(3) RAFFE R 的 右 子 树 . 

后 序 :{1) RETF RAATH. 

(2) WS F EE R HATH. 
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INFO LEFT RIGHT 
11 


EHEBHE 


= = 


uh 


BEBB 
ele] felel 
= 

B 


a 

c 

a 
see e 4 

sa [o 

EME 
; 


ROOT = 14 


图 7-41 


Par 


之 间 分 理 根 及 ;在 后 算法 中 , 在 子 树 的 穿 程 之 后 分 理 根 R. 


于 分 理 根 的 时 间 . 具 体 地 说 , 在 前 序 算法 中 ,在 穿 程 子 树 之 前 分 理 根 R; 在 内 序 算 法 中 ， 在 子 树 的 穿 程 


有 时 ,这 3 个 算法 分 别称 为 结 点 - 左 - 右 (NLKR} 穿 程 , 左 - 结 点 - 右 (LNR) 穿 程 和 左 - 右 - 结 点 (ILRN) 


穿 程 . 
考察 图 7-43 的 二 元 树 T B SR A 是 了 的 


根 , A 的 左 子 树 Ly ERAB, DAE 组 成 ， w " 


L 


面 3 个 算法 :(a) 前 序 , (b) 内 序 ,(c) 后 序 穿 
程 T. 

M EF (7 的 前 序 穿 程 分 理 A. FE L+ 和 穿 
程 Ry. 但 是 Lr 的 前 序 穿 程 分 理 根 B, 然后 分 理 D 
HEE Rr 的 前 序 穿 程 分 理 根 C, 然后 F.E 
此 ,ABDECF 是 了 的 前 序 穿 程 . 


D E 


E 7-43 


(tb 全 的 内 序 穿 程 是 穿 程 Lr, 分 理 A 和 穿 程 Rr. HJ Lr 的 内 序 穿 程 分 理 品 ,B 然后 五 ,以 及 RPA 


序 穿 程 分 理 C, 然后 F. BE, DBEACF 是 T HAFF E. 
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ps 《ec) 工 的 后 序 穿 程 是 穿 程 Lyr, 穿 程 R+ 和 分 理 上 .但 是 ， 
V A Lr BESS D, E E B, AR R+ 的 后 序 穿 程 
KA NS 分 理 下 ,然后 口 ,因此 , DEBFCA 是 了 的 后 序 穿 程 . 
— 5 — c 7.83 ”应 用 前 序 穿 程 算 法 穿 程 图 7-44 的 二 元 树 
S N f VA N T 
⁄ d | 
fa 


解 # T BJ B FPF s e ABDEFCGH]LK . 


f D >N E / Y H 
N. r 4 `“ / 这 个 次 
~ / ; 这 个 次 序 与 从 左 到 右 扫 描 该 树 ,如 图 7-44 中 的 


É f 1 k 路 线 所 尾 示 的 相同 .就 是 说 , 它 是 从 最 左边 分 枝 
w g ~ 向 下 "移动 "直到 珊 到 一 个 朱 端 结 点 ,然后 往 回 
lL À BAT- TAR SE EEEE E 最 有 末 
V 端 结 点 K 是 基 后 扫 措 到 的 结 点 .显然 , 根 4 的 
左 子 树 是 在 右 子 树 之 前 穿 各 的, 并且 都 在 A 之 
图 7-44 后 穿 程 的 ， 
3.84 考虑 图 7-44 的 二 元 树 丁 .(a) 求 工 的 内 序 和 后 序 穿 程 ;(b) 找 出 三 种 穿 程 中 末端 结 点 的 


E EF (a) 由 观察 可 得 到 如 下 穿 程 ; 

内 序 :P B F E A G C L J H K 

后 序 :P F E B G L I K H C AÀ 
(b) 在 三 种 穿 程 中 , 末端 结 点 D, F, G.L 种 KK 都 是 按 从 左 到 右 的 相同 次 序 穿 程 的 .我 们 强调 这 对 任何 
二 元 树 工 都 是 如 此 . 

7.85 一 棵 二 元 树 了 了 有 9 个 结 点 .T 的 肉 序 和 前 序 穿 程 得 到 如 下 的 结 点 序列 : 

内 序 :E A C K F H D B G 

前 序 :F A E K C D H G B 
HHH T. 
N EF 从 树 T 的 根 如 下 往 下 画 ， 
(a) T 的 根 是 在 其 前 序 中 由 选取 第 一 个 结 点 得 到 的 .这 样 ,下 是 了 的 根 . 
{ 匡 结 点 下 的 左 孩 子 是 如 下 得 到 的 ,首先 用 T WB N FF HATH T HER K RE, T, BARE, 
A CHK ER RE, ET 前 序 中 选择 第 一 个 结 点 {对 现在 了 的 前 序 中 }) 得 到 下 的 左 孩 子 , 这 样 A 
是 下 的 在 孩子 ， 
(ce) 类 亿 地 ,下 的 右 子 树 由 结 点 玉 , D, B AGHAR, A DET E Dp E F 的 右 孩 子 . 

对 每 个 新 的 结 点 重复 上 述 过 程 ,我 们 最 后 得 到 的 所 要 求 的 树 在 图 7-45 H. 
G 


< 人 N 


ii ie b 
i e i > ° / / \ 
全 / 

图 7-45 Ë 7-46 


7.86 假设 下 列 的 序列 分 别 按 前 序 和 内 序列 出 一 标 二 元 树 了 的 结 点 : 
前 序 :G B Q A C K F P D E R H 
内 序 :Q BR K C F A G P E D H R 
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7.89 


7.90 


7.91 


男 出 该 树 的 图 形 . 
W We 如 同 习 题 7.85 的 过 程 得 到 所 要 求 的 树 在 图 7.46 中 


给 出 一 般 树 的 一 个 (递归 ) 定 义 ， 
W p  - 宗 一 般 树 定义 为 一 些 元 素 , 称 为 结 点 的 非 罕有 限 集合 T, 使 得 
(1) TER- TERETE R. POI T ÉR. 
(2) 了 的 剩 下 的 元 素 形成 零 或 更 多 不 接连 的 树 T I T, T, 的 一 个 有 序 集 . 
T Tact, Ta RARR HFR, H Ti, Toos T, HIRIRA R 的 继承 者 . 
家 系 学 ,图 论 和 园艺 党 上 的 术语 像 二 元 树 那样 用 于 一 般 树 .具体 地 说 . 若 N 是 一 个 有 继承 者 Si， 
Sarte, Sa 的 结 点 , 则 N 称 为 诸 3, 的 母亲 , 诸 S. AAN KEF, 而 且 诸 S. 第 此 称 汶 兄弟 姐妹 ， 
注 一 般 树 的 上 述 定 义 等 价 7.4 节 讨论 的 有 序 的 有 根 树 . 


给 出 一 个 使 用 图 形 的 一 般 树 例子 . A 

解 ton 图 ?47 表示 一 个 有 13 个 结 点 — — 
A,B,C,D, E,F,G,H,J,K,L, M, N a € D 

的 一 般 硅 T RESAH, ARR 工 的 根 在 图 / N SAN | 

形 的 顶 上 ,并 性 一 个 结 点 的 孩子 是 从 大 至 右 排 / N La K 

序 的 ,因此 A 是 工 的 根 ,并 且 A 有 一 个 孩子 ,第 | / \ 

一 个 孩子 是 B BOTETE C 第 二 个 孩子 是 1 Ú N 

D. 

考虑 图 7-47 的 一 般 树 .指出 哪些 结 点 有 图 7-47 


(a)3 个 孩子 , (b)2 个 孩子 , (c)1 个 孩子 ,{dq) 没 有 孩子 ， 
MW EF (Ga)a MC, (OBH K, (0D H, (dE, F, G, L, J, MA N. CEHI A I ME 


点 ) 

一 棵 二 元 树 是 一 般 树 的 特殊 情形 吗 ? 

W ur 不 ,二 元 树 和 -- 般 树 是 不 同 的 对 象 , 两 个 基本 差别 如 下 :1) 一 棵 二 元 树 了 可 以 是 空 的 , 但 
一 般 树 T 是 非 空 的 ;(2) 假 设 一 个 结 点 N 只 有 一 个 孩子 ,那么 一 棵 二 元 树 T PRATA EATA 
孩子 之 区 分 ,但 在 一 般 树 T 中 却 不 存在 这 种 区 分 . 

我 们 用 图 7.35 的 树 T fü T, 来 说 明 第 二 个 差别 .其 体 地 说 , 作为 二 元 树 , 在 树 T, P D E C É 
左 防 子 但 在 了 中 也 却 是 的 右 孩 子 , 因 此 T, 和 T, 是 不 同 的 树 . 另 一 方面 , T. 和 T, 作为 一 般 树 
R, EZ ENEA EH. 
定义 一 片 森林 (在 一 般 树 )， 

W tF --: 片 森林 下 定义 为 零 或 更 多 不 同 树 的 一 个 有 序 集 . 如 果 我 们 从 一 棵 一 般 树 删除 根 RR, 则 得 
到 由 玉 的 子 树 [ 可 以 是 空 的 ) 组 成 的 森林 F. MS RE, A F 是 一 片 森林 , 刚 添 加 -个 结 点 民 到 下 以 形 
成 一 棵 一 般 树 T. kh 尺 是 工 的 根 且 民 的 子 树 由 下 的 原来 的 树 组 成 . 

设 工 是 一 棵 一 般 树 .描述 如 何 将 T 存储 在 计算 机 的 存储 器 中 . 

R rum 通 常 ,用 3 个 平行 数组 INFO, CHILD{( 或 DOWN) 和 SIBL( 或 HORZ) 以 及 一 个 指示 变 基 


ROOT 如 下 地 将 存储 在 存储 器 中 .首先 , T 的 每 个 结 点 对 应 一 个 单元 K 使 得 : 
(1) INEG[K] 含 结 点 N 的 资料 ; 
(2) CHILDIK] 舍 N 的 第 一 个 孩子 的 单元 , 茶 件 CHILD[K] =NULL 表示 N RART: 
(3) SIBLIK] 含 N 的 一 个 兄弟 (姐妹 ) 的 单元 ,条 件 SBLIK]= NULL 表示 是 他 的 母亲 的 最 后 一 个 孩子 . 
此 外 , ROOT 将 含 二 的 根 RR 的 单元 ,最 然 这 个 表示 法 似乎 是 人 为 的 ,但 它 有 极 太 的 优点 ,就 是 T 
的 每 个 结 点 N ZF A Ey k TAB MES a E 3 个 信息 组 中 . 
上 述 表示 法 容易 推广 到 内 示 由 树 Ti Toce. Ta 组 成 的 森林 中 ,这 只 要 假定 这 些 树 的 根 是 兄弟 
{姐妹 }). 在 此 情形 中 , ROOT 将 包含 第 一 棵 树 T, 的 根 R, 的 单元 ,或 者 当 F 是 空 的 时 , ROOT 等 于 
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NULL. 
7.93 考虑 图 7-47 的 一 般 树 T. 很 设 了 的 结 点 的 资料 如 图 7-48 那样 用 一 个 数组 INFO 来 存 
Jë. i CHILD 和 SIBIL 是 平行 上 INFO 的 数组 , ROOT 是 一 个 指示 变 址 .赋值 给 ROOT, 
CHILD 和 SIBL 以 反映 了 的 结构 表示 ， 
解 EF RS ROOT, CHILD fll SIBL 如 下 : 
(a) 由 于 THRA 存储 在 INFO[2] 中 ,内 此 党 ROOT: = 2, 
(R T 4 的 第 一 个 孩子 是 结 点 卫 , 它 存 情 在 INFO[5] 中 ,因此 置 CHILD[2]: 一 3. 由 于 及 没有 兄弟 
姐妹 ,因此 置 SIBL[2]: = NULL. 
《ec 届 于 是 的 第 一 个 孩子 是 早点 开 , 它 存 傅 在 INFO[15] F, AE CHILD[3]: -15.4 rA C E B 
的 下 一 个 所 第 音 C 存 情 在 INFO[3] 中 , 国 此 团 SIBL[3]: =4. 
如 此 等 等 ,图 7-49 给 出 CHILD 和 SIBL 的 最 后 值 . 


CHILD SIBI. 


Ë] 7-48 图 7-49 


7.94 Hit 工 是 一 栋 一 般 树 . 说 明 对 了 怎么 指定 惟一 的 一 棵 二 元 树 了 T, 它 基本 上 保持 T BJ 
A 结构 .用 图 7?-47 的 一 般 树 解释 之 . 


一 E F 二 元 树 了 是 从 了 如 下 得 到 ,首先 ,二 元 树 


六 的 结 点 与 T 的 结 点 相同 ,并 且 THRE T HR. i 
N 是 二 元 树 了 的 任意 一 个 结 点 , 则 在 TPN ñj kE 


Fr O 于 是 一 般 树 了 的 结 点 N 的 第 一 个 孩子 , 并且 了 中 N 
6 mTM T h N 的 下 一 个 兄弟 . 
H 读者 可 以 验证 图 7- 5 和 0 的 二 元 树 T 如 上 所 描述 的 


NS 
D 
— ~ — 对 应 于 图 7-47 的 一 般 树 T. 显然 按 道 时 针 方 问 旋 转 ， 
pe 图 7 了 50 中 了 开 的 图 形 下 到 过 指向 到 右 孩 子 是 水 平 的 为 
M E 我 们 得 到 一 个 图 形 , 在 此 时 点 占有 与 图 7-47 Fii 
NS 点 一 样 的 相对 位 置 . 


47-50 二 元 树 T 
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在 一 般 树 T 的 计算 机 表示 和 二 元 树 工 的 计算 机 表示 之 问 若 有 关系 , 则 描述 这 种 关系 . 
解 ”# 除了 RRR CHILD 和 SJBI 的 名 丈 对 序 于 二 元 树 了 的 数组 LEFT 和 RIGH 的 名 和 多 
之 外 ,它们 的 袁 示 确 是 由 同 的 .这 种 对 应 美 系 的 重要 件 在 于 应 用 到 二 元 树 的 某 种 算法 , 如 穿 程 算 法 , 现 
在 可 以 应 用 于 At. 

考虑 图 7-51(a) 的 一 般 树 个 . 求 相 应 的 一 元 树 T . 

解 EF THIRA AR 工 的 结 点 相同 ,特别 地 , T RRS 了 的 根 相同 .而 且 , 若 N 是 二 元 树 
T’ 的 一 个 结 点 , 刚 它 的 左 孩 子 是 了 中 N 的 第 - -个 该 子 , 它 的 右 孩 子 是 T 中 N 的 下 “个 兄弟 .从 根 往 
下 构造 了 ,得 到 的 树 在 图 7.s1fb) 中 ， 


— 
ki 


A 


Pa 
一 人 人， 
` < >. 


~ 
KAA S 
/N N 


M 
ta) 一般 树 了 . th) SAHT. / N 
P N 


E 7-51 


É T Eii Je, 它 有 根 R ATH T 了 ;, -…, Tu. T BNF SEE Ja PF SE Fe E X 
如 下 : 
前 序 ;(1) 分 理 根 R. 
(2) 按 前 序 穿 程 子 树 Ti, T... Tw. 
后 序 ; (1) 按 后 序 穿 程 子 树 T i, T2,…, Tu 
(2) 分 理 根 R. 

设 工 是 图 7-51(a) 的 一 般 图 . (a) 技 前 序 穿 程 T, (by S PF PE T. 
W u= 注意 了 有 根 A 以 及 子 树 T i, T, T, 其 中 

T B B,C, D 和 王 组 成 ; 

T, H£ X F, GAHAR, 

T, Hš JI K L, M, N, P fl Q RH. 
(a) 工 的 前 序 穿 理由 下 列 步 豫 组 或 . 
{站 分 理 根 A. 
《站 按 前 序 穿 程 了 ;分 理 结 点 B.C, D, F. 
GDR FE 了 : :分 理 结 点 F. G. H. 
(iv) 按 前 序 穿 程 Ti; 分 理 结 点 JI K, LM, P,Q, N. 
这 就 是 说 , T 的 前 序 穿 程 如 下 : 

A, B,C,D,E,F,G HK,L,M,P,Q,N. 

(b) 工 的 后 序 穿 种 毕 下 列 步 骤 组 成 ， 
ORGET T :分 理 结 点 C D, E, B. 
(RE TPE EF 了 :分 理 结 点 G H, F. 
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(iii 按 后 序 穿 程 Ta EA K, L, P,Q, M,N,J. 
(i) ER A. 
换 句 话说 , T 的 后 序 穿 程 如 下 ; 
C, D,E, B, G H IF. K, L, P Q M,N,J,A. 

考虑 图 7-51(b) 的 二 元 树 T R 位 的 前 序 、 内 序 和 后 序 容 程 .把 它们 和 习题 7.97 得 到 
的 与 工 对 应 的 一 般 树 工 的 前 序 和 后 序 穿 程 进行 比较 . 
E E 应 用 习题 7.81 中 二 元 树 穿 程 算法 ,我 们 得 到 工 的 如 下 穿 程 ， 

BWIER;A,B C, D, E, F, G, H.J. K,L,M, P,Q, N. 

内 序 :C,D,E,B,G,H,F,K,L,P,Q,M,N,J,A. 

后 序 : E,D,C,H,G, Q P.N, M,L,K,J,F,B,A. 
我 们 看 到 , CTH TARFAR RA T 的 前 序 穿 程 是 相同 的 , 二 元 树 T' 的 内 序 穿 程 和 一 般 树 T 
的 后 序 罕 程 相同 .没有 一 般 树 了 的 固有 穿 程 和 与 之 对 应 的 二 元 树 TT 的 后 序 穿 程 相对 应 . 


8.1 


Enn 和 组合 分 村 


计数 原理 .阶乘 记号 


下 面 的 基本 计数 原理 始终 应 用 于 这 一 章 中 . 
基本 计数 原理 ” 若 某 一 事件 能 按 n 种 不 则 方式 出 现 , 旦 若 随 其 后 的 第 二 个 事件 能 按 n; 


种 不 同方 式 方式 出 现 , 再 参 第 二 个 事件 之 后 的 第 三 个 事件 能 按 a, 种 不 同方 式 出 现 , ……, 则 
所 指定 顺序 的 事件 能 出 现 的 方式 种 数 是 nnna, 


8.1 


8.2 


8.3 


8.4 


8.5 


8.6 


8.7 


8.8 


一 个 牌照 包含 两 个 字母 及 其 随后 3 个 数字 , REAREA ERNER 

解 ue 每 个 字母 可 用 26 种 不 后 方式 印 制 ,第 一 个 数字 按 九 种 方式 以 及 其 他 两 数字 的 每 -个 按 十 种 
方式 印 制 .因此 可 以 印 制 26:26'9'10':10=608400 TAEA AR. 

设 每 一 牌照 包含 两 个 不 同 字母 及 其 随后 3 个 不 同 数字 .或 牌照 的 数目 n. 

解 EF XE ,=26:25:10:9.8= 468000. 这 就 是 说 , 头 一 个 字母 有 26 个 可 殿 选 择 , 但 第 二 个 字母 只 
有 25 个 可 殿 选择 , 因 它 必 须 与 第 一 个 字母 不 同 . 同 理 , 数字 的 选择 是 10,9 和 8 种 ,其 数字 必须 不 同 ， 
设 习题 8.2 中 第 一 个 数字 不 能 是 0. 试 解 习题 8.2， 

解 是 这 里 ,n=26.25.9.9.8=421200. 现 在 除 第 一 个 数字 只 有 九 种 选择 外 同 于 习题 8.2. 

由 26 个 成 员 组 成 的 一 个 组 织 中 可 选举 一 位 总 统 、 财 政大 各 和 秘书 长 . 试 求 共 有 多 少 种 结 
果 ( 假 设 没有 人 被 选任 多 于 一 个 职位 ). 

解 人 总 统 可 有 26 种 不 同 选举 结果 , 随 之 财政 大 臣 有 25 种 不 同 选举 结果 [ 因 选 为 总 统 的 人 不 再 符 
合 被 获 选 为 财政 大 臣 的 条 件 ), 再 随 之 秘书 长 可 有 24 种 不 同 的 选举 结果 .这 拌 ,由 上 述 计 数 原理 , 在 这 
个 组 织 中 选 出 这 些 官员 共有 a = 26'25'24 一 15600 种 不 周 结果 . 

在 A 和 和 B 之 问 有 4 条 公共 汽车 线路 ,在 B 和 C 之 间 有 3 条 线路 . 求 一 个 人 可 以 行进 的 
路 线 数目 : (a) 乘 公共 汽车 从 4 经 过 B 到 CC;(b) 乘 公共 汽车 经 过 B 往返 于 A MC. 

解 BE (fa) 从 A 到 B 有 4 条 踏 线 ,从 BB 到 人 C 有 3 条 路 线 ,因此 从 记 经 过 昌 过 C 有 4-3-12 # 58 
线 . 

(WA A £ B #J C # 12 38850) FOB B] 28 12 ARR, 因此 有 12:12=144 ARERR. 

在 习题 8.5 h IR — + A HE 40 ES — RARE B 往返 于 A 和 B 有 多 
少 条 路 线 ? 
W ë= ROAM AB BA CHB’ A. 用 连接 的 箭头 如 下 插入 这 些 字 和 母 ; 

A ——> B —C— BA. 
此 大 从 AZIB AHRS, TA B #| C 8 3 RRS EA- 条 公 共 汽 车 线路 只 能 使 
A C EIB HEB M B 到 A 有 3 条 有 路线. 把 上 面 这 些 数 据 插入 相应 的 第 头 ， 


= 


;从 而 


Ab Bc B.A. 
这 样 ,往返 于 4 和 只 使 用 公共 汽车 线路 一 次 , 则 有 4-3.2-3= 72 条 往返 行进 路 线 . 
一 个 学 生 可 以 选修 四 门 数 学 课 之 一 和 五 门 英 语 课 之 一 . 求 他 能 登记 选 收 这 两 门 课 的 方式 
的 数目 n. 
Ñ EF 对 数学 课 有 四 种 选择 , 对 英语 课 有 五 种 选择 .因此 ==4.5=20. 
车 在 习题 8.7 中 ,有 一 门 数 学 课 和 和 一 门 英 庄 课 和 过 到 相同 时 间 , 重新 解 习题 8.7. 
EO EF 从 20 冲 可 能 选择 减 去 -种 得 到 n=20. 1=19. 
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阶乘 函数 


这 一 小 节 涉 及 阶乘 函 炒 n! ORE n MÆ”) ietin! 定义 为 
nl = 1:23 (n -2)(n - 1)n. 
换 名 话说 , 1 BALB > AEREA ES O! =1. 
8.9 #SHET3E BS Sr — Fe 4 E XL. 
W EF 我 们 可 以 递归 地 用 
0! =1 
和 
nl = n + (n —- 1)! 
来 定义 nl.(H Fij(n-1)1 来 定义 wn1, 因 此 这 个 定义 是 递 归 的 .) 
8.10 求 21,3! AA, 
W EF 从 1 到 > 的 整数 相 乘 ， 
2! =1:2=2, 3! =12.:3=6, 4! =1.2:3:4= 24. 
8.11 3K 51,61,71 #81. 
W EF 对 n>1, 我 们 有 n! =nla-1)!, HE 
5! = 5 + 4! = 5 : 24 = 120, 
6! = 6: 5! = 6 : 120 = 720, 
7! = 7-6! = 7? - 720 = 5040, 
8! = R - 71 = B - 5040 = 40320. 


8.12 j3K(a)101,(b)( —3)!. 
W EF (a) 首先 利用 习题 8.,11 求 
9| = 9.8! = 9- 40320 = 362880. 


然后 
10! = 10 ,9! = 10， 362880 = 3628800. 


Cb){ -3}! BAEN. 
8.13 用 阶乘 表示 (a)35.34.33， (bT 
W EF (a) 


35.34.33.32! _ 331 
35.34. 34 = 321 = 327 


(b) 


1 14! 143! 
16:15 16:15:14 16!’ 


8.14 HARRER: 


(a) nfa-ela- rti) ee rt 


123er- 1)r 
W Em (a) 
An 
nl 
C (n - r)! 
(b) 


nn- l): (n - r +1) 
12.3…fr~ 1)r 


=n(n — 1): (n -r+ 


_ m 4.a! 
tan-r}ylrl r! (no—r)! 


SAE 组 合 分 本 


-2535 


8.15 Bk: (a) EPE, oy 
n! {n 


-2 
E EF (a) 
(a+ JY _ (n +l)n(s 1)e3.-2-1_ 
n! E nfn- 123.2. 1 “ath, 
或 篇 单 地 
+D! _ utan -prl 
(o) 
a! nin- Dia Ñ 2) 3. 2.1 _ 
(n — 2)! 一 {n- 2-3. 2-1 =n(n- D) = ntn, 
或 简单 地 
al nfn- ljn- 2)! _ 1) _ 
(n = 2 ` {z — 2)! = n(n -1)= m° - n. 


(mn +1)! (m —1)! 
8.16 简化 (a) 6 一 Jt (b) a 


解 EF (a) 

int D! (n + n(n l)n- 2) 3.2 .-1 

{in-H O (m —l)X8 - 2)-:3. 2-1 

=(m= + ])n = n + x, 
或 简单 地 
ba h = Gn Kasir = {n+ ens n tn. 
(b) 
(#—1! _ (= —15Í 


= 1 _ 1 
tant! (n+2)(am + 1)a(n D! (a+2)(a +1)n xn + 382 tn 


8.17 a Cn r+ 1)! 


{xn—r—1)1. 
W We 我 们 有 
(s-r +1)! r+ 1)(" ( r-1)! I 
人 | art Dn = r). 
8.18 ge- E. 
(m —r 2)! 
E um 我 们 有 
(n — r)! (n —+)(n- r C 1)(n — r —2)! _ _ 
a-r- (n-r-2)! =(= -r(x —r-1). 


8.2 二 项 式 系数 


符号 | “| ( 读 作 “nCr"), 其 中 和 都 是 正 整 数 且 r<w, 它 定义 为 


|" nin- 1)(m — 2) (m — r + 1) 
ri 1-2. 3…r 一 1)r 


注意 分 子 和 和 分母 中 恰好 都 有 r 个 因子 .鉴于 后 面 的 定理 8.2, 这 些 数 称 为 二 项 式 系数 . 
8.19 计算 :(a)| 25],(b)| 12). 
WW Er 回 忆 一 下 ,分 子 和 分 峡 有 同样 多 的 因子 . 


22) _12:11.10.9 


16) _ 16:15:14 _ 
z 4 12344 495. 


G) || -EEs w | 


,| f 


8.20 计算 :(a)| l, o 


PAR 组 各 分 析 ' 255 + 


8.29 


8.30 


W F (a) 现 在 5-7=2, 因 此 


{tb} 现在 10-…6=4, 央 此 


10) [101 9.8.7 
[ol = [4-23 20 
证 明 
i121 fii) 11 
[28151 (| 
(这 是 定理 8.1 3⁄4 2 =11 和 r=7 的 情形 ). 


W EF 这 里 
11! i11) 11! 11! 
= 
我 们 用 T7 AE — TIRU RA 5/5 莱 第 二 个 分 数 , 得 到 的 两 个 分 堵 的 分 母 相 同 ,然后 将 它们 相 加 : 


11 (11) 7-1! 5-11! 7-11! 5-11! 
PIE 71 7.651 75.4] 7151 T 7151 


7Z:111+5:11 _ (T+ 5) 11! 


= 715" 715! 
_ 12: 11! - 2 _ [12 
Z AS 715 i7 
、 17) 16! p; 
` B ` = 
王 明 :| = 1) + 6 l` 
证 F 现在 
! 16! 16i _ _161! 36! 
| s |+ | 6] = 5111 ° eno 
H 6/6 3 -TRUA 11/11 RA TAR aA AR E E, AE FLIR: 
[16] + [16] 646: 人 6-16! _ 11. 161 
5 ' 6! 6.5I1 61.11-10!' 7 6111! 6111! 
6-16} +11:16! _ (6 + 11)16! 
本 6!11! ~ EN 
17- 161 171 [17] 
61111 C el G 
定理 8,1 
nti’ oj n i n 
("l,l 


证 明定 理 8.1. 
证 e 〈 这 个 证 明 中 的 技巧 与 习题 8.28 和 8.29 相似 , ) 现 在 


Lail- nn re 


为 了 得 到 两 个 分 数 的 分 母 相 辣 .我 们 用 工 怀 第 一 个 分 数 以 及 用 于 一 + 二 莱 第 二 个 分 数 .因此 


n-r+l 
| n fa] -= renl! ñ (m — r + 1) n! 
rl ri pftr 一 Tifn-r+l rlftxn—r+l)l(tn — r) 
ren! n- r+1)n 


=ar D tn r+ i) 


r'nj+(n r+In! [r+ (mn — r + l)]=z! 


rine r+ 1)! r!(zn — r + 1)! 
{n+ tn! (n + 1)! 


rf!(n — r + iN ritmn — r + 1)! 


[7+1 


r 
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二 项 式 定理 , 由 斯 卡 三 角形 
这 -- 小 节 应 用 下 和 阁 的 二 项 式 定理 (在 习题 8.42 P, 用 归纳 法 证 曲 ), 这 时 给 出 (a + b)" 的 
BEFA MEER. 
定理 8,2| 二 项 式 定理 } 
nin — i) n 2⁄2 y n(n = 1)(n — 2) na-383 


wm _ nn r-i 
(a +b)" =a" + na” b+ 1.2 f 1.2.3 


nín-i n- _ 
+ + 1: u bt? + nab"! + b” 


in 
+ (2 
二 5) , s "pr. 
注 (a +b)" 的 上 面 展 开 式 有 以 下 特性 . 


(有 n+1 项 ， 
{让 每 项 中 a Me 的 指数 之 和 是 n. 
Gia 的 指数 从 ”到 0 逐 项 减少 , b 的 指数 从 0 到 n 逐 项 增加 ， 
(iv) 任 一 项 的 系数 是 | ”| ,此 处 或 是 a 或 是 5 的 指数 ， 
{vy) 与 前 项 和 本 项 等 距 的 项 的 系数 相等 ， 
8.31 BF: (aat), (baty. 
W eF 应 用 二 项 式 定理 ， 


(a) 
(a +6)? = a$ + 6a5b + 12 Sato + E Jae? + atot + 6ab5 十 的 
-a + 6afb 十 15a462 + 202353 + 15a253 + 6ab5 + 65, 
(b) 
(a + bY =a! + Jab + 3 Baspa eatp + 13 ab 


+ 8255 + Tabs + b? 
=a + Jatb + 2la5b2 + 35a*b? 十 35638 + 212255 + Tab + b. 
8.32 ”展开 和 简化 (2x + 3⁄2). 
Ñ EF 这 里 2z 和 3y? 分 别 对 应 于 二 项 式 定理 中 的 a 和 b. TE 
(Qz + 3525 = (225 + SVGA + HEO) 
#- 4 2 3 23a 245 
++ -227) (3.2) + S27)(3y) + (3°) 
=F gi + 5. 2474. 3y2 + 10: Pae? Fy + 10 - 22z2 + Sy 
+ 5-2 | ys + 35 lÓ 
=32x5 + 240212 - Tz ys + 1080z2íŠ + 810zy5 +2433". 


8.33 ”展开 和 简化 (x + 3y)° 
M EF 
(z+3y)' = (z+ (z(y) ENG 


= xr°`+9z!y+27Try +272. 


8.34 


RAR #H Š jr YW 


展开 并 简化 (2z — y). 


解 == 
(2z- y = (21) +EP y) + 2) -yy 
ErP ly 
=16z* .32739 + 24r y Bay + yt, 
展开 并 简化 (2x +y y. 
解 == 


(2z + 25 = (225 + Er) + SHOP 
+ 302202 + (2202 + (2) 


=32x` + 80r y? + BOz ys + 402225 + 10zyŠ + y. 


8.36 (DRUGE - b)" 怎么 不 同 于 (a + 5b)";(b) 应 用 习题 8.35 计算 (27 y Y. 
E Ep 除 了 (a - b)" 中 的 符号 以 正 号 开始 后 正 免 导 交 替 出 现 , 妈 5 ARRENE EN o HARE 
项 将 是 负 的 外 ,(a - b)" 的 展开 式 和 (a + b)" 的 展开 式 是 一 样 的 . 这 是 因为 若 + 是 偶数 , 则 ( -8)"= 
bÆ r 是 奇数 , 则 (一 86)"= — p. 
tb) 由 习题 8.35 
(2xz + y?)° = 32g? + BOr y + BOr yt + dr ye + Oey + y, 
为 得 到 {2x -~ 25, REE Or + y2)5 的 展开 式 将 各 项 符号 改 为 正 负 交 赤 出现 ， 
(2z-j2)5=32z5-80x)y2+80z)yt-40z2y5 +10ry ~ y". 
8.37 ”解释 系数 | ，， 中 的 为 什么 可 来 自 二 项 式 定理 中 或 是 a 的 指数 或 是 的 指数 . 
和 解 rm 从 习题 8.23 证 明 的 
p i = l; 
得 到 . 
8.38 ”定义 帕斯卡 (Pascal) 三 角形 . 
解 F atb 的 逐次 究 的 系数 可 排 成 如 图 8-1 所 未 的 三 间 形 数组 .这 个 三 角形 数组 称 为 帕斯卡 
(Pasca) ZAE. EA FANE EE: 
(每 行 中 第 一 个 数 和 最 后 “个 数 是 1; 
{让 数组 中 其 他 的 每 个 数 可 由 上 一 行 的 与 它 烦 射 出 现 的 两 个 数 相 加 得 到 ,例如 
lB=4+68, 15 = 5+ 10, 20 = 10+ 10. 
特性 (i) 从 定理 8.1 得到. 
(+b = I 1 
(a+bi = a+b 1 1 
(a+b) = at +2ab + b 1 2 1 
(a+b = eos + Sab+ 3ab? +b? 1 3 3 1 
(a+b = nat + dab + 6a2bZ j dnbs + bt 1 4 6 4 1 
(a+b) = aš + aib + 10a362+ 108208 + 5abt + bs 1 5 (1010 5 1 
(a+b = a Gob + l5atb? +20a3b3 Tl5a2bt +6ab5 + bs 1 6 (5)(20) 15 6 1 


vean 


a 


"257 


+ 258 + 
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8.39 


8.40 


8.41 


8.42 


已 知 
(a + b)° = af + 6a`b + 15a°b? + 20a7b? + ISa?bt + bab? + bŠ. 
展开 (a +b) ' 和 (a + b)š, 
E we 我 们 能 用 二 项 式 定理 展开 (a +5)? 和 {a + ys BE, CA a + b)5 的 展开 式 ,用 帕斯卡 三 
角形 求 得 (a + 5) 和 {a +b)” 则 更 为 简单 .首先 写 出 (a + ai 的 系数 ,然后 计算 三 角形 的 下 一 行 : 


回想 每 个 数 由 上 一 行 中 与 它 倾斜 的 两 个 数 相 加 得 到 ,例如 
35=15+20，28=7+21，56=35+21. 


从 上 面 的 图 形 我 们 得 到 
(a+b) =a +7atb+2la552+ sab + 35a320 + 2l1a2b + Tab + b?, 
(a +b)°= a+ Ba b + 28a btt Ga b+ 70a*b*+ S6a 55 + Ba b+ Bab +b’. 
证 明 
PE [4 L MNP 
0: 1' 2! 


证 £F BU DOKOEB3SE(OI + 1) 展开: 


24 = (1+ 1)“ = PRES MEES EIEEE EEES DAEN 


1 


e(a 


证 明 
(a) 中 和 =2"; 
œ 【中 -人 = 


证 Em {a) 用 二 项 式 定理 展开 (1 + 1)" 恒 得 到 这 个 等 式 [ 如 同 习题 8.40). 
全 ) 用 二 项 式 定 理 展开 (1 - 1)" 便 得 到 这 个 等 式 . 
证 明 二 项 式 定理 8.2: 


(a + b)" = S| "jar-rgr. 
Per L 
证 EF 由 于 


lla [Jae [Jen ass aan, 
r=ů 


因此 对 于 * = 1 这 个 定理 成 立 .我 们 假设 对 (+8)* ERR. AER a + ERTE. RNA 


Catb)! = (a + b)(a + b)" = arb) r Jare. 
r=0 
现在 从 
|| T |a, ali n ay |=] n J + | " an" rtlpr 
r-l ' r: r 1 r 


得 到 含 p PRRD. OS EIB 8 1, A 


(rdle 7 


r-l: 


REE p 的 项 是 
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intl} 
| H , ly. 


注意 到 (z+ (a+5)" 是 5 的 n+1 REMA, |N I: 
(a +b)" = (a — b)(a tb)" = >” 
定理 得 证 . j 
多 项 系数 


给 定 非 负 整 数 Nis Aas Us E Efnt nate T+ n, = n. REAA n | 定义 为 

In I, n, Y, n = mimbon 

鉴于 下 面 的 二 项 式 定理 的 推广 定理 , 我 们 称 这 些 数 为 多 项 系数 ， 
定理 8.3 


` | n 1 
aytay+e +a)" = 
( 1 2 r) Hi, Rg, s n, 


+ 
4 


+H +W =m 
r 


7 I 8 
ta) gab (b) [9.2.2,0) 
# E 
7 oH 7Z:6-5-4-:3:2-1 
(a) 23.21 -27 3 2 2274.3.21.2.1™ 210 
© g EPESI _ 
(b) 人 ry 
8.44 计算 ， 
' 6 ` 10 | 
G) igan tb) [53.22 
和 解 u 
l 6 6! 6-5.4.3.2.1 
(a) 92 SIA lt C 3.2.1.2-.1.1 OD. 
(b) 于 5+3+2+ 2 天 10, 因 此 表达 式 | 。 5 NETES 


8.45 展开 (a + b+ c)°. 
W F 者 莹 所 有 的 三 元 非 负 整数 (n,n2,n3) ,其 中 + ngt n, =3.3 


atoto = 3,0,0) a be + [aio abie? + | aa eb 
+| Ln alele! + 3,01 atate’ + [02.1 a'he! 
[laeres (03 Jamal 3 Jame 
+ aial able? 


=a? + 3a2b + Jate + Gabe + b3 + 3b2c + 3ab2 + c? + Bac? + 3o’. 


8.46 证明 
n | h) n} 


na | nal” 


Nj Ha! 


证 EF 观察 到 家 达 式 | ，”，| 隐 售 着 w+ x2= anon AE 
ajia) n! n! 
i 


= " j 
SW nl {ant ni! nal 


na! ni. MH: : 
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8.47 求 (2z3-2zo2+z28 的 展开 式 中 含 > H y! N. 
E F 该 展开 式 的 一 般 项 是 


gbe a,b,c 
Í 6 | af 由 3 十 在 2b 2r 
-| pe Dir yz. 
AEE TH 2 的 项 必 有 3a + hsll A 2b=4, RE o2 a3. Xa +b +c = 6, AE c=1. 4 


它们 代入 上 式 得 


| 32.1 PEO 3al yte? = T8971 yz? =- 43202 t yt? 
8.3 排列 
n 不 对 象 … 次 取 * 个 的 排列 数 用 已 (mn,r) 来 表示 .有些 教科 书 使 用 记号 P... P. Ra), 
表示 . 


8.48 以 集合 3S= |a,5,c,d| 为 例 ,讨论 排列 . 
Ñ EF E n 个 对 人 的 集合 按 给 定 髓 序 的 安排 称 为 这 些 对 象 的 一 种 排列 或 全 排列 (一 次 取 所 
有 对 每 ) . 按 给 定 顺 诬 一 次 取 这 些 对 象 的 > 个 的 安排 称 为 一 个 r “排列 或 者 n 个 对 象 一 次 取 > 个 的 排 
到 .因此 ,对 给 定 的 集合 S, 
(i) bdca , deba 和 acdb 都 是 四 个 字母 的 排列 (一 次 取 所 有 字母 ) 
Gi) bad, adb, cbd 和 tca 都 是 四 个 字母 一 次 取 三 个 的 排列 . 
Gi) ad, ch, da 和 Bd 都 是 四 个 字母 一 次 到 二 个 的 排列 . 

8.49 求 6 个 对 象 ,比方 说 a,6b,c,d,e,/, 一 次 取 3 个 的 排列 数 , 换 句 话 说 ,用 给 定 的 6 个 字 
母 选 取 不 重复 任 一 字母 的 “一 字母 的 单词 ”, 求 这 些 单 词 的 数目 . 
E er 假设 一 般 的 三 字母 的 单词 用 下 列 的 三 个 格子 来 表示 ; 


Is 

现在 , 我 们 可 用 6 种 不 同方 法 选取 第 - -个 字母 , 随 之 可 用 5 种 不 反方 法 选取 第 二 个 字母 ,再 随后 ,可 用 

4 种 方法 选取 第 三 个 字母 .将 每 一 个 数 如 下 地 写 到 它 的 合适 的 格子 中 : 

silsila] 
因 些 , 据 基 本 计数 原理 ,从 6 个 字母 中 不 重复 取 任 一 字母 可 能 组 成 6.5:4=120 个 三 字母 的 单词 ,或 者 
说 ,6 个 对 象 一 次 取 3 个 有 120 种 排列 ,或 用 我 们 的 记号 , P16, 3)= 120. 

定理 8.4 


POr) = T = nn Dn —2):e(n — r + 1). 


8.50 证 明定 理 8.4. 

证 EF n 个 对 象 一 次 取 r 个 的 排列 数 ,或 < 个 对 象 的 > -排列 数 P(tn,7) 的 公式 推导 仿照 习题 
8.49 的 推导 过 程 . n 个 对 象 的 * -排列 中 的 第 -个 元 素 可 用 ” 种 不 同方 法 来 选取 , 随 之 ,可 用 ”- 1 种 
不 同方 法 选取 第 二 个 元 素 , 再 随后 可 用 > - 2 种 不 同方 法 选取 第 二 个 元 囊 . 用 此 方法 继续 进行 下 去 ， 
r -排列 中 的 第 * 个 (最 后 的 ) 元 素 可 用 nw- (r -1)=n 一 r+ 种 不同 方法 来 选取 .这 样 ,根据 基本 计 
数 原理 ,我 们 有 

P(n, r) = n(əm — 1)(8 — 22: (n — r + 12. 
TE, 由 习题 8.14, 

P(n,r) =n(n — Dla + 2) (n — r + 1) 
afa- l)(n — 2): (n — r + lJin- r)! 


n — n)! 


fan- ry 


推论 8.5 n 个 对 象 的 排列 , 即 全 排列 (一 次 全 取 ) 有 n! T. 
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8.51 


8.52 


8.53 


8,54 


8.55 


证 明 推 论 8.5. 
证 eF 在 定理 8.4 中 , 邻 r=n 得 
Pinn) = n(n — ln -2)-…3+.2.1= nl. 
求 3 个 字母 的 全 排列 
K F 有 3 =1:2:3=6 种 全 排列 ,它们 是 ab, ach, bac, bra, cab, cu. 
讨论 有 复原 和 无 复原 的 抽样 . 
E F 在 组 会 分 析 以 及 特别 地 ,在 概率 中 ,许多 问题 与 愉 装 有 n 个 球 的 一 个 坛子 取 球 [或 从 卡片 
全 中 抽取 卡片 .或 从 一 组 人 中 查找 人 人 ) 有 联系 当 我 们 一 次 接 一 次 从 坛 中 取 一 个 球 , 比方 说 共 + 次 取 
妹 时 , 则 说 每 种 取样 是 一 个 大 小 为 ~ 的 有 序 抽 样 ,有 两 种 重要 的 情形 ，; 
(有 复原 抽样. 在 些 , 取 下 一 个 妹 立 前 , 原 取 出 的 球 已 旋回 坛 中 .现在 ,到 每 一 个 球 有 六 种 不 同 的 方 
法 ,根据 基本 计数 原理 ,有 


种 不 同 的 大 小 为 + 的 有 序 复 原 抽样 . 

TARE XE, 取 下 一 个 球 之 前 不 把 原先 取 的 球 放 回 坛 中 . 这样 ,在 有 序 抽样 中 没有 重复 . 换 句 
话说 ， -个 大 小 为 + 的 有 序 无 复原 按 样 只 不 过 是 坛 中 对 得 的 一个- -排列 .因此 从 = 个 对 象 首 体 中 取 
HA 


nt 


P(mn,r) = nfn-1)a-2yeln-r+i)= í — 


n = r)! 
种 大 小 为 > 的 有 序 无 复原 抽样. 
假设 不 允许 重复 ,(a) 从 6 个 数字 2,3,4,5,7 和 9 中 能 组 成 多 少 个 三 位 数 ?(b) 这 些 数 
中 有 和 多少 个 小 于 400?”(c) 有 和 多少 个 是 偶数 ? (d) 有 和 多少 个 是 奇数 ?(e) 有 多少 个 是 5 的 
倍数 ? 
R r 在 每 种 情形 中 遂 三 个 格子 | | | 表示 一 个 任意 数 ,然后 每 个 格子 只 写 一 个 数字 ,可 以 放 
3 个 数字 . 
(4) 填 左 边 的 格子 有 六 种 方法 , 随 之 有 五 种 方法 填 中 间 格 子 , 最 后 有 四 种 方法 填 右 边 格 子 .[6][5][4]， 
因此 有 5.54=120 个 三 位 数 . 
(hb) 由 于 每 个 数 必须 小 于 400, 因而 第 一 位 数字 是 2 或 3, 因 此 只 能 有 二 种 方法 填 左 边 格子 , 随 之 有 五 
种 方法 该 中 间 格 子 ,最 后 有 四 种 方法 填 右 边 格 于 ,2 |[5 |[4 |]. 因此 有 2:5.4 一 40 个 数 小 十 400. 
{中 由 于 每 个 数 为 偶数 ,因而 末 位 数字 是 2 或 4. 因此 只 能 有 二 种 方法 填 右边 插 子 ,然后 有 五 种 方法 填 
左边 格子 , 最 后 有 四 种 方法 填 中 间 格 子 :5j[4][2 | 3 5.4.2 = 40 个 数 是 偶数 . 
(由 由 于 每 个 数 为 奇数 , 因而 来 位 数字 是 3,5,7 或 9 因此 只 能 有 四 种 方法 填 右 边 格子 , 然后 有 五 种 方 
HATART, 最 后 有 四 种 方法 填 中 和 间 格 子 ;[5 [4][4]. 因 此 有 5:4:4=80 个 奇数 . 
(8) 由 于 每 - -个 数 是 5 的 倍数 , 从 而 末 位 数字 只 是 s 因此 只 有 一 种 方法 填 右 边 格子 , 然后 有 五 种 方法 
填 左 边 格 , 最 后 有 由 种 方法 填 中 间 格 字 :15 4 人 澡 ] .这 样 ,有 5.4.1=20 个 数 是 5 的 倍数 . 
假设 允许 重复 , 解 习题 8.54. 
裔 ”EF 《a) 我 们 可 用 六 种 方法 寺 每 个 格子 :[6][6][6], 因 此 有 6-6.6=216 个 数 . 
(b) 第 一 位 数字 必须 是 2 和 3, 仍然 只 能 用 二 种 方法 填 左 边 属 子 , 其 他 每 一 格 可 用 六 种 方法 来 填 ; 
[2]L6jle1. 因 此 有 2.6-6=72 个 数 不 超 寺 400. 
{c) 末 位 数 必须 是 2 或 4, 仍然 只 能 用 二 种 方法 填 右 边 格 子 ,其 他 每 - 格 可 几 六 种 方法 填 ,[6][6 21. 
HEE 6.6.2= 72 个 偶数 . 
(dj 来 位 数 必须 县 3,5,7 或 9, 仍然 只 能 用 四 种 方法 填 右边 格子 , 其 他 每 一 格 按 六 种 方法 填 ; [61[6] 
|4j. 因 此 有 6,6.4= 144 TAR. 
(e) 示 位 数 只 能 是 5, 从 而 具 能 用 一 种 方法 填 右 边 格子 , 其 他 每 一 个 格子 可 用 六 种 方法 填 ,[6j[6]i 
HEA 6:6-1=36 个 数 是 5 的 倍数 . 
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求 了 个 人 的 团体 安排 坐 在 一 排 七 张 椅 子 的 座位 上 有 多 少 种 方法 . 

解 SF 可 用 7.6'5.4.3,2.1=7 种 方法 安排 了 人 坐 在 一 排 上 ， 

习题 8.56 中 , 若 他 们 围绕 一 张 桌子 坐 , 则 有 党 少 种 安排 方法 ? 

R GE- -个 人 能 坐 在 绕 香 子 的 任何 地 方 .其 他 6 个 人 可 有 6.5.4.3.2.1= 人 6 种 方法 安排 围绕 笛子 


n 个 对 象 的 循环 排列 是 什么 ” 并且 有 多 少 种 这 样 的 排列 ? 
解 EF n 个 对 象 的 循环 排列 是 对 象 围 绕 -个 圈 的 安排 .有 (a 1)! 种 这 样 的 排列 , kp J 88 8.57 
对 = 了 7 了 的 情形 所 解释 的 . 
在 有 18 名 参赛 者 的 一 场 比赛 中 , 一 个 裁判 可 判 第 -、 第 二 和 第 三 名 . 求 判 法 种 数 n. 
解 eF 有 18 人 可 选 一 人 为 第 一 名 ,17 人选 一 人 为 第 二 名 ,以 及 16 人 选 一 人 为 第 三 名 .这 样 ,n= 
18:17-16= 4894. 4E n = P(18,3). 
一 个 盒子 装 有 10 个 灯泡 . 求 在 序 抽 样 的 数目 n;(a) 允 许 重 复 取 大 小 为 3 的 ;(b) 不 允许 
重复 取 大 小 为 3 的 . 
解 ES (a)n'= 10 =10-10:10=19000.(b)== P(10,3)=10-9-8= 720， 
解 习 题 8,60:(a) 可 重复 么 大 小 为 4 的 ;(b) 不 可 重复 取 大 小 为 4 的 . 
解 EF (a)n=10°=10000, (b)x = P(10,4)=10:9-8-7.6=5824. 
一 种 玩 牌 游 戏 是 从 通常 玩 的 一 付 52 张 扑 克 牌 取出 5 张 .在 暗 玩 牌 中 , 牌 手 拿 到 5 张 牌 
压 下 (只 有 牌 手 自己 能 看 到 牌 ), 然后 开始 叫 牌 , 在 5 张 牌 斯 达 德 (Stud) 玩 法 中 , 牌 手 拿 
到 1 张 牌 压 下 ,随后 4 张 牌 摊 开 (所 有 牌 手 都 能 看 到 ). 每 张 牌 后 叫 牌 . 这 样 的 玩 牌 是 排 
列 和 组 合 吗 ?( 见 8.4 节 组 合 定 义 .) 
R EF 暗 玩 牌 是 一 种 组 合 , 因 5 张 牌 的 次 序 是 无 关 紧 要 的 .5 张 牌 斯 达 德 班 法 是 一 种 排列 , 因 次 序 
有 差别 . 
3 5 张 牌 斯 达 德 玩法 的 排列 数 n. 
8 Em 一 付 牌 有 52 张 , 因 此 
n = P(52,5) = 52 - 51 - 50- 49 - 48 = 3t1875200. 
在 5 张 牌 斯 达 德 玩法 中 ,车 瞳 牌 是 一 张 一 点 牌 (A 牌 ), 求 排列 数 n. 
RO EF 暗 牌 有 四 种 取 法 ,因而 其 他 四 张 牌 分 别 有 51, 50,49 和 48 种 取 法 .于 是 
n = 4. 51 + 50 ° 49 - 48 = 23990400. 
解 习题 8.64, 若 暗 牌 是 一 张 方块 ， 
解 EF ERE, RRA 13 种 选 法 ,因此 
n = 13451-50.49.48= 77968800. 
求 6 个 人 能 骑 一 平板 雪 标 的 方式 数目 .注意 每 个 人 都 能 骑 它 
解 r 他 们 骑 雪 楼 的 方式 有 


n=6l =6-5:4-3.2-1=720 种 ， 
解 习题 8.66, ERA FAERIE. 
解 r 这 里 处 于 第 一 ({ 罗 独 ) 位 置 的 只 有 三 种 选择 .因此 

#3:5:4:3:2:1= 360. 

一 个 辩论 队 由 3 个 男孩 和 2 个 女孩 组 成 . 求 他 们 坐 在 一 排 的 坐 法 种 数 n. 
解 EF 由 于 有 5 个 人 ,因此 于 =54'3.21=120. 
一 个 辩论 队 册 3 个 男孩 和 2 个 女孩 组 成 .他 们 坐 在 一 排 上 . 设 (a) 男孩 ,女孩 各 坐 在 一 
E, (pb) 只 是 女孩 坐 在 一 起 . 求 排 座位 方法 总 数 n. 
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E EF tta DER b iB Eh ry  BBBGG 或 GEBBB. 在 每 - -情形 中 , BEE 3:2.1=31 -6 种 坐 
法 ,女孩 有 2.1-2! -2 种 坐 法 .因此 
n = 2.312 =2.6.2— 24. 
bikti pAn ph pr ik SEM GGBBB, BGGBB, BBGGE, BBBGG, 注意 坐 在 女孩 左边 的 男孩 人 数 分 别 是 
0,1,2,3. 在 每 -种 情形 中 , 男孩 按 3! 种 方法 就 坐 ,女孩 按 21 种 方法 就 坐 .这 样 合 在 一 起 
n=4:3! 21 =4:6:2= 48. 

在 有 r 个 男孩 和 * 个 女 护 的 情形 , 解 习 题 8.59. 
解 EF (a) 接 性 别 就 坐位 有 两 种 方法 ;男孩 坐 在 左边 或 女孩 坐 在 左边 ,在 每 一 种 情形 中 , 男孩 有 r 
种 坐 法 ,县 女孩 有 1 种 坐 法 .这 样 , 合 在 -起 有 2r! s! 种 坐 法 . 
(b) 按 性 别 有 > + 1 ARETE, 每 种 方法 对 让 于 坐 在 女 护 左边 的 男孩 人 数 是 0,1,…,r. 企 每 一 情形 
中 , 男孩 可 按 *! 种 方法 就 坐 , tR., 种 方法 就 坐 .因此 , 合 在 一 起 有 (r+1)r!l s! 种 就 坐 方 法 ， 
4 本 数学 书 ,3 本 历史 书 ,3 本 化 学 书 和 2 本 社会 学 书 放 到 书架 上 上 , 要 求 同 类 书 放 在 一 
起 , 问 有 多 少 种 的 法 ? 
解 é 首先 必须 把 书 归 类 放 在 书架 的 四 部 分 位 置 上 ;[ |[ [| 六 |. 闻 边 格子 可 放 四 类 书 的 任何 
一 类 书 ;第 二 个 格子 放 剩 下 的 三 类 书 的 任何 一 类 书 ;第 二 个 格子 放 剩 下 的 两 类 书 的 任何 一 类 书 ; 右 边 
格子 放 剩 下 的 最 后 一 类 书 ,|[4|[3|[2j]|1 .这样 , 有 4.32:1=4! 种 方法 把 书 归 类 放 人 在 书架 上 . 

在 以 上 每 种 情形 中 , 言 用 4! 种 方法 排放 数学 书 ,用 3! 种 方法 排放 历 生 书 , 用 3! 种 方法 排放 化 
学 书 ,21 种 方法 排放 社会 学 书 .因此 , 合 在 一 起 有 4! 4! .31 31 2! =4]472 种 排放 方法 . 
解 避 题 8.71, 设 有 r XBA, An Y; Å, 且 分 别 有 5;， Sor ts Sy BF. 
E EF BYS (23 38PEB E 3 L. r! 种 摆 法 .在 每 种 情形 中 , A 类 书 可 有 s! 种 
RE, A. 383548 o! WEH, e A, 33438 s.! WEZ ERE, ARR r! s! sloes! ME 
法 . 
有 三 位 美国 人 ,四 位 法 国人 ,四 位 丹 老 人 和 二 位 意大利 人 坐 在 一 排 上 ,要 求 相同 国籍 的 
人 坐 在 一 起 .区 有 多 少 种 就 坐 方法 . 
W # 有 4! 和 神 方 法 安排 四 个 国籍 的 各 坐 在 -起 .在 每 -~ 情形 中 ,三 位 美国 人 可 按 3! 种 方法 就 
举 , 四 位 法 国人 按 41 种 方法 就 举 , 四 位 丹麦 人 人 按 ar 种 方法 就 坐 ,二 生意 大 利 人 按 2! 种 方法 就 坐 . 
因此 , 合 起 来 有 4 31 4! a! 21 — 165888 种 方法 就 坐 . 
解 习题 8.73. 若 他 们 围绕 一 张 桌子 坐 . 
E E 4 个 国籍 人 有 3 种 方法 围 坐 -: 圈 ( 见 习 磊 8.58 关于 循环 排列 ). 在 每 种 情形 中 , 三 位 美国 
人 可 按 3! 逢 方法 就 坐 ,四 位 法 国人 按 41 种 方法 就 坐 ,由 位 丹 志 人 按 4! 种 方法 就 坐 ,二 位 意大利 人 
按 21 种 方法 就 坐 .因此 人 台 在 一 起 育 3! 31 4! 41 21 =41472 种 就 坐 方法 . 
求 由 数字 1,2,3 和 4 组 成 的 正 整 数 的 总 数目 , 其 中 任 一 整数 没有 一 个 数字 是 重复 的 . 
W tr 注意 到 任 一 整数 最 多 有 4 个 数字 . 令 51,52, 53 和 54 分别 表 示 和 包含 -, 二 ,二 和 四 个 数字 的 
整数 数目 ,我们 分 开 计 算 每 个 ，. 

固有 4 个 数字 ,因此 有 4 个 整数 上 只 含 一 个 数字 , 即 1 = 44. 及 由 于 有 4 个 数字 ,因此 有 4:3= 12 + 
整数 会 陌 个 数字 , 即 s; = 12. 类 似 地 ,有 4:3:2=24 个 整数 合 3 个 数字 以 及 4:3'2'1=24 个 整数 会 4 
个 数字 , 即 s3= 24,:4 一 24. 这样 ,加 在 -起 有 s1+ t ss- 54=4+12+24+24=64 个 整数 . 
求 由 单词 NUMERICAL 形成 的 四 字母 单词 的 数目 n.( 一 个 单词 无 需 有 意义 .) 
E iy 固有 9 个 字母 ,因此 n=P(90,4)=9:8.7.6= 3024, 
解 习 题 8.76. 假设 单词 的 开头 和 结 履 是 一 个 辅音 字母 
W eF 国 只 右 5 个 辅音 字母 , 因此 并 头 字 母 有 五 种 选择 , 结尾 字 母 有 四 种 选择 ,从 侧 第 二 和 第 三 个 
字母 有 七 和 六 种 选择 .于 县 


n=5"76:4= B40, 
解 习题 8.76. 设 单词 必须 包含 字母 R. 
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8.79 


8.82 


8.83 


E EF 站 一 个 单词 中 有 4 个 位 置 可 摆 R. ER p= 4 bz E BJ 2 A 8,7 和 6 种 方法 选择 字母 . 因 
此 

n=4-8.7-6= 1344. 
解 习 题 8,76. 设 单词 中 必须 会 字母 M 旦 以 一 个 元 音字 母 结尾 . 
E EF 悦 有 4 个 元 音字 母 ,因此 结尾 字母 有 四 种 选择 ,单词 中 有 3 个 位 置 可 以 机 M. 剩 下 两 个 位 置 
有 七 种 各 六 种 方法 选择 字母 .因此 


R=4"3"7'6= 504. 
有 五 本 大 书 , 四 本 中 等 大 小 的 书 ,三 本 小 书 要 择 在 书架 上 , 要求 根 同 大 小 的 书 都 机 在 一 
解 Em 有 3! 种 方法 将 三 类 书 扬 在 书架 的 三 块 位 置 .在 每 种 情形 中 , 大 书 有 5! 种 把 法 ,中 等 大 小 


PAAA 种 摆 法 ,以 及 小 书 有 31 种 机 法 .因此 
n=3! 5! 41 3! =103680. 


求 (a}P(7,3),(b) P(12,2). 

W EF EE P(n,r)= n(xm -1)(n - 2): (n- r + Hag r TË 
(a) P(7,3)=7+.6-5=210. 

(b) P(12,2)=12:11=132, 

求 (a) P(5,7), (b)P(8, 3). 

E EF (a) P(5,7) 没 有 定义 , 因 第 二 个 整数 不 能 超过 第 一 个 整数 . 
‘bh) PCB,3)=8'7*6= 336. 

求 {a) P019,1), (b}P(6, — 2). 

解 EF (a) PI19,1) = 19. 

(b) P(6, -DREE H P(n,r) 对 负数 没有 定义 ， 

设 (a}P(n,2)=72， (b)P(n,4)=42P(an,2).3K x. 

解 EF (a) P(tn,2)=n(n 一 1)= :1, 固 此 有 


at- x = 72, 


Fi! 
A 


n2 - n = 72 = 0, 
亦 即 
(n — 9)(n + 8) = Ü, 
由 于 ”必须 为 正 数 ,因此 只 有 -一 个 答案 是 a= 9. 
(b) 由 于 
Pla,4) = nfn- 1an- 2n — 3), 
P(a,2) = n(n — 1), 
因此 有 
nin- linn — 3) = dn(n — 1). 
H a0, nA AEE 2)(a -3)=4253Ñ n°- 5n +6=42 H n- San - 36= 0 šk(n —9)(n + 4) = 
0. 由 于 ”必须 为 正 数 ,因此 只 有 - 个 解答 n = 9. 
设 2Pln,2)+50=P(2n,2), 求 n. 


解 EF 由 于 
P(n,2) = nla- 1) = m° n, 
Pl2n,2) = 2n(2n — 1) = 4n? ~ 2n, 
因此 有 
Zint- 1) + 50 = 42 -2n 
或 


222 - 2n + 50 = 4n? — 2n, 
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亦 即 50- 252 ER n725. HF ”必须 是 正 数 ,因此 只 有 解答 n55. 


8.86 证 明 P(n,r)=rl n]. 
证 EF 由 于 
[eaga PO S O 
REMEI Pen, r)i 
PD st IGED 
anggi elh 


有 重复 的 排列 
8.87 由 单词 "DADDY" 的 字母 来 组 成 五 字母 "单词 ”. 求 所 有 这 种 五 字母 "单词 "数目 m. 


W zF 首先 ,对象 Di, A, DD YAS 种 排列 ,其 中 3 个 了 是 有 区 别 的 .而 且 , 若 删除 下 面 5 个 排 


列 DIDDAY, DDDAY, DD DAY, 
DIDDAY, DDDAY, DDD AY. 


的 下 标 , 则 得 到 相同 的 单词 .这 三 个 单词 实际 上 来 自前 3 个 位 置 放 的 三 个 D, 它 有 3! =3-2.1=6 fF 


不 同方 法 排列 .这 对 于 3 个 D 出 现在 每 组 3 个 位 置 的 情形 也 是 如 此 ,因此 


定理 8.6 n TASR n, 个 是 相同 的 , n; 个 是 相间 的 ,……, n, 个 是 相同 的 , 则 该 n 


个 对 象 的 排列 数 是 


n! 
nilaman, l? 


8.38 证 明定 理 8.6. 


证 EF 这 个 公式 的 推导 仿效 习题 8.87 的 推导 过 程 . 这 就 是 说 , 当 "个 对 象 全 不 同时 有 n! 种 排 
列 , 然 后 我 们 必须 用 n! 除 n!, 其 原因 是 n 个 都 相同 的 对 象 在 排列 的 任 一 给 定 的 一 组 mi 个 对 象 的 
位 置 上 照样 有 nl 种 排列 . 同 理 ,我 们 必须 用 nylenah n,Í 来 除 n! HF nyl nah tns np! 是 对 


应 的 相同 对 象 的 排列 数 . 
R.89 求 用 单词 “BENZENE” 的 字母 组 成 七 字母 “单词 "的 数目 m. 


WW r 我 们 求 7 个 对 象 的 排列 数 , 其 中 7 了 个 对 象 中 有 3 个 相同 (3 个 上 E) 和 2 个 相同 (2 个 N). B 


定理 8,6， 
_ 2! 7-6-5-4 
mU 3 3.24] 


3-2-1 
2 人 = 40. 


8.90 四面 没有 区 别 的 红旗 ,三 面 没 有 区 别 的 白旗 和 一 面 蓝 旗 共 八 面 旗子 挂 在 一 垂直 线 上 ,可 


组 成 多 少 不 同 的 信号 ? 
W wF 我 们 求 8 个 对 象 的 排列 数 ,其 中 8 个 对 象 有 4 个 相同 和 3 个 相同 .因此 有 


8 8 
II 4 V 250 


种 不 同 信 和 号， 
8.91 求 从 每 个 单词 ,(a)THEM,(b)THAT 的 所 有 字母 形成 的 不 同 单词 的 排列 数 . 


解 EF (a)41 =24, 因 有 4 个 字母 且 无 重复 . 
(b) 二 =12, 因 4 个 字母 中 有 二 个 
8.92 求 从 等 个 单词 :(aJRADAR 和 ({b}UNUSUAL 的 所 有 字母 形成 的 不 司 排列 数 . 
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8.96 


8.99 


8.100 


8.101 


8.102 


解 EF (4) 7 一 30, 因 5 个 字母 中 有 商 个 尺 和 两 个 A. 


(b) Zi 840, 局 7 个 字 夯 中 有 3 + U. 


求 出 下 面相 同 的 红旗 和 二 面相 同 的 蓝 旗 组 成 的 六 面 旋 了 排 在 一 焉 直线 上 , 可 组 成 多 少 
信和 号 ? 
8 r 这 个 问题 涉及 重复 排列 .由 于 六 面 旗 中 有 四 面 是 红旗 和 _- 面 是 蓝 旋 ,因此 有 


6! 
4!2! 


= 15 
种 入 号， 

KE Æ] MISSISSIPPI 的 所 有 字母 组 成 的 排列 数 m. 
解 E 11 个 字 生 中 有 4 个 是 1.4 个 是 5 和 2 个 P. IE 


m = EFT = 34650. 
Ag.. RARES. 


E EF 现 在 , 剩 下 的 10 个 位 置 可 填 其 他 字母 ,其 中 3 个 1 4 个 是 $S 和 2 个 是 P. 因 此 


_ _10! 
314121 


解 习题 8.94. 设 组 成 的 单词 以 一 个 5S 开头 和 结尾 . 
E er 现在 , 剩 下 的 9 个 位 恬 可 填 其 他 字母 ,其 中 4 个 是 1,2 个 是 S 和 2 个 是 P. 因 此 


m = 12600. 


m = ME = 7560. 
解 习题 8.94. 设 两 个 P 是 紧 靠 在 一 起 . 
E zm 有 十 种 方法 放置 两 个 P; 第 一 和 第 二 个 字母 成 第 二 和 第 三 个 字母 , …… ,或 第 十 和 第 十 一 个 
字母 .在 每 -情形 中 , 丹 下 9 个 位 置 可 填 其 他 字母 , 其 中 有 4 个 是 1! 和 4 个 是 S. 因 此 
m= ren = 6300. 
解 习 题 8.94. 设 4 个 S 紧 靠 在 一 起 . 
E Er 考虑 4 个 S 作 为 一 个 字母 .那么 8 个 字母 中 有 4 个 是 I 和 2 个 是 P. 因 此 


g! 
— 4121 


si. q A hik ik 4 个 S, 而且, 在 每 一 情形 中 , 剩 下 的 7 q w St uq H i BR, RE ch 4 OE IA 
2 个 是 了 下 ,因此 


= 840. 


m 


7! 
m = UPTET = 840. 


求 由 单词 ELEVEN 的 所 有 字母 组 成 的 排列 数 m. 
解 F 6 个 字母 有 3 个 是 E 因此 


6! 


m = y = 120. 

解 习题 8.99. 设 单词 是 以 LIA. 

Ñ EF 现在 留 下 5 个 位 壮 可 填 其 他 字母 ,其 中 3 个 是 E. 因 此 
m= š. = 20 


解 习 题 8.99. 设 单词 是 以 下 开头 和 结尾 . 

8 E RERE F 4 个 位 置 可 填 4 个 不 同 字母 ,因此 m=4 一 24， 
解 习题 8.99. 设 单词 是 以 工 开 头 和 以 N 结尾 . 

E EF 现在 留 下 4 个 位 颖 可 填 其 他 字母 ,其 中 二 个 是 下 .因此 


FAE 组 从 分 村 
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8.103 jKH Mi BASEBALL 的 所 有 字母 组 成 的 排列 数 m. 
W EF 8 个 字 雪 中 有 二 个 是 B, 二 个 是 AA 和 二 个 是 工 .内 此 


m — 12. 


8  。 
m = Srm 一 5040. 


8.104 解 习 题 8.103. BERTAT p EREE, 
解 E ERRATEA- ER TE 7 Thi 2 TE A,2 +A L. EE 


7! 
m 二 ET = 1260. 


8.105 人 解 习题 8.103. 设 单词 以 一 个 元 音字 母 开 头 和 结尾 . 
Ñ Er 有 三 种 可 能 性 ;单词 以 A 开头 和 结尾 , 单 司 以 入 开头 和 以 下 结尾 ,或 单词 以 EE 开头 利 以 A 
结尾 .在 每 一 情形 中 , 留 下 的 6 个 位 壮 可 填 其 他 字母 , 其 中 2 个 是 B 和 2 个 是 工 .因此 


了 _ 
m = 35121 = 540. 


8.4 组 合 


给 定 n 个 对 象 的 一 个 集合 ,这 n 个 对 象 一 次 取 r 个 的 一 个 组 全 是 任意 选择 的 > 个 对 象 ， 
此 处 不 考虑 次 序 . 换 句 话说 , n 个 对 象 的 集合 的 一 个 > ES r 个 元 素 的 任 一 子 集 , 这 样 ,下 
面 是 习题 8.48 的 集合 一 次 取 3 个 的 组 合 ; 
la,b,cl, lasbdl, lascdl, 1b,e,d}, 


或 简单 地 
abc, abd, acd, bcd. 
我 们 看 天 下 面 的 组 全 是 相同 的 : 
abc, acb, bac, bca, cab, cba. 
这 就 是 说 ,每 一 个 都 是 同一 集合 |a, bct. 
n 个 对 象 一 次 取 7 个 的 组 合 数 , 或 者 换 句 话说 , n 个 元 素 的 集合 的 > -元 素 子 集 的 数 是 将 


用 
Cin,r) 
来 表示 .有 些 教科 书 使 用 记号 ,C, RC, 
8.106 求 4 个 对 象 ,比方 说 a,5,c,a 一 次 取 3 个 的 组 合 数 , 即 求 C(4,3). 
B F 方法 一 刚 出 $=1a,5,c,d| 的 具有 3 个 元 素 的 所 有 可 能 的 子 集 ,得 到 
ae |a dl, aedl, 16,.c,di, 
或 简单 地 
abc, abd, acd, bed. 
HE C(4,3)= 4. 
方法 二 3 个 对 象 组 成 的 每 一 组 合 确定 该 组 合 的 对 象 的 3! =5 个 排列 , 如 图 8-2 所 示 . 这 样 ,3! 乘 
合 数 C(4,3) 等 于 排列 数 PC4,3), 即 
C(4,3) 43! = P(4,3) 
或 


ca, = PAR, 


但 P{4,3)=4:3:2=24 H3! =6. AIt, EWER, C(4,3)=4. 
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组 全 排列 


abr abe, ach, bac, bca, cab, cha 


十 
abd abd, adh, bad, bda, dab, dba 


acd acd, ade , cad , eda, dac, dea 
bed bcd , bde , chd, cdb, dbc, deb 
图 8-2 
定理 8.7 
Cln,7) = Pono T TG rt 


注 回忆 一 下 ,二 项 式 系数 | "j 定 义 为 -本 -二 ,因此 
"| 


ri 


C(n, r) = 


TE, RTI 34d3EBD C, | ”| . 
8.107 证 明定 理 8.7. 
证 ëZ ?个 对 象 一 次 取 r 个 的 任 一 组 全 确定 该 组 合 中 的 对 但 的 xr! 种 排列 ,对 于 ~=3, 如 图 8-2 


所 表明 的 .因此 
P(n,r) = r!C(n,r). 
Er! 除 上 式 便 得 到 我 们 的 结果 . 
8.108 戏 由 8 个 人 产生 的 三 人 委员 会 的 数目 m. 


H re 每 个 委员 会 实际 上 是 8 个 人 1 次 取 3 个 入 的 一 个 组 合 .因此 


m= C68,3) = |E) = EH = se, 
8.109 一 个 农民 从 有 6 头 奶牛 ,5 头 猪 和 8 只 母 鸡 的 人 那里 买 3 头 奶牛 ,2 头 猪 和 4 只 母 鸡 . 

这 个 农民 有 多 少 种 选择 ? 
R = 这 个 农民 有 | 《] amana, | araa S| 种 方法 挑 渤 母 鸡 . 因 此 ,这 个 
农民 一 共 可 有 有 

611518) 6-5.45.48.7.6.5 

(Sie) = 3 20.10. 70 = 14000 
种 方法 挑选 这 些 动物 . 


8.110 一 个 团体 由 ?个 男人 和 5 个 女人 组 成 . 求 从 该 团体 选举 出 的 5 人 委员 会 的 数目 m. 
R F 每 个 委员 会 是 12 入 中 一 次 取 5 入 的 一 个 组 合 .因此 


_ 12) 12-11:'10.9.8 
m = Cü2,5) = | 2] -= 1 


8.111 解 习题 8.110. 设 委员 会 由 3 个 男人 和 2 个 女人 组 成 . 
解 me 从 7 个 男人 进取 3 个 男人 有 | ?| 种 方法 ,以 及 共 5 个 女人 选取 2 个 女人 有 | S| 种 方法 . 因 
此 


= 5544. 


7-6-55-4 
IDE 


8.112 解 习 题 8.110. 设 委员 会 的 组 成 至 少 要 有 一 个 男 的 和 一 个 女 的 . 
Ao e 根 疾 习题 8,110, 有 C(12,5)==5544 个 可 能 的 委员 会 .在 这 些 委 员 会 之 中 ,有 C(5,5}=1 


个 委员 会 由 5 个 女 的 组 成 以 及 C(7,5)=21 个 委员 会 由 5 个 男 的 组 成 .从 所 有 可 能 的 委员 会 去 掉 这 
此 委员 会 得 到 m= 5544 - 21 -1 = 5522. 
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.113 


.114 


-H5 


.116 


.117 


.118 


-119 


.120 


.121 


一 个 包装 有 5 颗 红 弹子 和 6 MAAT RAE PHH 4 颗 弹 子 的 方法 数目 m. 


和 解 F AMETE, 里 (不 分 颜色 ) 会 有 


u]. 029.8 


4 12.3 4 330 


= 


种 方法 ， 
解 习题 8.113. 设 掏 出 来 弹子 必须 是 两 颗 红 的 和 两 晒 白 的 


解 Er 两 颗 红 弹子 可 用 | 3 | 吉方 法 取得 ,两 昧 白 弹子 可 用 | “| 种 方法 取得 .因此 


B (9 „24 E5 isp. 


2'1 2'1 

解 习题 8.113. 设 掏 出 的 弹子 必须 是 同一 色 的 . 

解 s= 有 | 9| =15 种 方法 掏 出 4 里 白 弹子 以 及 | ;| = 5 神 方 法 掏 出 4 问 红 弹子 .因此 有 15+ S= 
20 种 方法 斤 出 相同 颜色 的 4 MRF. 

有 12 名 学 生 有 资格 参加 全 国学 生 联 盟 年 会 . 求 从 12 名 有 资格 的 学 生 选 举 4 人 组 成 的 
代表 团 的 方法 数目 m. 

解 FP 从 12 名 学 生 选 4 名 学 生 有 


(12) 12-11+-10-9 
mZ 4l 1-2-3-4 


= 495 


种 选 法 . 
解 习 题 8.116. 设 有 资格 的 2 名 学 生 将 不 能 一 起 参加 年 会 
W EF 设 4 和 日 表示 不 能 一 起 参加 年 会 的 2 名 学 生 . 


方法 一 ” 若 同时 不 包括 AMB, MRZE 
BE 10.9.8.7 
41! 1423.4 
种 选 法 . 若 包括 A 或 者 Bt 但 不 色 括 二 者 ), 则 代表 团 有 


101 ,10.9.8 
2 9) =2 1273 
种 选 法 .加 在 一 起 ,代表 团 有 m=210+240=450 种 选 法 ， 

方法 二 车 A 和 五 同时 在 代表 团 中 , 则 代表 团 的 其 他 两 个 成 员 有 | D) = 45 种 选 法 .这 样 , 若 A 和 


互 不 同时 在 代表 团 , 则 代表 团 有 m = 495- 45= 450 种 选 法 . 
解 习 题 8.116. 设 有 资格 的 学 生 中 一 对 学 生 已 结婚 虽 而 只 能 一 起 去 参加 年 会 ， 


解 8 ü C 和 口 是 已 结婚 的 学 生 . 若 C 和 呈 部 不 参加 年 会 , 则 代表 团 有 | 10 | = 210 种 选 法 . 若 


= 210 


= 240 


C 各 痢 去 , 则 代表 团 有 ( 1 = 45 种 法 .加 在 一 起 ,代表 团 有 m = 310 + 45= 255 种 和 法 
一 各 学 生 在 一 场 考 试 中 要 管 10 jË EM TH g 道 题 . 求 该 学 生 可 选择 8 道 题 的 选 法 数 
m. 


E r 该 学 生 可 有 


种 方法 选 8 BEL. 
解 习题 8.119. 设 该 学 生 必 须 答 前 3 道 题 . 


和 解 F 如 果 已 经 回答 了 前 3 道 是 ,那么 该 学 生 可 从 最 后 7 道 题 选择 其 中 的 5 道 题 .因此 有 


» 


解 习题 8.119. 设 该 学 生 必 须 至 少 回答 前 5 道 题 的 4 道 是 
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8.122 


8.123 


8.124 


8.125 


8.126 


RO sz 若 该 学 生 回答 前 面 的 折 有 5 道 题 , 则 有 | | = 10 种 方法 从 上 后面 5 道 题 中 选 3 题 . 另 一 广 


而 ,着 该 学 生 只 是 回答 前 而 5 道 题 的 4 道 古 , 则 可 用 | | = | 3| = 5 种 方法 选 这 4 道 是 ,并且 按 


(5) =| 5) = s 种 方法 从 后 5 道 题 中风 4 道 题 ,因此 该 学 生 可 以 有 5.5= 25 种 方法 来 迁 8 道 题 . 故 总 
的 有 

m = 10 +25 = 35 
种 选 法 
在 一 给 定 的 平面 上 有 12 个 点 A. B oo 没有 3 个 点 同 在 一 条 直线 上 .(a) 这 些 点 决定 
多 少 条 直线 ?(b) 有 多 少 条 直线 过 点 A? 
E re (a) 两 点 决定 一 条 直线 ,因此 有 


(12) = 1211 = 6 


条 直线 . 
(b 为 确定 一 直线 过 点 4 ,必须 韦 取 其 他 的 点 ,因此 有 11 条 直线 过 及 点 . 

在 给 定 的 一 平面 上 有 12 个 点 A,B,…, 没 有 3 点 问 在 一 条 直线 上 . (a) 这 些 点 决定 多 
少 个 三 角形 ? 【b) 有 老少 个 三 角形 以 A 为 天 点 ? 

EO IF (a) 3 个 点 决定 一 个 二 角形 ,因此 有 


12) 122 110 
i aa = 220 
个 二 角形 . 
(b) 方法 一 ”为 决定 一 个 以 A 为 顶点 的 三 角形 ,必须 竟 取 其 他 两 个 点 .因此 有 
11) 11-19 
| 2 = 5 
个 以 4 为 顶点 的 三 葡 形 . 
方法 二 有 
[111 11+10'9 
(31= 12.3 7165 


个 不 以 A 为 页 点 的 三 角形 ,于 是 ,以 4 为 顶点 的 三 角形 有 220-165= 554. 

从 12 人 中 能 选 出 多 少 个 有 一 个 主席 的 五 人 委员 会 ? 

解 mm 可 用 12 种 方 法 选举 主席 ,随后 ,委员 会 中 的 其 余 4 ATANTE u A hik | 由] 种 方法 
选举 出 来 .因此 这 伴 的 委员 会 有 


12 ， [ 11 | = 12- 330 = 3960 
RE n 个 元 素 的 集合 X 的 子 集 数 目 ， 
解 um 方法 一 X 有 "所 x 个 元 素 的 于 集 数 日 是 | ”| .因此 ,加 在 一 起 ,X 有 


[sl lt | |. 1912) 

个 子 集 . 上 面 的 和 等 于 2*( 习 题 8.41), 从 而 x & 2" 个子 集 . 
方法 二 X 的 每 个 元 素 有 两 种 可 能 性 : 它 或 是 属 才 或 是 不 属于 其 一 子 集 ,因此 有 

一 只 —_ 

2.2... 2 = 2° 
种 方法 形成 X 的 一 个 于 集 , 即 X 有 27 个 不 则 的 子 集 . 
-一 位 教师 从 6 名 有 资 客 的 学 生 中 选取 一 名 或 更 多 名 学 生 有 多 少 种 选 法 ? 
E r 方法 一 根据 习题 8.125, 包 合 6 名 学 生 的 集合 有 2:= 64 个 子 集 .但 是 , 由 于 要 选取 一 各 
BE Ze E. 因而 必须 删 去 空 集 . 因 此 有 2-1=63 种 方法 选取 学 生 . 
方法 二 ”选取 1,2,3,4,5 或 6 名 学 生 , 选取 方法 的 教 目 是 


第 从 章 组 合 分 析 :231、 


8.127 


8.128 


8.129 


8.130 


8.131 


8.132 


8.133 


[$)+ HE HEHE [$] + (5) G+15+20+15-6+1 = 63. 


从 12 人 中 选取 3 人 或 更 多 人 有 和 多少 种 选 法 ? 
WW EF 从 12 人 中 选取 1 人 或 更 多 人 有 
22 — 1 = 4096 - 1 = 4095 
种 选 法 ,现在 ,从 12 和 中 选取 1 人 或 > 人 有 
| | + | 12) =12+66=78 
PER. BEER 3 人 或 更 多 人 有 4095 - 78= 4017 种 选 法 . 
一 个 8 AER EDRI ART 
W zF 一 个 8 地形 有 8 闲 边 和 8 个 顶点 .人 尾 2 个 顶点 决定 或 是 - 灯 边 或 是 一 条 对 角 线 .国有 


E) = 于 了 = 28 条 边 和 对 角 线 ,但 边 有 8 条, 故 一 个 8 边 形 有 28 一 8= 20 RIHAR 
E x 边 形 有 多 少 条 对 角 线 ? 
解 k= a 边 形 永 有 个 硕 点 . 任 两 个 项 点 决定 或 是 一 条 边 或 是 一 条 对 角 线 ,因此 让 n AEH 
[n] 2a-1) nn-1) 
12; 1.2 2 
条 边 和 对 角 线 .但 边 有 nA RA 


nín-1)_ _n?-n 2a n? — 3n nin - 3) 
2 "> 2 2 2 `> 2 


条 对 角 线 ， 
哪 种 正 多 边 形 的 对 角 线 和 边 数 相同 ? 


2 
W EF 根据 习题 8.129, 正 n APERAR ROERE SARME: 


at- âp " 
2 

BH 

n°- 3n = Zn 
亦 即 

n? — Sn = D, 
因此 有 

ntn — 5) = 0. 


由 于 a 必须 是 正 整数 ,因此 答案 仅仅 是 n=5. 摘 句 话说 , 只 有 正 五 边 形 是 对 角 线 与 边 数 相等 的 止 多 
边 形 ， 

一 个 牌 手 从 通常 的 一 付 52 张 的 扑克 牌 发 到 一 手 牌 (5 张 牌 ). 求 该 牌 手 能 发 到 一 色 黑 
桃 (5 张 黑 桃 ) 的 式样 数目 m. 

8 EF 从 13 张 于 桃 能 发 到 5 KE. 


[3] aa 1029 
s; 1:2-3-4:-5 


= 1287 
HAH. 
解 习题 8.131, 设 该 牌 手 能 发 到 喜爱 的 一 色 黑 桃 (3 张 黑 桃 中 有 一 张 A ME). 


Ñ F 若 发 到 里 挑 4, 则 牌 王 发 到 剩 下 的 12 张 黑 桃 中 的 4 张 有 


_ 12' 112.11.10.9 


m= | 4 1.2-3.4 71% 


种 式样 
解 习题 8.131. 设 牌 手 发 到 一 色 牌 (同一 花色 的 5 张 牌 )， 
W um 一 付 牌 有 四 种 花色 . 且 从 每 花色 牌 可 有 | 。 | 种 方法 得 到 一 色 牌 .因此 


m=4.| 13 


P | = 5148, 


,272 ` 


2000 离散 数学 习题 精 解 


.154 


.135 


.136 


.137 


.138 


.139 


-140 


.141 


解 习题 8.131. 设 牌 手 发 到 一 个 喜爱 的 满座 (3 张 A 和 另外 的 一 个 对 子 ). 
R =m 从 4 张 入 章 到 3 张 A 有 [4] =|] =4 种 方法 .有 12 种 方法 选取 一 个 对 子 , 且 一 个 对 子 


的 丙 张 牌 可 有 |[ 4] 种 方法 得 到 .因此 


m=4.12. | j= 412. 122 = 288. 


2 
解 习题 8.131. 假 设 牌 手 发 到 一 个 满座 (一 类 即 同 点 的 3 张 和 另 外 一 对 ). 
解 zz 可 用 13 种 方法 选取 一 类 , 目 这 一 类 的 3 张 可 按 | 4 | 种 方法 发 到 ,另外 的 一 类 可 用 12 Foy 


法 取得 且 该 类 的 两 张 接 | N 种 方法 发 到 .因此 


s] = 3744. 


2 
解 习题 8.131. 设 牌 手 发 到 3 张 4( 没 有 4 张 4 或 另外 的 一 个 对 子 ). 

ROE OSIKA 可 从 4 张 A 中 按 | | 吉方 法 选 得 ,其 他 两 张 幅 从 剩 下 的 12 类 中 按 | 2 | 种 方法 先 
得 ,并 且 在 每 一 类 中 前 一 张 穆 可 接 四 种 方法 发 到 ,这样 ,- 牌 手 能 有 


4) u). a 
m=- [4 人 4 ,4 = 4224 


m= 13. ($) 12.1 


种 方法 发 到 3 张 A 的 -- 手 牌 . 
解 习题 8.131. 设 牌 手 发 到 一 类 的 3 张 牌 (没有 另外 的 对 子 )， 


Ë 2 可 按 13 种 方法 选取 一 类, 且 该 类 的 3 KATH S) 种 方法 发 到 .其 他 两 类 可 从 剩 下 的 12 


类 中 按 | 22 | 种 方法 取得 , 且 每 一 关中 的 - 张 可 梓 四 种 方法 取得 .这 样 一 个 牌 手 能 发 到 一 类 的 3 3 
牌 的 一 手 牌 有 


_ . 112). a 
m = 13 P 2 4.4 = 54912 


种 式样 
解 习题 8.131. 设 牌 手 发 到 两 个 对 子 . 
解 s 从 13 类 中 可 用 | | 种 方法 过 得 两 类 (为 全 到 对 子 ), 且 每 类 的 两 张 牌 可 按 | 4] 种 方法 到 
得 .其 他 闫 可 按 11 种 方法 取得 且 该 类 的 一 张 牌 可 有 四 种 方法 发 到 .这 样 ,一 牌 手 发 到 有 两 个 对 子 的 
一 手 牌 有 

13] [4 


4 
2 4 ($) "114 = 123552 


"= 


种 式样 
考虑 4 个 元 音字 母 (包含 4) 和 8 个 辅音 字母 (包含 B). 求 由 给 定 的 字母 形成 的 包含 2 
个 不 同 元 音 和 3 个 辅音 的 五 字 旦 “单词 "的 数目 m. 

8 s 2 个 元 音 可 从 4 个 元 首 字 母 按 [ 4| 种 方法 选择 ,3 个 辅音 可 从 8 个 畏 音 字母 控 | 3] 种 方法 
选择 .而 且 每 5 个 字母 可 按 5! 种 方法 排 在 一 行 中 (作为 一 个 单词") ,这 样 ,我 们 可 组 成 


- [4] [8]. s = 6- 56-120 = 
mn = [| 3 31 = 6» 56 +120 = 40320 


个 单词 
解 习题 8.139. 设 组 成 的 单词 必须 有 字母 B. 
解 sr 2 个 元 音字 母 仍 可 按 | 4] 种 方法 选择 .但 是 ,由 于 BERRYZ, 因此 其 他 两 个 加 音 


字母 可 从 7 个 钙 间 字母 接 | 7 ] 种 方法 选择 .再 说 每 5 个 字 导 可 按 S) 种 方法 排 在 一 行 中 .因此 
m= (4)(7).s: = 6.21. 120 = 15120. 


解 习题 8.139. 设 组 成 的 单词 必须 以 B 开头. 
E #2 个 元 音字 母 可 按 ({ 4] 种 方法 选择 ,并 且 其 他 两 个 辅音 字母 可 按 | ?| 种 方法 进 择 ,我 们 可 
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. 142 


.143 


.144 


.145 


.146 


.147 


,148 


149 


. 150 


用 4! 种 方法 将 4 个 字母 安排 在 B 之 后 .因此 


ta’ 


m= HINE = 6 - 21 +24 = 3024. 


解 习 题 8.139. 设 组 成 的 单词 必须 以 A FR. 
B u 我 们 可 以 按 三 种 方法 选择 另 -- 个 元 音字 母 ,并 且 用 [5] 种 方法 选择 3 个 辅音 字母 .把 4 + 
FHE 4 之 后 有 4! 种 方法 ,因此 


m = 3. [Sha = 3 + 56 - 24 = 4052, 


解 习题 8. 139. 设 组 成 的 单词 必须 以 A 开头 且 包 含 B. 
解 我 们 可 以 按 三 种 方法 选择 另 -- 个 元 音 宁 母 ,并 且 2 PRERITA) 种 方法 选择 .将 4 
个 字母 排 在 A 之 后 有 41 种 方法 .因此 


71 
|! .41 = 3. ` 一 
al 4! = 3. 21e 24 = 1512. 


英语 字母 表 有 26 个 字母 , 其 中 5 个 是 元 音字 母 .( 因 此 21 个 字母 是 辅音 . ) 求 所 有 组 成 
的 单词 都 含 3 个 辅音 和 2 个 元 音 的 五 字母 单词 的 数目 m. 
AOT 3 个 畏 音 字母 可 接 | | 各 方法 选择 ,以 及 2 个 元 音字 母 可 按 和 5| 种 方法 选择 .而 且 .5 个 
字母 可 用 5! 种 方法 排 成 一行 .因此 有 

m = | P | B . S! = 1596000 


nal 


个 单词 
PETJE 8.144. 设 组 成 的 单词 必须 有 字母 p. 


解 E mO MTB SSES | 种 方法 更 择 .因此 


ja- 
m= | alia 5! = 228000. 


PEE 8.144. 设 组 成 的 字母 必须 有 字母 己 和 局， 
ROE 这 里 ,可 用 19 种 方法 选择 第 二 个 辅音 字母 .因此 
m = TNE = 22800. 
E 8.144. 设 组 成 的 字母 必须 以 B 开头 和 以 C 结尾 . 
解 z 本 题 和 习题 8.146 一 样 ,只 是 现在 仅仅 中 间 3 个 字母 可 交换 位 置 , 即 可 用 3! 种 方法 安排 
它们 .因此 
)| “ 31 = 1140， 
解 习题 8,144. 设 组 成 的 单词 必须 包含 字母 A 和 B. 
解 zr 第 二 个 元 音字 母 可 用 四 种 方法 迁 择 , 以 及 剩 下 的 两 个 辅音 字母 可 用 | 20 | 种 方法 选择 . 因 
此 


m=19.| 


20 
2 


解 习题 8.144. 设 组 成 的 单词 必须 以 A 开头 和 以 B zh B. 
E F 本题 和 习题 8.148 一 祥 , 只 不 过 现在 仅仅 中 间 3 个 字母 可 实 换 位 置 , 即 可 用 3! 种 方法 安 
排 它们 .因此 


m=4. | ] -st = 91200. 


m=.: (2) “ 3! = 4456. 
解 习 题 8.144. 2H k 68 St ispa B S ABAC. 


E r 有 四 种 方法 选择 第 二 个 元 音字 母 和 19 种 方法 选 第 三 个 辅音 字母 ,因此 
m = 419.5! = 9100. 


.275 
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8.151 解 习题 8.144. 设 组 成 的 单词 必须 包含 字母 A, B, C, DH E. 

E F 没 有 其 他 可 选择 的 字母 , 因此 

m = 51 = 120. 

8.152 解 习题 8.144. 设 组 成 的 单词 必须 包 合 字母 A, E 和 I. 

W r 由 于 一 个 单词 只 能 有 2 个 元 音字 母 ,因此 没有 单词 可 包含 AE 和 了 I, 故 m = 0. 
8.153 求 对 角 线 的 条 数 是 边 数 2 倍 的 正 多 边 形 . 

解 EF 有 + 条 边 的 正 吕 边 形 有 (n? -3n)/2 条 对 角 线 ( 习 古 8.129). 令 

(n? — 3n)/2 = 2a, 

则 有 ma- 3n=4n 或 n(n 一 7)=0. 由 于 必须 居 正 整数 ,因此 兵 有 一 个 答案 是 n =7 边 形 . 
8.154 求 对 角 线 条 数 是 边 数 的 3 信 的 正 多 边 形 . 

解 == 令 


(n? — 3n)/2 = 3n, 
则 有 a2- 3n=6n 或 ntn -9)=0. 因 此 所 要 求 的 详 和 多边形 是 9 WE, 
8.155 求 八 边 形 的 顶点 形成 的 三 角形 的 数目 m. 
E Er 我 们 可 以 从 八 边 形 药 8 个 顶 点 任意 取 3 个 项 点 .因此 有 
B 
m = | = 56 
个 三 角形 . 
8.156 ” 解 习题 8.155. 设 作 骨 形 的 边 都 不 是 三 角形 的 边 . 
B EF 首先 ,我 们 求 具 有 八 边 形 上 - -条 边 的 三 角形 数目 xi ,这 条 边 可 用 8 种 方法 选择 ,这 种 三 角 
形 的 剩 下 的 一 个 顶点 可 用 8- 4 种 廊 法 选择 ,这 是 因为 该 顶点 不 能 基 已 选 的 两 个 联接 顶点 之 一 或 两 
个 邻接 的 顶点 之 一 .因此 n=8.4=32. 其 次 ,两 条 边 在 八 达 形 上 的 三 角形 的 数目 n 对 应 于 选 3 个 
联接 的 顶点 的 方法 数目 , 这 又 对 应 于 选取 第 -- 个 项 点 的 方法 数目 ,因此 a, = s. ik 
m = 565 - 32 - 8 = 16 


个 所 要 求 的 三 角形 . 
8.157 求 由 一 个 正 n 边 形 ( 因 而 有 个 顶点 ) 的 顶点 能 形成 的 三 角形 数目 m. 
E E 我 们 可 选 "个 顶点 的 任意 3 个 顶点 形成 一 个 三 角形 .因此 


m= |" _ nfn- D(x — 2) 
3 6 i 


8.158 解 习题 8.157. 设 多 边 形 的 边 都 不 是 三 角形 的 边 . 
解 EF 如 同 习题 8.156, 有 mrfn -41 个 三 角形 具有 客 边 形 的 一 茶 边 ,有 n TERERAA EEP 
两 条 边 .因此 


m =n(n —1)(= - 2)/6— n(x — 4) — n 
=n(n —5)(n — 4)/6, 
H n>5, 


8.5 有 序 和 无 序 划 分 
8.159 ”解释 一 个 有 限 集合 5 的 一 个 ! 种 ) 有 序 划 分 和 无 序 划 分 之 间 的 区 别 , 并 给 出 一 个 例子 ， 
解 Es 的 一 个 (种 ) 无 序 划分 只 是 S 的 不 相交 的 ( 非 空子 集 { 称 为 块 ) 的 一 个 集合 [AA1, An 
4 ]. 这 些 子 集 的 并 必须 是 S. 苦 要 考虑 划分 的 块 的 次序 , 则 该 划分 是 有 序 的 .例如 , 两 个 集合 
P, = [11,21,}3,4,5},16,71] 


利 
Pa = [16,7:,13,4,5|, 11,211 


确定 S= |1,2,3,4,5,6,7! 的 相同 的 划分 .但 它们 是 各 自 有 序 的 划分 . 
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8.160 设 一 个 合子 B 装 有 编 上 1 到 ?7 号 的 7 晒 弹 子 , 从 吕 首先 抽取 2 颗 弹 子 , 然后 抽取 3 颗 
弹子 ,最 后 抽取 剩 下 的 两 颗 阐 子 . 求 抽 法 种 数 x .这 就 是 说 , 求 7 里 弹子 的 集合 拆 成 包 
含 2 颗 弹子 的 块 A1, 包 含 3 颗 弹 子 的 块 A, 以 及 包含 2 颗 弹 子 的 块 As 的 有 序 划分 
TA n As, A3] 的 数目 m. 


解 sm AR EET B EA 7 BR. KA|.) 种 抽取 头 2 MRF, DAE A 的 方法 .随后 ， 
# p RATS MAT MATA| S| 种 抽取 3 BAF, MAE A 的 方法 .最 后 ,在 B SN F 2 颗 弹 子 ， 
因而 有 |[ ?| 种 确定 块 4 的 方法 .了 是 


m= [SG e HE 210. 


我 们 看 到 ， 
HIBIBEEEEEET 
7! 
213121 


这 是 因为 第 - AATE R 85 Ry y F 25 BL BL IN BJ p BB šš — IE BRC 35. 
定理 8.8 W 5S 包含 a 个 元 素 ,n1,7n2,'… ,nn HPE TESESK EL nyt n; + + n, = n, FE 
形式 为 [ Al,A2,…,A,]S 的 


n! 
na! na! en! 


个 不 同 的 有 序 划分 , 其 中 A 会 n 个 元 素 , A, A n 个 元 款 , …… A, En, 个 元 素 . 
8.161 证 明定 理 8.8. 
证 ez 我 们 有 | ”| 种 确定 闫 41 的 方法 , 又 有 | 


n 


"1 种 确定 块 A, 的 方法 , 再 有 
na 1 


r mj". ni - ona) 


"z 


| R RAER A 的 方法 ,等 等 因此 SH 
1 j 
n! (m ~ ni)! (m — mi - m)! oal 


na 1 Lap? 
一 - r. 
nil tn = m)! nln- nion)! nal (n - Hy 一 na — na)! n,! 


n! 
nilap! nalto rpt 


AES AL An A JAA MARETE FEA RE- 4 B TZ 8 B 8 4 2y F BJ Il 
的 分 母 的 第 二 项 相抵 消 的 结果 , 如 习题 8.160. 
8.162 有 有 9 个 玩具 分 给 4 个 孩子 . 设 最 小 的 孩子 得 到 3 个 玩具 , 其 他 每 个 孩子 得 到 2 件 玩具 . 


求 分 配方 案 种 数 m. 
解 Er 我 们 敬 求 9 个 玩具 分 成 分 别 有 3,2,2 和 2 个 于 其 的 鼎 的 有 序 划分 的 数目 m .根据 定理 
8.8, 
9! - 
m= 31212121 = 2520. 
8.163 一 个 班 上 有 12 名 学 生 .12 名 学 生 分 组 做 3 个 不 同 的 试验 ,假设 4 名 学 生 做 一 个 试验 ， 
求 分 法 的 种 数 . 
E F hh RIR 12 名 分 成 各 有 4 名 学 生 的 块 的 专 序 划分 的 数 日 .根据 定理 8.8, 有 
Tan = 34650 
个 这 样 的 划分 . 


方法 二 “有 | O ATRAE a 名 学 生 估 第 一 个 试验 ,接着 有 | 8] 种 方法 去 进 4 名 学 生 做 第 二 个 试 
验 . 利 下 的 4 名 学 生 做 第 三 个 试验 .因此 合 在 -起 有 
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8.164 


8.165 


8.166 


8.167 


8.168 


8.169 


8.170 


8.171 


8.172 


| 12 | | M = 495. 70 = 34650 
种 方法 去 选 学 生 微 这 3 个 试验 ， 


12 名 学 生 分 成 三 队 AnA, 和 As 使 每 个 队 有 4 名 学 生 , 求 这 样 的 分 法 的 种 数 m. 
解 ” 85 方法 一 注意 到 学 生 的 每 一 划分 (A1, An A3) 作 为 有 序 划分 有 3! =6 种 排列 方法 .由 于 


CRIE 8163A zr Ay 34650 个 这 样 的 有 序 划 分 .因此 有 m = 34650/6= 5775 个 (无 序 ) 划 分 . 


方法 二 WA 表示 这 些 学 生 之 一 位 , 则 有 | D] 种 方法 去 选 其 他 的 3 名 学 生 到 与 A 同一 队 中 .现在 


设 了 表示 不 在 4 所 在 中 的 一 名 学 生 , 则 有 | 4 上 种 方法 从 剩 下 的 学 生 中 选 3 名 学 生 到 与 B 同一 队 


中 .最 后 剩 下 的 4 名 学 生 组 成 第 三 队 .这 样 


„= [1 


解 习 题 8.164. 设 学 生 分 成 分 别 有 5、4 和 3 名 学 生 组 成 的 3 个 队 . 
解 EF 由 于 所 有 的 块 售 有 不 同 的 学 生 数 ,因此 无 序 划 分 数 等 于 有 序 划 分 数 , 故 


_ 12! 
m C 814131 


求 9 个 玩具 能 平分 给 3 个 孩子 的 分 法 种 数 m. 
解 F 我 们 求 9 个 玩具 分 成 各 有 3 个 玩具 的 3 块 的 有 序 划 分 数目 ,因此 


IH = 165 - 35 = 5775. 


= 46530. 


m = PHRI = 1650. 
求 9 名 学 生平 分 成 3 个 队 的 分 法 种 数 m. 
K wr 有 序 划 分 数 -2 -1680 被 31 -6 除 得 无 序 划分 数 内 = 1580/6= 280. 


3! 31 31 


解 习 题 8.167 .假设 学 生 必 须 分 成 分 别 有 4,3 和 2 名 学 生 的 3 个 队 ， 
E T 由 于 所 有 的 霹 含 有 不 同 的 学 生 煞 ,因此 无 序 划分 数 等 于 有 订 划 分 数 


和 = 1260. 

求 6 名 学 生 能 分 成 每 队 有 3 名 学 生 的 2 个 队 的 分 法 种 数 . 

8 ze 方法 一 及 57 = 20 种 分 成 各 有 3 名 学 生 的 2 据 的 有 序 划分 .由 于 无 序 划 分 确定 2! = 
2 个 专 序 划分 ,因此 有 20/2=10 个 无 序 划 分 . 

方法 二 A 表示 这 些 学 生 中 的 -位 学 生 , 则 有 | | =10 种 方法 去 选 其 他 2 名 学 生 到 与 A 相同 的 
队 中 ,其 余 三 名 学 生 组 成 另 一 队 . 换 条 话说 , 有 10 种 方 尖 分 配 这 些 学 生 . 

解 习题 8.169. 设 学 生 必 须 分 成 种 有 2 名 学 生 的 3 个 队 . 

解 BP 有 7 名 37 ~90 种 有 序 划分 ,把 这 些 学 生 分 成 各 有 2 名 学 生 的 3 块 ,由 于 每 个 无 序 划分 
确定 引 = 和 6 个 有 序 划分 ,因此 有 90/6= 15 个 无 序 划分 . 

一 个 有 10 名 学 生 的 班级 X 分 成 4 个 队 An An Bi 和 了 ,此 处 4 和 4 各 有 2 各 学 


生 ,Bi 和 Ba: 各 有 3 名 学 生 . 求 分 法 种 数 m. 
E F X 有 


=l _ - 25200 
21213131 
种 有 序 划分 ,把 里 分 成 4 个 分 别 有 2,3,3 和 3 名 学生 的 块 .但 是 ,X 的 每 -个 无 序 划 分 [4 Az Bi, 
BRE X W 2! 2t =4 个 有 序 划 分 .因此 

m = 25200/4 = 6300. 


求 一 个 有 10 个 元 素 的 集合 X 可 分 成 2 块 的 划分 种 数 m. 
解 Em 方法 一 x 的 每 个 子 集 及 把 多 分 成 两 个 不 相交 的 集合 A 和 A, 其 中 A' 是 A 的 补 集 


8.173 


8.174 


8.175 


8.176 


8.177 


8.178 


8.179 


8.180 
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A.X # 20 = 1024 种 这 样 的 分 法 .但 是 ,我 们 不 能 包含 4 = ØR Ax N 一 个 划分 由 一 些 非 空 集 
合 组 合 .因此 污 的 有 序 划 分 [A,A'] 有 1024 一 2=1022 个 .每 -个 无 序 划 分 确定 两 个 有 序 划 分 .内 此 
m =1022/2= 511. 

方法 二 Wa ERX- TGR. NE XN |z f 9 43638, AER 2° = 512 种 方法 选取 XA\ lx 165 
子 集 与 r 同 在 的 块 中 . 换 名 话说 , UEL, 2] 在 内 有 512 个 这 样 的 划分 .因此 拒 X 分 成 两 个 不 相交 
的 非 空 块 的 划分 有 问 =512 -1= 511 种 . 

求 半 个 学 生 可 分 成 两 个 队 的 分 法 种 数 头 ,此 处 每 一 个 队 至 少 有 一 名 学 生 ， 

E F 设 x 表示 这 些 学 生 中 的 一 个 学 生 , 则 有 2"-- 种 选择 剩 下 的 = - 1 个 学 生 的 一 个 也 集 的 方 
法 ,但 是 ,所 有 一 下 的 学 生 不 能 都 和 x 同 在 一 个 队 中 ,因此 m=2" 1!- 1.{ 同 习题 8.172 的 方法 二 比 
较 .) 

求 14 人 可 分 成 5 个 委员 会 的 分 法 种 数 m 此 处 两 个 委员 会 各 有 3 个 人 ,其 余 四 个 委 
员 会 各 有 2 个人. 

E E 每 个 无 序 划 分 规定 3! 4! 个 有 序 划 分 .因此 


1 1 
m 313121212121 2141! 


假设 一 块 可 以 是 空 的 , 求 一 个 有 3 Top 8 0 38 r al gy nk: (a)3 个 有 序 块 , (b)3 个 无 序 
块 的 分 法 种 数 m. 
解 F (a)3 个 元 素 的 每 -个 元 素 痢 可 放 到 3 Be by E h, 因此 
m = 3°! = 27. 
(b)3 k PATERE TUE F.[3.0,01,[2,1.0]88[1,1, 1). d t 


m= (3)+ (3)+1-1+3+1=5. 


解 习题 8.175. 设 集合 有 4 个 元 案 . 
E EF (a)4 个 元 素 的 每 一 个 都 可 放 到 三 块 的 任 一 - 块 中 ,因此 
m = 32 = 81. 
(b)3 khu k H p| e F. [4,0.0],[3,1,0),12,2,018k[2,1,11, HME 
4 4 4 4 

m= (+ HE 1+4+3+6 = i4. 
在 玩 桥牌 游戏 中 有 4 个 牌 手 , 称 为 北方 , 南方 , 宗方 和 西方 .每 个 牌 手 发 到 13 张 牌 并 且 
这 些 牌 的 分 布 称 为 一 个 桥 手 . 求 可 能 的 桥 手 的 数目 m ANART.) 
NL EF 我 们 求 52 张 牌 分 成 各 有 13 张 的 4 块 的 有 序 划分 数目 m. AE 


_ 52! 
m  13113113113!' 


解 习题 8.177. 设 一 牌 手 发 到 4 张 A. 
E EF 4 张 & 有 四 种 方法 分 布 .因此 剩 下 的 和 8 张 牌 分 到 有 序 块 中 ,分别 得 到 9, 13, 13 和 13 张 
牌 . 于 是 


= 3153150. 


_ — 4 _ 
m 0131131131: 


解 习 题 8.177. 设 每 个 牌 手 发 到 一 张 A. 
R Em 4 张 A 有 4! 种 方法 分 布 .因此 剩 下 的 48 张 牌 分 到 有 序 块 中 ,每 块 得 到 12 张 牌 , 子 是 


48! 
121121127121 


解 习 题 8.177. 设 北方 发 到 8 张 黑 桃 和 南方 发 到 其 余 5 张 黑 桃 . 
解 ez 北方 有 | a) 种 方法 选择 8 张 黑 桃 并 且 剩 下 的 5 张 黑 桃 发 到 南方 .因此 , 剩 下 的 39 张 牌 分 
到 有 序 块 中 ,它们 分 别 得 到 5,8,13 科 13 张 牌 ,于 是 


m= [Bj 
l g 1 5181131131: 


m = 41 
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8.181 解 习 题 8.177. 设 一 个 牌 手 发 到 全 部 13 KEH. 
W EF 有 四 种 方法 分 布 13 张 黑 桃 , 因此 剩 下 的 39 张 牌 分 到 3 块 中 ,它们 各 得 13 张 牌 ,于 是 


391 
4 13713!131° 


8.182 解 习题 8.177. 设 北方 和 南方 合 在 -~ 起 有 全 部 4 张 A. 
E EF A 的 分 配 有 三 种 情形 .首先 ,北方 或 南方 有 全 部 4 张 4 并且 这 可 按 丙 种 方式 出 现 . 其次， 
北方 战 南方 只 有 一 张 A 并且 这 可 按 2.4 种 方式 出 现 . 最 后 每 人 有 2 张 A 并 且 这 可 能 按 ,C,=56 种 方 
式 出 现 .于 是 


mi 


481 48! 48! 
m =2 1131131131 + 2 4 40112113113! + 5 1111113113! 
48! 
111131131131' 


= 2300 


8.6 HE 


一 个 (有 根 ) 树 图 对 于 计算 - -系列 事件 的 逻辑 可 能 性 是 有 用 的 于 段 ,这 里 每 一 事件 可 按 有 
限 种 方式 出 现 . 
8.183 ERMA AxBxC HT AS=:i1,2},B=la,ġ, cÑ C=]3,4!. 
E EE 构造 合适 的 树 图 如 图 8-3 所 示 . 注 意 树 是 从 堪 到 右 构 造 的 , 并 且 在 每 一 点 的 分 核 的 数目 对 
应 于 下 一 事件 能 出 项 的 方式 的 数目 .有 12 个 末 谢 点 对 应 十 A x Bx C 中 的 12 个 元 素 . 具 体 地 ,从 树 
的 起 点 到 末端 点 的 每 一 条 通路 者 标 出 A x B x 人 的 ~- 个 元 康 , 这 些 元 素 列 在 树 的 右 端 . 即 
AXBxXC- {1,a,3), (1,0,4), (1,6,3), (1,5,4), 
【ee 
(2,5,3), (2,8,4), (2,c.3), {2,c,4)|. 


< lad 
4 (a4 
(1,6,3) 
1 b — 
š 4 (15 
3 (1,53) 
< ilad) 
一 -一 (2a,3) 
4 Bad) 
< 3 GAJ 
2 < 
+ Gb 
:一 一 @a3 
(Deh 


图 8-3 


8.184 某 人 有 时 间 去 玩 轮 盘 赌 最 多 5 次 .每 一 次 玩 , 他 赢 或 输 一 美元 . 些 人 开始 有 一 美元 ,并 
且 在 玩 5 次 之 前 若 输 掉 业 的 所 有 钱 , A S 美元 即 他 有 4 美元 , 则 停止 玩 , (a) 求 他 在 
玩 中 可 能 出 现 的 方式 种 数 ;(b) 确 定 他 在 5 次 之 前 停止 赌注 的 次 数 . 
B EF (a) 构 造 合适 的 树 图 ,如 图 8-4 肝 示 . 有 1 个 未 端点 ,因此 这 种 赌注 可 出 现 11 种 不 风 的 方式 . 
(b] 如 图 8-4 Br, 在 5 次 之 前 停止 赌注 只 有 三 种 方式 

8.185 la, b, cl HIHA. 
E EF 定理 8.7 告 诉 我 们 有 3! = 昼 这 样 的 排列 .然而 , TARE 6 ae AR ERA 6 个 排列 ， 
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如 图 8.5 所 示 .6 个 排列 齐 在 图 的 右边 . 


0 0 
1 < 
2 
1 2 b c abe 
0 2 a — 
< € b ach 
] 二 aq z bac 
2 b 一 
Ü i a beca 
a b cab 
fy < 
5 a cha 


E 8-4 图 8-5 


8.186 和 和 两 队 打 一 场 管 球赛 .首先 胜 三 局 的 队 为 这 场 比赛 的 优胜 者 . 求 这 场 比赛 可 能 出 
现 的 结局 数目 . 
解 tr 构造 合适 的 树 轿 , 如 图 8-6 所 示 . 这 场 比赛 可 能 出 现 20 种 结局 : 
AAA, AABA, AABBA, AABBB, ABAA, ABABA, ABABB, 
ABBAA, ABBAB, ABBB, BAAA, BAABA, BAABB, BABAA, 
BABAB, BABB, BBAAA, BBAAB, BBAB, BBB. 


8.187 构造 合适 的 树 图 , 求 积 集 11,2,3| x 12,4} x 12,3,41. 
E uz 所 要 求 的 树 图 如 图 8.7 所 示 . 在 积 巢 中 有 ”= 3.2-3=18 3 8 p FI) B. 
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(1, 4, 2) 


人 4 9) 
(1,4,4) <C 


(2, 2, 2) 一 史 
(2, 2, 3) 
(2, 2, 4) 


= 
VAN 
Da ca hà A 


(2, 4, 2) 
(2, 4, 3) 


A 
A 
* ç b3 É gs t> 


2 
< 
3 4 (3, 2, 4) `L 
2 (3, 4,29) -1 4 
< 一: (3, 4, 3) 
4 (3,4,4) c 
=3 
图 8-7 图 8-8 


8 

< 

(1, 2, 2) < 1 

{1, 2, 3) 1 
(1, 2, 4) 1 
< ,< 一 


(2, 4, 4) 1 
(3, 2 2) ` 1 
(3, 2, 3) 4 


8.188 一 妇女 在 z 轴 的 原点 ,并 且 行 走 , 或 是 到 左 或 是 到 右 . 取 一 个 单位 步 长 ,如果 她 到 达 3 
或 一 3, 或 者 如 果 第 二 次 到 述 任 一 位 置 但 不 是 原点 , 她 便 停 下 来 , 求 该 妇女 能 行走 的 不 


同 路 径 的 条 数 ， 


解 Cp 构造 合适 的 树 贸 ,如 图 8-8 所 示 . 有 14 条 不 同 的 路 径 , 每 条 路 径 对 空 树 图 的 一 个 末 映 点 . 


8.189 各 和 B 两 队 参 加 世界 系列 棒球 赛 .这 里 先 胜 四 局 的 队 蓝 这 个 系列 赛 的 优胜 者 . 求 该 系 


列 赛 中 在 A 胜 第 一 局 , 并 且 第 二 局 取胜 的 队 第 四 局 也 取胜 的 情形 可 能 出 现 的 结 
数 . 


局 种 


解 EF 构造 台 适 的 树 留 , 如 图 8-9 所 示 . 注 意 在 第 四 局 中 的 胜 者 只 能 是 第 二 局 的 获 性 者 , 并且 , 树 


以 第 一 局 的 胜 者 A 开始 .该 图 表明 这 个 系列 赛 可 能 出 现 的 下 面 15 种 结局 ， 
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AAAA, AABAA, AABABA, AABABBA, AABABBB, 
ABABAA, ABABABA, ABABABB, ABABBAA, ABABBAB, 
ABABBB, ABBBAAA, ABBRAAB, ABBBAB, ABB3B. 
8.190 E 8-10 R.A. B. FRR, R 38 E [WI B 2 E 55. —TAM A 开始 步行 一 
T| 5 — F. 当 他 即将 要 二 次 经 过 相同 的 -- 座 桥 时 , 则 不 能 继续 行走 而 停 下 来 吃 
TE (a )sK fi B 32 FK tz 2 ESAIT Ë BJ ES ZR By RR. ( b ) ft BB 35 TE BEES I ne i 69 F 
餐 ? 
EO F (a) 构 造 恰当 的 树 图 , 如 岁 8- 11 所 示 . 他 有 11 RRT E. 
(DRR B, DRE DRTE E. AIE, ERE RB, DERE KLTE. 


图 8-10 


D B 
c 人。 
B 
— hÈ 


C —— D 


E 8.11 


8.191 J8 190 REAN E 出 发 . 
E F (HBe 4 JII OE 8-12 所 示 . 他 有 13 茶 路 可 走 . 
tb 只 有 上 和 五 出 现在 树 图 的 末端 点 .四 此 , 他 必须 在 A 或 也 吃 午 餐 . 


4 A 
s F E c D s< D 
ç E F c—a° <= 
pe F C D ~ B -一 一 
E K» < E 
F E s< p F D 
B — c——p N s< c p 
— < A 
z— s< rE eD 
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8.192 解 习题 8.190. 设 此 人 从 锅 开 出 发 . 
E EF (go 均 蓝 恰当 的 树 图 ,如 图 8-13 Br s. 3 14 条 道 可 走 . 


(b) HE] 8.13 所 示 , 此 和 必须 在 A, D,E s F Bade. 
图 8-14 中 有 9 个 点 4,B,C,RR,S, TY 和 Z. 假 设 一 妇女 从 


A B e 8.193 
| | | 无 出 发 并 和 且 允 许 模 或 竖 ~- 次 移动 一 步 . 当 她 即将 要 第 二 次 和 到达 
R s 7 走 过 的 点 时 ,就 不 能 继续 行走 而 停 下 . 设 她 第 一 次 从 移动 到 
RR.{a) 求 她 可 走 的 路 的 条 数 jm ; (b) 求 能 走 过 所 有 9 个 点 的 路 线 
di — a 
x— Y z _ 
W EF (a) 构 造 合适 的 树 图 , 如 图 8-15 所 示 . 这 样 my = 10.(b) 图 8-15 
E 8-14 表明 4 条 现 盖 所 有 9 个 点 的 路 线 ， 
S Y z 
c — 
z Y. s 
A B c 
< 
< z Y 
y. z T. c 
X- R A . 
a< 
c 7. z Y 
C B A 
s r— 
z Y 
Y— Z T C0 


8.194 解 习题 8,193. 设 该 妇女 从 了 出 发 并 且 首 先 到 S 
EO EF {a) 构 造 合 适 的 树 图 ,如 图 8-16 所 示 , 这 样 , m = 6. 
(b) 图 8-16 $0, 没有 覆盖 所 有 9 个 点 的 路 线 


B c T z 

A R X 

Y s p—— T z 
B A R x 


图 8-16 


8.195 解 习 题 8.193. 设 该 妇女 从 了 出 发 并 且 首 先 到 Z. 
Ñ F (a) 构 造 合 适 的 树 图 , 如 图 8-17 所 示 , 于 是 ,mm =8. 
(OE 8-17 表明 ,没有 覆盖 所 有 9 个 点 的 路 线 ， 
8.196 解 习题 8.193, 设 该 妇女 从 任 一 点 但 非 中 点 S 出 发 . 
W E (a) 我 们 利用 习题 8.193 一 8.195 的 结果 和 对 称 性 . 若 该 妇 妇 从 区 出 发 , 刚 有 20 条 路 线 ,这 
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8.197 


8.198 


8.199 


A R 一 -一 一 > 
C < 
s Re 
Y z T. 
R 
— B c 
S; 
A R X 
B 
— 
R 8-17 


就 是 说 ,她 若 从 蕊 出 发 首先 到 尽 , 则 有 10 条 路 线 ;由 对 称 性 ,她 从 X 出 发 先 到 Y 又 有 另外 的 10 条 
路 线 ,该 旭 女 从 了 出 发 有 22 条 路 线 ,中 她 若 从 Y 出 发 先 到 S, 则 有 56 条 路 线 ; 若 好 从 了 出 发 先 到 之 
有 8 条 路 线 , 以 及 由 对 称 性 , 从 Y 出 发 先 到 X 有 另外 的 8 条 路 线 . 同 理 , 由 对 称 性 ,她 若 从 A, CEZ 
出 发 则 有 20 RRR, LEWI B, RET HANA 22 条 路 线 ,因此 , 合 在 一 起 , m =4:20 + 4:22 
= 164. 

(b) 著 该 妇 均 从 X 出 发 , 则 有 2:4= 8 REAA 9 个 点 的 路 线 , 若 她 从 Y 出 发 , MUEF BR m Br 9 
个 点 的 路 线 .这 样 , 合 在 一 起 有 4:8= 32 条 材 盖 所 有 9 个 点 的 路 线 . 

一 妇女 有 时 间 去 玩 轮 盘 财 最 多 5 次 ,她 每 次 凯 或 输 1 美元 .该 妇女 开始 有 2 芋 元 , 若 她 
在 5 次 之 前 输 掉 所 有 钱 , 或 者 赢 3 美元 即 她 有 5 美元 , 则 停止 玩 . (a) 求 这 样 玩 可 能 出 
现 的 方式 种 数 ;(b) 她 输 掉 所 有 钱 的 方式 种 数 是 多 少 ? 

E EF a) 构造 合 适 的 树 图 ,如 图 8-18 所 示 , 因 此 这 样 的 赌注 只 可 能 出 现 20 种 方式 . 


(b) 如 图 8-18 所 示 , 该 妇女 输 掉 所 有 钱 只 有 二 种 方式 ， 


(一 一 一 一 一 一 
一 一 -一 


Fa G G 


人 
AAN 


一 个 人 在 z 轴 的 原点 或 是 往 左 或 是 往 右 行走 , 取 一 单位 步 长 , 他 在 5 步 之 后 若 到 3 或 
车 到 -2 则 停 下 来 . 求 此 人 能 行走 的 路 径 的 菜 数 m. 

RO az 此 问题 的 树 图 和 图 8.18( 习 题 8.197) 相 同 , 只 是 现在 我 们 必须 以 a -2 替代 每 一 个 数 n. 
这 样 m = 20. 

A 和 旦 两 个 队 人 参加 棒球 世界 系列 赛 , 先 胜 四 局 的 队 获得 系列 赛 的 优胜 者 , 若 第 一 局 获 
胜 的 队 第 三 局 也 获胜 ,第 二 局 获胜 的 队 第 四 局 也 获胜 . 求 系列 赛 出 现 的 方式 种 数 . 
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解 OEF iih 3 pE, al 8-19 所 示 . 这 样 ,系列 赛 出 现 的 方式 可 能 有 14 种 . 


A 


À 


第 九 章 EAKA 


9.1 AAFF 


一 个 非 空 集合 S 上 的 一 个 (二 元 ) 运 算是 从 Sx S 到 5 的 一 个 函数 * ,在 此 情况 下 , 我们 
记 作 a * 5, 或 简单 地 ab BAR (a,b) E S 是 一 个 有 限 集合 , 则 此 运算 可 用 其 运算 表 给 出 ， 
此 处 在 标注 a 的 行 和 标注 8 的 列 的 元 素 是 a = 5. 设 A E S 的 一 个 子 集 .车 对 A 的 任意 元 素 a 
和 已 ,都 有 ax 属于 4, 则 称 A 关于 运算 * 是 封闭 的 . 

9.1 设 A=10,11. 关 于 (a) 乘 法 ,(b} 加 法 , A 是 封闭 的 吗 ? 
E E (a) 计算 每 个 可 能 的 名， 
0:0-0 0.1=0, 1:0=0 1.1=1. 
每 个 积 都 属于 4 ,因此 A 关于 乘法 是 封闭 的 . 
(b) 不 是 封闭 的 . 因 1+1=2 不 属于 A 
9.2 设 召 =j1,2|. 关 于 (a) 习 法 ,(b) 加 法 , B 是 否 封闭 ? 
8 F (a) p M 2:2=4 PATB. 
{ph) E.A 1+2=3 3 F p. 
9.3 设 C=11,3,5,…| 二 |n:n 是 奇数 | .关于 (ga 乘法 , (b) 加 法 ,C 是 否 封闭 ? 
E EF (a) 奇 整数 的 积 是 奇 的 ,因此 C 关于 镁 法 是 封闭 的 ， 
(b) 省 . 因 3+5=8 不 属于 CC， 
9.4 Ü D=12,4,-. I = |nin 是 偶数 |. 关 于 (a) 徘 法 , (b) 加 法 , 忆 是 否 封闭 ? 
8 tF (a) 是 . 因 偶 整 数 的 积 是 个 数 ， 
(b) 是 , 因 偶 整数 的 和 是 偶数 . 
9,5 RÜ F={2,4, 8 I =[z:z=2", n ENL ATO RR, (bE, F 是否 封闭 ? 
B F (a) EFP ryt 因此 下 关于 乘法 运算 是 封闭 的 . 
(b) R 2+4=6 FIS F F. 
9.6 ”定义 一 个 结合 运算 . 
8 F 设 * 是 集合 S 上 的 一 个 运算 . 苦 对 S 的 任何 元 素 a,b, e, RIA 
l (awb)*c = ux*th*r), 
则 说 运算 * 是 结合 的 (或 满足 结合 律 ). 
97 ”考察 整数 集 Z=|…, -10,1,2,… 人 判定 过 上 的 下 列 运算 是 否 是 结合 的 :(a) 加 法 ,人 b) 
减法 , ORE. 
解 OF (al 是 . 因 对 于 侍 意 的 整数 ob Me sEB(a+b)+c=a+(b+ce). 
(b) F.A, (12-6)-2=6-2=4,{E12-(6-2)=12-4=8, EA M(12-6)-2#12- (6-2). 
(e) 是 , 因 对 于 任 意 的 整数 a,b Me, BA lab)e= albe). 
9.8 ”判定 整数 集 Z 上 的 下 列 运 算是 杏 是 结合 的 :(a) 除 法 , (DRE. 
Ñ F (a) 在 过 上 除法 不 是 … 个 (完全 的 ) 运 算 , 例 如 ,773 FE - 4/5(TE2 Z BJ 536 38 Uk 8 EX f B. 
即使 除法 有 定义 , 它 不 是 结合 的 ,例如 , (1276)72=212=1, 但 12/(6/2)=12/3=4. 
(b) #. PDH, Fi arb =a, 


(2. 2 3 — (222 = 4° = 64, 
iB 
2. (2:3) = 22 = 38 = 256, 
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因此 [2:2):3 关 2:{2:3). 
假设 一 集合 S 上 的 一 个 运算 * 不 是 结合 的 .形成 4 个 元 素 的 积 能 有 多 少 种 方法 ? 
E EF 有 5 个 方法 插入 括号 ;({abpyc)d,(abj(cd), la (be))d,a((bc)dy#la(b(cd)). 


定理 9.1 设 * 是 一 个 集合 S 上 的 一 个 结合 的 运算 , 则 任 一 个 积 al x az x x a, 无 须 加 


括号 , 即 所 有 可 能 的 积 都 是 相等 的 ， 


9.10 


证 明定 理 9.1. 
解 EF 对 用 归纳 法 证 明 .由 于 * 是 结 合 的 ,定理 对 w=1,2,3 成 立 . 设 = 之 4, 我 们 使 用 记号 


Cajata) = C(taa) es) jan 


以 及 
[aarte] = EIR. 
REH aar ar] = Caraz anh AANE RRA Sa RS. h Flaay a, l RRE TR, 
因此 存在 r< x B 8 
[ajas tian] = [a az ar] lari ig]. 
于 是 , 由 归纳 法 
[aara] = [a,a; la, J[a, an] = [arar ar aratan) 
= [uarn a, 4 tr aata) = Ear a ai an-an 
= [artan ilaa = (arap ia, = (ajaran). 
定义 一 个 集合 S 上 的 运算 * 的 一 个 单位 元 素 ， 
M 六 设 S 的 一 个 元 素 。 使 得 对 S 中 的 任 一 元 素 a 都 有 ax*e=exa=a, 则 。 称 为 一 个 单位 元 
{ 喜 ) .更 一 般 地 , 若 对 S 的 任 一 元 素 a 都 有 a x e= a, 则 * 称 右 单位 元 {( 吉 ); 若 对 5 的 任 一 元 素 a 都 
有 有 ex*a=a, 则 * 称 为 在 单位 元 [ 素 ) . 
RR 。 是 一 个 运算 的 左 单位 元 和 了 是 右 单 位 元 .证 明 e = f. 
证 EF 这 个 正明 很 简单 .由 于 e 是 左 单位 元 ,因此 ef = 方 站 由 于 了 是 右 单 位 元 ,因此 ef= e. Nk e 
= 上 .特别 ,这 个 结果 告诉 我 们 , 单位 元 率 是 惟一 的 , 并 和 且 若 一 个 运算 有 多 于 一 个 左 单位 元 则 它 没有 右 
单位 元 ,反之 亦 然 . 
设 一 集合 S 上 的 运算 * 有 一 个 单位 元 e E X S 的 一 个 元 素 a HEOR). 
解 EF a HITR AKRE a, ERRATEA 
axa l= a žage 
的 元 素 . 
定义 : (a) 半 群 , (b) 单 元 半 群 . 
解 EF 一 个 集合 S 和 一 个 结合 的 运算 + 一 起 称 为 一 个 半 群 .我 们 用 (S, x KOR PT, 或 者 省 
去 运算 时 , 简单 地 用 SEERE. 
(b) - -个 集合 M 和 具有 单位 元 e 的 结合 的 运算 * 一 起 称 为 “个 单元 半 群 . 换 句 话说 ,有 单位 元 的 半 
群 是 一 个 单元 半 群 .( 有 些 作 者 定义 一 个 半 群 包含 - AER.) 
设 S 是 具有 单位 元 e 的 半 群 ,5 和 六 是 $ 的 一 个 元 素 a 的 逆 . 证 明 b = 5', Bl 238 #F E 
则 是 惟一 的 .我 们 注意 ,着 运算 是 非 结 合 的 , 则 此 结果 未 必 正 确 . 
证 EF 我 们 有 
Ppx(Ə(axb)= bxe= 8 
以 及 
(praa)xb = ex 而 =b, 
由 于 S 是 结合 的 ,因此 (5 x ays b = bs (ab) Am e=. 
定义 一 个 集合 S 上 的 运算 * 的 左 和 右 消去 律 . 
E F SERRA» 满足 左 消 去 律 是 指 若 atbar WE bc MERHER bta 
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9.20 


9.21 


9.22 


=c wa, WH p= e. 
定义 一 个 可 交换 的 运算 . 
解 =p 设 * 是 集合 S 上 的 一 个 运算 . 若 对 S 的 任何 a,b 都 是 a *5=b*4, 则 称 运算 * 是 交换 的 
{或 满足 交换 律 ). 
考察 正 整数 集 N. 设 * 是 N 上 的 最 小 公 倍 (1.c.m) 运 算 . 
(a) 求 4x*6,3*5,9x18 和 和 1x6; 
(b) (N, x ) 是 半 群 吗 ? 它 是 交换 的 吗 ? 
(c) 求 * 的 单位 元 素 . 
解 Em OUT z > y ER z 和 y 的 最 小 公 售 数 , 因此 我 们 有 
426 = 12, 3x5=15, 9%18= 18, 1š6=6. 
(b) ABe HHE F (a s b)w c= ax(bw c), BD l. m SS kis h), 并且 arbeba, Miem 
运算 是 交换 的 ,因此 (N, * } 是 一 个 交换 半 群 . 
(e) 整数 1 是 单位 元 素 , 因 1 和 任 一 正 整 数 a 的 最 小 公 倍 数 是 a, 即 对 任 一 a ENRE 
lxa= axl= a. 
习题 9.18 中 的 哪些 元 素 有 道 , 且 若 有 北 则 其 道 是 什么 ? 
和 解 F 出 于 Le.m(a,5) =1 当 且 公 当 a=1 且 如 =1. 因 此 只 有 一 个 元 圳 1 有 道 且 其 递 是 它 本 身 ， 
考察 有 理 数 集 Q. 设 * 是 虽 上 的 一 个 运算 ,定义 为 
a*b=a+b-ab. (1) 
(a) 3 *4,2 *(—5)# 7? * 1⁄2; 
(b) (Q, * ) 是 半 群 ? 它 是 交换 的 吗 ? 
(e) 求 * 的 单位 元 素 . 
M c> a) 应 用 (1), 我 们 有 
354 = 3+4-3.04=3+4-12=- 5, 
2*(-5)=2+(- 5) -2(— 5) = 2- 5 +10 = 7， 
7* 1⁄2 = 7+ 1⁄2 — 7(1/2) = 4. 
(b) 判定 * 是 否 是 结合 的 ; 
{axp)x*c= (ath -ab)xe 
= (a +b -ü— ab) +£ — (a + b — ab)c 
= & + b —- ab + c — ace he + abr 
= a+ b+cr- ab - ac — bc + abc, 
awx(bwc)= a * (b +ç — be) 
= at(b+c- b) - a(b + c — be) 
= a+ b+ be- ab — ac + abe. 
因此 * 是 结合 的 , 且 (Q, * ) 是 一 个 半 群 .并且 
a*wb=a+h-ab = b+a- ba = b*a, 
KE ) 是 -- 个 交换 半 群 ， 
(c) PH ac, A atesa, Me 是 一- 个 单位 元 素 . 现 作 如 下 计算 ， 
dae=a ate-ae=a, e-e =0 ell-a}=0, «=0. 
因此 ,0 是 单位 元 素 ， 
习题 9.20 中 哪些 元 素 有 道 , 且 若 有 道 , MEEA? 
解 Em 由 习题 9.20(c) 知 ,0 是 单位 元 .为 了 确定 a 839 x, 则 必须 有 a x zx=0. 现 作 如 下 计算 ; 
a*ez=(0 a+r-ar=0, a =ar-zx a = Ta-l z=af(a-l. 
K: 2 al, W a 有 - GIAREN Eala- 1). 
设 $ 是 上 共有 运算 a x 5 =a 的 一 个 非 空 集合 , 这 个 运算 (a) 是 结合 的 吗 ?(b) 是 交换 的 
HH? 
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9.27 


9.28 


E EF (a) 是 .事实 上 ， 
【和 基本 
H 
aw(b*c) — awà = a. 
(b) 共 S 有 多 于 -… 个 元 素 , 则 * OE 35). HH, 对 于 atb, REH a s p< a B pxa=5, H 
IE a x bb s a. 
证 戎 习题 9.22 中 有 消去 律 成 立 . 左 消去 律 是 否 成 立 ? 
证 EF Katesh RITA atesa bee- h HIE ah XH, AEREA ANERE 


RI. PIH, R be MA az b=axc=a, Dbe. 
设 S 是 一 个 符号 的 集合 .定义 有 上 的 自由 半 群 . 
解 EF Ss 的 一 个 单词 是 其 元 素 的 一 个 有 限 序列 .例如 ,TU 一 apabyb 和 WVW=accba Æ S= label 
上 的 单词 .讨论 s 上 的 单词 时 , 我 们 常常 称 S 是 字母 表 有 日 其 元 素 称 为 字母 ,为 方便 起 见 , 空 序列 用 
或 1 囊 示 .我 们 也 认为 它 是 S 上 的 一 个 单词 .我们 还 将 aa WB H a’, aaa AGN ga, 等 等 .3 上 的 所 
有 单词 的 集合 通常 用 S' 表示 . 

现在 考虑 S 上 两 个 单词 芒 和 普 .我 们 可 以 形成 单间 UV, 它 是 把 V 的 字母 写 在 U 的 字母 之 后 
得 到 的 .例如 , 设 吕 和 是 上 面 的 单词 , 则 

UV = ababbaccba = abab'ac'a, 

这 个 运算 称 为 上 吡 连 . 显然 这 个 运算 是 结合 的 , 因此 , S Esq 3 ATERA E 个 半 群 .这 个 
半 群 称 为 S 上 的 自 出 举 群 {或 由 5 生成 的 ). 显然 , 空 单 词 。 是 这 个 半 群 的 一 个 单位 元 素 , 并 且 该 半 
群 全 时 满足 左 和 右 消去 律 . 


群 和 子 群 


定义 一 个 群 . 
W EF 设 G 是 具有 - -个 二 元 运算 (用 上 吡 巡 天 示 ) 的 非 空 第 合 , 靖 下 列 公 理 成 汪 ; 
[G 1 pE, BI G ATR ae, b, r BA 
{abc = alfe); 
[G,] BARA, Hl G 中 存在 一 个 元 素 *, 使 得 对 G 的 任意 元 素 a ,有 


[Ga] 可 道 , 即 对 GG 的 每 一 个 4, 痢 在 在 如 的 一 个 元 案 a (a 的 道 ] 恒 得 

qa la a la = ë, 
WGEA ARGJA HEA FREA SE.) 
E X — j DR ( Abel) RE. 
W é 设 G 是 TE EZR, EN SEN a,b EG MA ab = ha, MU G 称 为 阿 贝 尔 
(Abel EE (ui RE). 
当 二 元 运算 用 工 面 的 毗连 来 表示 时 , 则 说 群 G RARESA. 4 G 是 阿 贝尔 群 时 , 二 元 运算 通 
常用 + 表示 ,并 且说 G 是 用 如 法 写 的 .在 此 情况 下 ,单位 元 素 用 0 kan HPE pos. 以 及 a 的 道 
H -a 才 示 是 称 它 是 & 的 负 元 素 , 荐 4 和 8B 是 G 的 子 集 ,我 们 则 记 

AB = lab la E AbEBI|, 


或 
A+B=la+bia CA, LEBEL. 


定义 :(a) 群 的 阶 , (b) 有 限 群 . 

E zz (a) 一 个 群 G 中 元 素 的 数目 ,用 1G1 表 示 , 称 为 G 的 阶 ， 

(b) 苦 群 G 的 阶 是 有 限 的 , 则 G 是 一 个 有 限 群 . 

关于 加 法 运算 , N, Z, Q, R, C 中 哪些 是 群 ? 

E =F 关于 加 法 运算 ,整数 集 ARRE Q, 实数 集 R 和 复数 集 C 中 每 -- 个 都 是 一 个 { 阿 贝尔 】 
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9.32 


9.33 


群 .下 整数 集 N 关 十 如 法 运算 不 能 形成 一 个 群 ,例如 0 EN. 

卡 零 有 理 数 集合 QN 101 闫 于 弱 法 运算 形成 一 个 阿 珊 尔 群 .单位 元 素 是 什么 以 及 道 是 
什么 ? 

E tr 有 理 数 1 是 单位 元 案 , 以 及 47a 是 有 理 数 p/q URRH. 

ESRR Xan EEH A, BEUTI JARN. ATERRAR S 是 一 个 群 ? 
RO F 不 是 ,虽然 号 阵 乘法 满足 结合 律 , A B ESE q -个 单位 元 素 I( 单 位 阵 ), 但 天 z x n t 
阵 不 总 是 存在 道 ,因此 S 不 十 一 个 群 . 

n x n 韭 亩 异 窍 阵 的 集合 恕 关于 抢 阵 乘法 运算 形成 -个 群 .单位 元 素 是 什么 以 及 六 是 
什么 ? 

Ao ”上 单位 元 素 是 单位 阵 了 ,以 及 4 的 逆 是 其 道 阵 À 1. 这 是 一 个 非 阿 由 尔 寿 的 例子 , 因 插 阵 乘 
法 不 可 交换 .特别 地 , 当 n=2 时 ,我 们 有 


1 Ü 
r= |, 中 
并 且 
a È 
ai 4 
的 道 是 
AT -b Ali 
A ` lai aia | 


其 中 | 六 |= ad- be E A 的 行列 式 ， 

EX n 阶 的 对 称 群 ,用 S, 表示 . 

W 集合 )1,2,…,n| 到 它 自身 上 的 -- 个 -- 对 -~ 映射 a 称 为 ~ 个 量 搞 , 这 伴 的 — j E Thu E 
RA 


II 2 e mi 

j je E 
HP j (380 WARS HI S, 表示 , 并 且 它 有 a! =1:2'- n TER A S, 中 置换 的 复 
合 属于 S,, 单位 上 映射 属于 S, DN S PERHEET S, .因此 S, 关于 映射 的 复合 形成 一 个 群 .这 
是 n 阶 的 对 称 群 . 
求 对 秘 群 S, 的 瑟 素 乘法 表 . 
解 EF Si 有 3!1 =6 RNT: 


人 a 2a 5 人 2 >] 


x 


1 2 3'' “laaz 1! 2 3 r 

| 2 3 2 | Ë 2 3) 

= ;, d4 一 , = ` 
“Sla a P l2 1 3 2 3 1 2 


S, AREE 9-1 所 未， 
证 明 一 个 群 G 的 单位 元 素 是 惟 … 的 . 


k va 08 $i Ér 


e e m än a ā A A 
51 fi € ti $e 72 53 
| 各 h e g än n 
dg fa Pi Pa E di dg 
四 1 03 53 ka: $> £ 
pa ba tz "z f; e é, 


网 9-1 
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证 Er ReM ¿RE GHARLE HT E .个 单位 元 未 ,因此 有 e =e; 由 于 < 是 一 个 单位 
LR, EEA ese MK ez e. 
证 明 群 G 的 任 一 元 素 a 的 逆 a :是 惟一 的 . 
证 EF 从 习题 9.15 UR G 是 结合 的 得 到 证 明 . 
证 明 群 G 中 左 和 右 消 去 律 成 立 ， 
证 EF 加 果 a68=ae, 则 
b = eb = (ala) =a tb) = a la) = (a ‘ajc = ec = c. 
F, ## ba = ca, MWA p=. 
证 明 对 于 群 G 的 任 元 素 a 部 有 (ae 1) 1=4a. 
证 eF hFa Ea 的 道 ,我 们 有 ae 1=a tase AE a a'H% B 


a = (a t) £ 


EHC ab) l= p la 1. 
证 EF CH 8 
(b la Mab) = bla la)b = b eh = h'!]b = e. 

HE, Alabe la ly= e RE b la VE ab bi BM b la l= (aby 1, 

9.39 ”考虑 关于 模 7 了 乘法 的 群 G = 11,2,3,4,5,61, 求 G 
的 乘法 表 . 
解 zz 为 了 求 G 中 a w b. RAN ab 被 7 除 得 到 的 余 
数 .例如 ,5.6=30 被 了 7 除 得 余数 2, 因此 在 三 中 5x6=2. 
G 的 葬 法 表 为 图 9-2 中 所 表示 的 . 

9.40 RR 9-2 中 群 G 的 元 索 2 13 1 和 6 1. 
解 FE 注意 1 是 G 的 单位 元 素 .由 于 a E GE 


赂 9-2 aa t= 的 元 素 , 因 尼 2 '=4,3 '=5,6 -=6. 
定义 群 的 一 个 子 群 . 
E uz Ú HEB G 的 -个 子 集 , 若 吾 关于 的 运算 自身 形成 一 个 群 , 则 称 H E G 的 一 个 子 


群 . 

š H Ej G 的 一 个 子 集 .证 明 : 若 互 具 有 下 列 三 个 性 质 : 

(i) FAJRA T H; 

(ü) H X: F G 的 运算 是 封闭 的 , 即 若 a,b EH, W ap € H; 

Gü) H PHA EHA, ME C Ir. M| a `! € H, 

则 五 是 G 的 一 个 子 群 . 

证 EF HU), H JES 3ER S TATA. BUG) H 中 的 运算 是 定义 明确 的 .由 (6), H rB 

逆 星 存在 的 , 最 后 , 由 于 在 G 中 结合 律 成 立 , 因此 在 H 中 结合 律 也 成 立 . 故 百 是 G 的 一 个 子 群 . 

考虑 关于 加 法 的 整数 群 Z. 设 H 是 由 Z 的 所 有 数 乘 上 一 个 正 整 数 m 组 成 的 子 集 , 即 
H = te, — 3m, - 2m, — m,Ü, m ,2m,3m, >}. 

证 明 瑟 是 G 的 -- 个 子 群 . 

证 EF (i) 下 含有 Z 的 单位 元 素 0. 

(ü) # rm 和 sm 是 王 的 任 两 个 元 素 , 则 和 rm + sm = (r + s)m IJ H BJ 08. 

Gü)# rm Æ H HE -JCR 则 其 相反 数 -rm B. T H. 

设 G 是 任 一 群 ,a 是 G 的 任 一 元 素 , 定义 由 a 生成 的 循环 群 ,用 gp(a) 和 表示 . 
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E EF RIRE alee fiat l =a" ra TI, EES m Mon, A a” a a" = at" jH 
(a) = am" E gp(a) 表 示 a HRA M SED E 25, 
gpta) = pea Ža l e,a a a, 
那么 sgp(a)8 S EA ER P SEPIBI0 HUES M RH, apla) A 全 的 一 个 子 群 , 称 它 为 再 a 
生成 的 循环 都 . 
9.45 设 a 是 群 G 的 任 一 元 素 ,描述 gpta) 为 有 限时 的 循环 群 epla) HEX a 的 阶 . 


N F 若 gpta) 是 有 限 的 , 则 a HEEREN, ENR a =a, EP r> Fa t= e, tF + 
>s. tE a” ce 的 最 小 正 整 数 m 称 为 a 的 阶 ,并 用 1a | 表示 之 , 若 i1a1 = m, 则 它 的 符 环 群 gp(a} 有 
m 个 元 素 : 


3 


gb(a) = le,a,a aa a i!, 


若 gp(la) 不 是 有 限 的 ,我 们 则 定义 |a|= 
9.46 考虑 习题 9.39 的 群 G.(a) 求 由 2 和 3 生成 的 子 群 和 阶 ;(b)G 是 循环 群 ? 
解 F (a) 我 人 有 21=2,2:=4, 但 2:=1. 因 此 |2| =3 且 gp(2)= 抽 ,2,31. 我 们 有 3:=3,3*=2, 
31=6,31=4,35= 5,35 = 1, HE3 = 6, H gp(3)= G 
ib) 由 于 gpt3)= G, Fl t G 是 循环 的 . 
9.47 W H EBE G 的 一 个 子 群 .定义 日 的 右 ( 左 ) 陪 集 . 
E tF RaR G 的 性 一 元 素 . 集 合 Ha = ha:hE 有 HI| 称 为 日 的 一 个 右 陪 集 . 同 理 ,a WK H 的 
一 个 在 陪 集 ， 
定理 9.2 W H ET G 的 一 个 子 群 , 则 右 陪 集 Ha 形成 G 的 一 个 划分 . 
9.48 证 明定 理 0.2. 
证 EF HT ¿C€ H,a =a € Ha, Hit Ap 3 RS F -ARR EEE, a6 Ha WMR Ha fü Hb J 
HAH, EA c€ He N Hb. RIEG Ha = Hb, 则 证 明 恒 完成 . 
由 于 AFH MHo, RIA c= ha DUE ec hab, HF hi A€ H. FÆ hia hrb, JA a = 
hi hab. i$ z€ Ha, WA 


z = hya = hshilhob, 

其 中 AEH hF HE—4TE, hhi lh IC H, BE z€ Hb. A z E Ha 的 任 一 元 束 , 因 此 我 们 有 
Ha S Hb. AH, Hoc Ha. Ak Ha = Hb. HE. 

9.49 ” 设 晶 是 G 的 一 个 有 限 子 群 .证 明太 和 任 一 陪 集 Ha 有 相同 的 元 素数 目 . 
证 EF B H=|hphne h XE HA k CTER, M Has ikja, hia, hal. RT ha = ha 
EH h = h EI H 的 上 个 元 素 是 互 不 相同 的 . 

定理 9.,3{ 拉 格 朗 日 ) 设 H EARR G 的 一 个 子 群 , 则 H 的 阶 整 除 G 的 阶 ， 

9.50 ”证 明定 理 9.3. ' 
证 F Š H$i r 个 元 这 并 且 有 ,个 不 同 的 右 陪 集 .指定 理 9.2, 陪 集 划 分 如, 又 由 习题 9 和 ,每 个 
陪 集 有 + TER, EE G 有 六 个 元 素 ,从 而 H 的 阶 整除 G 的 阶 . 

9.51 8 HERG 的 一 个 子 群 .定义 G HHEN, MIG HIRR. 
E e GF HARRYT G FHAODAR. EGA H RAR, WGH] = 
IGIZIHI. 

9.52 设 互 是 群 台 的 一 个 子 群 .定义 G 中 关于 万 的 一 个 陪 集 代表 系 ， 
W zü cC EG - ITE. # CRIS HHE- TRER TER, MI CR Hii 
集 伐 衷 系 .这 样 的 一 个 元 素 称 为 该 陪 集 的 一 个 表示 式 .因此 C 的 元 素数 目 , 即 障 集 表示 式 的 数目 等 
于 人 G 中 的 指数 [G:H]. 

9.53 设 互 是 有 限 群 G 的 一 个 子 群 . 互 的 陪 集 有 多 少 障 集 代表 系 ? 


Ë Er 从 任 一 个 陪 梨 有 | 开 | 种 方法 选取 一 个 光 素 (见习 题 95.49) ,并 县 有 [ 避 : 刀 ] 个 不 同 的 陪 集 , 因 
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Ji H RER NE, 

考虑 关于 如 法 运算 的 整数 群 Z 以 及 由 其 所 有 元 素 的 5 倍 组 成 的 子 群 
H = pe, — 10, -5,0,5,10, =}. 

求 (a) Z rh HARR; (b) Z 中 五 的 指数 . 


E EF (alZ 中 互 有 5 个 不 同 的 ( 左 ) 陪 集 如 下 ， 


ÜD+H-— H= ie, - 10, 一 50 5 10 H, 
I+ H= I, = 9, 4,1,6,11,.…|, 
2+H-= be, — 8, -3,2,7,12,. | 
+H =e, =7, -2,3,8,13,.|, 
4+H= l, 6, 1,49 4e]. 


EERE -CEE n- H 与 上 面 的 -- 个 陪 集 重 合 . 
(b) BRZA 五 都 是 无 限 的 ,但 Z 中 吾 的 指数 是 有 限 的 .其 体 地 , 陪 集 数目 1Z: 琳 ] = 5， 
求 习 题 9.54 h ZAFE H 的 陪 集 表 示 式 ， 
WW EF 从 每 一 个 陪 焦 恰 好 取 一 个 元素 , 例如, 10, 1 2,3,41 或 -10,1,2.31.( 通 常 , 我们 选取 最 
小 的 非 负 整 数 , 作 为 了 的 一 个 子 群 H 的 陪 集 表 示 式 .一 般 地 ,我们 选 生 单位 元 素 作 为 H 的 表示 武 .) 
考虑 习题 9.33 中 的 对 称 群 5;, 求 S, 的 每 个 元 素 生 成 的 子 群 和 阶 . 
W EF sl=e, 因 而 |e|=1 且 gpfe)=|el;irl= sno =e, AM |e |=2 8 gola) lon el. E 
H, | o> | =2,gp{os}= iopet, EA =2,gpb(as)= las, 81 ,我 们 有 

时 = h, $1 = %, $ = $, Ó = š, 
WE | g |=3 R gats) = le, l. M 

$3 = fa, pi = f 82 = ñ: $. = e, 
因此 | $2, =3 B gp($2) = le, fatit 
Ss 是 循环 群 ? 
WW üw 5; 不 是 循环 群 , 因 S, SERRE CREN. 
求 对 称 群 S, 的 阶 为 4 的 一 个 子 群 互 . 
E EF Si HRA G, HARRER, H 的 阶 必 整除 S, 的 阶 ,因此 S, 没有 阶 为 4 的 子 群 . 
考虑 图 9-1 rH BJ BR 8E S, Z A= tais dai, B= E $al . 求 (a)AB， (b)ssA, (c)Ass. 
解 EF (a HBE JG 33 A 的 每 一 元 素 得 

gifi = dn gyfr = asr dafi = ss, dfa = fjs 

因此 4B = |e gz 31. 
(b) 用 AHR -TER 得 


F301 = Plt dada = $z, 


因此 tÅ = 1, $! ` 
(c) 用 a, 3 A 的 每 一 元 素 得 


SPAM $, J203 = $i 
AE Aa = {$i 9.1. 
考虑 图 9-] 中 S, BJ TÉ H= gplo) f K = gp(a;). WH HK 不 是 $s 的 一 个 子 群 . 
证 EF 万 =|s,cil 开 = 一 ieyazl, 因 此 有 KE= fe, oon 9i HIT HK 有 4 个 元 素 ,因此 它 不 是 S, 
的 “个 子 群 . 
ÉE H EG 的 一 个 子 群 ,证 明 HH = H. 
证 E 由 于 所 关于 避 的 运算 其 封闭 的 , 因此 我 们 有 HHCH. A — AH, H hEH hF HEI 
子 群 ,因而 大 单位 元 素 e RTH AE o = h€ HH, FE HSHH, 故 由 此 二 结论 得 到 HH = H. 
指出 阶 为 p 的 循环 群 的 所 有 子 群 ,此 处 p 为 一 个 质数 . 
W 根据 拉 格 朗 日 定理 ,只 有 11 基 -个 子 群 . 
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求 整数 群 Z 关于 加 法 运算 的 一 个 子 集 S, 使 得 $+ S=S 以 及 对 某 一 元 素 aEZa fa 
+ S. 


E F HS-i, l. MJS+S- 23.4, 12 5S B 2+S=13,4,5. 5RR. 

i H RG BJ. :个子 群 .证 明 Ha = Hb ARa EH. 

证 一 if Ha= Hb, uC Ha =< Hh. RERE REH i a= hh. fH ap l. h AFH AA 
H, iE h= ab EH, W a = hbe Hb H a € Ha. HES EJE M G 的 一 个 划分 , 故 Ha = Hb. 

设 G 是 一 个 阶 为 a 的 有 限 群 ,证 明 对 于 每 个 a€G,a”=e. 

证 EF ilgpla)| =m, A] a” = e. H uE B H E BE, m 整除 wn, 例如 n= mr. AIE a" = amr = 
(ay =e =e. 

ERTH BR PF] 25 

定义 群 G 的 一 个 止 规 子 群 . 

解 re R H EG hb E Ait Ti a € G sË a lHaC H, WE 万 为 和 的 一 个 正规 子 


群 .等 价 地 , 若 对 任 aEG 都 有 a 日 = Ha, 即 车 H BJ RUR BE B rb, MU HEER. 
i G 是 非 青 异 2x2 纪 阵 关 于 年 阵 彝 法 的 群 ,再 设 互 基 由 下 一角 和 矩阵 , 即 形式 为 


c d: 

组 成 的 G 的 子 集 , 其 中 ad 天 0. 证 明了 可 是 上 的 一 个 子 群 ,但 不 是 正规 子 群 . 

证 ëm H EH REEBEIE AEH A, BR u El ET H AE H É G 的 -个 子 群 .但 
是 , 例如 


不 属于 万. 因此 所 不 是 一 个 正规 子 群 . 

设 G 是 习题 9.67 中 和 矩阵 的 群 ,再 设 K 是 矩阵 行列 式 为 1 的 矩阵 组 成 的 G 的 子 集 ,证 
明天 是 全 的 一 个 正规 子 群 . 

证 EF 由 于 det(1)=1, 因 此 1 属于 KK. 设 AA 和 B WT K, I de( AB) = det(A) de(B)=1>x1= 
L, BM ABC K. X del A l)=l1/det(A)=1, AT A IIT K. RH, K 是 一 个 子 群 .而 且 , 对 于 G6 
的 任 一 矩阵 X HUK 的 任 一 矩阵 Adet(X !AX)- l. 因此 X !AX BT K. KEG- IERT 
BE. 

FERRE 5;, 其 乘积 表 在 图 9-1 FE. H = |e, o| 是 正规 的 吗 ? 


解 Em 叫 的 右 和 左 陪 集 如 下 : 


右 陪 集 左 陪 和 集 
H = |e, si} H = je,a] 

Hé, = fne HH = fual 

Ha = tpos $2H = ifn eal 
由 于 HAt H AE H AE S, 的 一 个 正规 子 群 . 
证 明 阿 贝尔 群 G ETR H 都 是 正规 的 . 
证 F Ba EHHE- TROR g 是 G 的 任 一 元 素 . 那 么 g 'hg= hg 'g=h RT H.A H 
E G 的 一 个 正规 子 群 . 
设 互 是 群 G 的 一 个 子 群 ,K EG 的 一 个 正规 子 群 .证 明 HK 是 G 的 一 个 子 群 .( 与 本 
RH 9.60 比较 .) 
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证 EF 我 们 必须 证 明 e€ HK, 以 及 HK 关于 乘法 和 道 运 算是 封闭 的 .由 于 号 和 兵 都 是 子 群 ,从 
W e€ HHB CK. e =e MT HK. x,yE HK,MJz= hit I H y= hka AP hi h EH, kp 
ka € K. El it 
ay — hikihaka 一 hihalhg kihgtta. 

由 于 K 是 正规 的 ,从 而 Ar k h€ K; AUF H IK 部 是 子 群 ,从 而 phyE H, (hikhik EK. 
TE zy€ HK, 从 而 HK 关于 乘法 是 封闭 的 .我 们 还 有 

r! = {hik = kilh) = A'i hikj hi). 
A K 是 正规 子 群 ,因而 hk A AFK. Xa AF H.P. J€ HK, Am HK 关于 道 运算 是 
HAR. HK 是 -个 子 群 . 


下 面 的 定理 定义 对 应 于 G 的 一 个 正规 子 群 互 的 商 群 G/FH. 
定理 9.4 iR HÆRGE- PERTHE, UG 中 本 的 陪 集 形成 关于 陪 集 乘法 运算 ,如 定 


x% 
(aH bH) = ¿bH 
的 :一 个 群 . 
9.72 证明 定理 0.4. 
证 由 本 
(aH)(PH) = a(Hb)H = alH) H = ab( HH) = abH. 
BE EY se E S YEA. (KH RIYAT FERAE: H 是 正规 的 ,从 而 HB = bH, T # 3 Bi 
9.6, HH= H.)H+ G 中 结合 律 成 六 ,因此 陪 集 乘法 结合 律 成 立 .由 于 
(HYH - a(HH) = aH, 
H(aH) = (Ha)H = (aH)H = aH, 
因此 H EG/H 的 单位 元 素 , 最 后 ,由 于 
(a lH)(aH) = a laH = +H = H. 
(aH)(a 7! H) = aa = #H = H, 
国 此 a。 H ÆaH HN GOH ATERRAR -个 群 . 
9.73 ” 设 式 是 关于 加 法 的 整数 群 , 太 是 5 的 倍数 组 成 的 三 的 子 群 .证 明 塌 是 艺 的 一 个 正规 子 
群 ,并 求 商 群 Z/ H. 
+|5 1 33534 N 8 由 Zz 是 阿 贝尔 群 ,因此 日 必然 是 一 个 正规 子 群 . 设 0,1,2,3 和 4 分 
a jð 1 2 i 4 别 表示 5 个 陪 集 H.1+ H,2 + H,3+ H #li+ H, E HE 3JEN 9.54 所 别 出 的 . 
13 31 301 BW 2zH= 10123.4393 pi Gs TP Eh unuqa 
3|5 4 0 13 5, 且 常常 用 Zs OR. h, IE -ESM mn, 存在 一 个 整数 横 wm 的 商 群 
4|4 0 Í 2 3 Za.) 
图 9.3 
同 态 
9.74 ”定义 群 同 态 ,并 且 , 定义 一 个 群 同 构 . 
E EF 设 上 是 从 一 个 群 @G( 有 具有 运算 * ) 到 一 个 群 G (具有 运算 x 站) 的 映射 . 若 对 于 G PERH 
a, b BL f(a *b)= (a) f(t5), 则 称 映射 了 是 一 个 同 恋 (映射 .再 若 / 蚌 一 个 一 一 满 映射 , 则 称 
了 是 一 个 同 构 (映射 ), 此 时 称 G 和 G' 是 同 构 的 , 记 作 G— G'. 
9,75 2 G 是 关于 加 法 运算 的 实数 群 , G 是 关于 乘法 运算 的 正 实数 群 .证 明 映射 GG 
定义 为 Fla)=2s 是 一 个 同 态 . 它 是 一 个 同 构 吗 ? 
解 EF HF JG +hb)=2°t5<222°= f(a)f(b), P pk r 上 是 一 个 同 态 .而 且 了 是 一 一 满 映 射 ， 
因此 y Æi. 
9,76 设 G 是 w 阶 实 的 非 奇异 方 阵 关 于 羔 法 的 群 , C ' E dE# SE 92 S F3E TE BJ RE. uE HH +T |= 


函数 是 G 到 如 的 一 个 同 态 . 
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证 Er ËA FD B E G 中 的 矩阵 , 则 有 del AB)}= del A) dat BE) EEIT PIAR R E A 
射 . 
9.77 给 定 一 个 同 碍 映射 F:G 一 G ,证 明 f(s)=e ,其 中 e 和 e 分 别 是 G 和 GG 的 单位 元 素 . 
证 EF 出 于 ee=e*e, 了 是 一 个 同 杰 ,因此 有 
J(e)= flere) fie)» Fie). 
于 是 
e — fle) ls fle) = fie) + = e # fle) = Fie). 
9.78 给 定 一 个 同 态 GG .证 明 对 于 G 中 的 任 一 a 都 有 f(a Efla). 
W E 应 用 习题 9.77, 我 们 有 
flax flas flara D) s f(e) = e 
= J(e) = fata) = fla x fla). 
因此 fla) != flan’). 
9.79 ”定义 一 个 群 同 态 f: G G 的 核 和 象 . 
WW 和 的 楼 记 作 Kerf, 它 是 使 得 G ACRE 如 的 单位 苑 素 e 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 : 
Kerf = ja € G: fla) = e i. 
了 的 象 ! 集 ) 记 作 fF(G) 或 mf, E b fE f F BJ EN 8 S SR 06 SE 6; ; 
Inf = |E G :b= f(a),a Ë Gi. 
# Im f 又 称 为 值 域 . 
定理 9.5 设 f:G 一 G' 是 一 个 同村 , 它 具有 核 KK, 则 G)K E G 的 一 个 正规 子 群 , GR 
G/K 5 f 的 象 问 构 . 
9.80 ”证 明定 理 9.5(i). 
证 上 根据 与 是 9.77, (ce)=e ,因此 ge€K, 现 没 a,bpEK,gEG, 则 有 fa)=e' ,f(t5)}=e . 因 
此 (应 用 表示 每 -PERDRE ) 
fülab) = f(a)f(5) = er =e, 
(all) = flay ls el = e, 
f(gag = f(g)f(a)f(g')) = flg)eflg) = Z. 
FE ab,a M gag ! 都 属于 K, KI K 是 一 个 止 规 子 群 ， 
9.81 证 明定 理 9.5(i). 
证 r H H=G ESER. EX- TRI 4: G/ HH: 
#(Ka) = flu). 
我 们 证 明 p 有 是 意义 明确 的 , 即 车 Ka = Kb, 3) #(Ka)= $(Kh5). B Ka = Kb, W ab 1 € K (2J E 
9.6. EÈ flab =e, H. 
FDF! — f(a)f(b) T = f(ab 1) = Z. 
TË f(a)= F(b), B é(Ka)= #(Kb). iX tE, ó EE TG. aK. RIER 是 一 个 同 态 : 
#(KaKb) = $( Kab) = f(ab) = f(a)f(5) = #w(Ka)$%(Kb). 
aut 上 是 一 个 同 态 .我 们 再 证 明 上 是 一 对 一 的 . 设 Ka)= *(Kb), W 
f(a)= AAR FO = e Rl D = 或 flab ') = Z, 
HE a !€ K, HZHH 9.64 有 Ka = 了 ,因此 多 是 -对 -的 .最 后 , 我们 证 明 是 满 的 . 设 上 所 
H.HT Hj f WJ IN tf a a €C G IE fla =n. TE S Ka) f(a)= h. AT 0 e. 8 G 
H=H,#J80.5(uy BE, 
9.82 BGC EX /(z)= |z EPG un 3815093 S SPE, G ERATA 
法 的 非 零 实数 群 ,(a) 证 明 f — RAA, (AARE f 的 核 KK 的 几何 意义 ， 
A EF (a) Aez) = |z) = fie) fiz). 
(b) KÆR] el =1 的 所 有 复数 组 成 的 , 即 K 是 一 个 单位 图 周 . 
9.83 ”叙述 避 题 9.82 中 的 商 群 G/K. 
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8 EF G/K S BRI S R 3 3815) r 33 pe. 
9.84 证 时 任 一 循环 群 或 是 与 关于 训 法 的 整数 集 Z B] BJ sk y 35 TODAS m 的 整数 群 Z。 


同 询 . 

证 EF 设 & ER CGH nE. BY rG 定义 为 
J(n) = a", 

它 具 有 性 质 


fm + n) = aù" = a”. at = film)rtn), 
因此 了 是 一 个 同 态 . 的 象 是 由 a 生成 的 循 坏 子 群 8pta). 于 居 gp{2) 二 WK, 其 中 到 5 f WJ 38. E 
K= 101, 则 gpta}) 守 Z. 男 一 方面 , 共 m 是 a 的 阶 , 则 = im HRR, E gola) 2m. 


9.4 ” 环 和 理想 


9.85 ”定义 一 个 环 . 
Ë EF 设 尺 是 具有 两 个 二 元 运算 :如 法 {用 + 表示) 和 乘法 [用 毗连 表示 ) 的 一 个 非 空 集合 . 若 下 列 
公理 成 立 : 
[R] 对 于 任意 的 a,b, € R. WA 
fa 十 而 )+e a + (b + c); 
[R] 存在 一 个 元 素 OER, WARTE, EHE -a€ R WA 
atŷ=0+a= a; 
[R] HF aC R, FELE- a, WA, EE 
a+{-a)={-7a}ta =Ù; 


[R] 对 于 任何 a,b ER, WA 


atbh=p+ta; 
[Rs] 对 于 任何 a,b € R, RA 
(ab)c = albc); 
[R] HPEH a,b,c ER, WA 
fi) a(b + c) = ab + ac, 
(ü) (b+ c)a = ba + ca, 
Hj R 称 为 一 个 环 . 
公理 [Ri] 到 [Ri] 成 立 ,表明 R 关于 加 法 是 一 个 阿 贝 尔 群 . 
9.86 ”在 一 个 坏 中 如 何 定 义 减 法 ? 
解 EF 4-#=a+(-b). 
9,87 ”定义 一 个 交换 环 ， 
解 EF RRE :个 环 .车 对 任意 的 a,b ER, WMA abc bu, MIIE R ERRA, 
9.88 ”定义 环 R 的 单位 元 素 . 
M EF 若 对 每 一 元 素 ac R 者 有 a:l1= la a, ME dJES SGS 16 R 为 单位 元 素 . 
9.89 ” 设 民 是 具有 单位 元 素 1 的 一 个 环 .定义 R 的 单位 . 
R 六 设 4 是 玉 的 一 个 元 素 , 目 a 有 关于 飞 法 的 逆 a TBI aa = a 1a=1, 则 称 & 是 -个 单 
位 ， 
9.90 ZEER Z. (a)z 是 交换 的 吗 ? (b)Z 有 单位 元 素 喇 ? (ce)Z 的 单位 是 什么 ? 
E EF (a) 由 于 对 任何 整数 ¿ L C Z 5 ¿b= ba, BHIE Z 32 3 D). 
(b) 工 的 草 位 元 素 基 数 1. 
(Z 只 有 单位 1 和 -1. 
9.9) RË m ERE Zn 的 单位 . 
W EF F a PE Z, 的 一 个 单位 ,出 a la 1(modm ), 或 者 在 z F 
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9.92 


9.94 


9.96 


9.98 


9.100 


a la = l+ rm Ë a la — rm = 1. 
这 就 表明 a 和 六 前 任 一 公 因 子 必须 除 足 1, 邑 a Am BARH. EM k, 3 Z pH a 和 wm 是 互 质 的 , 则 
(ERRAR P g.c.d.} 
l = ged Ga) = pa gm 
或 
pa = 1(modxn). 

CEH a EZ, 的 一 个 单位 (具有 道 p) Bl z. 的 单位 恰恰 是 那些 与 六 所 质 的 整数 . 
在 Zio 中 求 -3, -8 和 37-1. 
Ñ EF -AHR pH-a 是 使 得 a+{-a)={-a)+a=0 的 元素 .在 Zo 中 ,由 子 3+7=7+3 
=0, 因 此 - 3=7. 同 理 , -8=2. 在 环 尺 中 ,a :是 使 得 aa sa la=1 的 元 素 .在 Ze 中 ,由 于 3*7 
=7-3=1, 因 此 3 =7. 
设 A(z)=2z2+4z+4, 求 f(z) 在 Zio 中 的 根 . 
R IF 将 加, 的 元 素 代 入 了 (x) 便 看 到 哪些 元 素 x 使 (zx) 为 零 .我 们 有 

FO =4, AD 20 fF2) = O, fF(3) = 4, f(4) = 2, 

(5) = 4, /(6)= 0, FP)=0, (8) = 4, f(t9) = 2. 
因此 根 是 1,2,6 和 了 .这 个 例子 说 明 a RETA (LB PS S £ T a 个 根 . 若 环 是 一 个 域 , 则 
不 会 出 现 这 种 情形 . 
W R En MEI. (a)R 是 可 交换 的 吗 ?(b)R 有 单位 元 素 ? (OR R 的 单位 . 
E F (a) 不 ,矩阵 乘法 不 满足 交换 律 . 
(b) 有 , 它 是 单位 阵 r. 
(c) ERRERA AEE R 的 单 你 . 
证 明 在 环 R 中 有 aa .0=0'a=0. 
证 EF HT0-0+0, EEH as 0=a(0+0)=a 0+a0, AMME — (zc0) 得 0= ua:0. 辐 理 , 可 


得 0.a=0. 

证 明 在 任 一 个 环 中 负 元 是 惟一 的 ， 

证 EF 络 定 任 一 元 素 a. 设 元 素 x 有 性 质 a+ x=0( 必 然 有 x 使 得 x +a=0). 地 是 ,我 们 有 
—a=m=-a+Ü=-a+(a+z)= (-atu+x=0+r=. 

证 明 在 一 个 环 中 有 at-8)=(-a)b= - ab. 

证 EF 由 于 


ab +a(-— b) = a(b + (— b)) = a ' Ü = 0, 
因此 {习题 9.95) 有 af 一 上 = -ab AH, Ai a)b= - ab, 
证 明 具 有 单位 元 素 1 的 环 R 中 有 {一 1)a 一 一 4a， 
证 4 由 于 


a+*(-l)a=Y'a+*(-l)ja= (1 +(-1l1))a = 0 a=b0, 

因此 (习题 9.96) 有 { -1)a= - a. 
设 RR 是 有 一 个 单位 元 家 1 的 环 .证 明 R ARRIRA R "关于 乘法 是 一 个 群 . 

证 EF Ua L E REAN, EF a la lE 65 的 道 ,因此 as 基 RR 的 一 个 单位 .于 是 RR" 关子 
冬 法 是 封闭 的 .而 且 , 由 于 1ER"*, 从 而 尺 * 是 非 空 的 ,又 由 于 R 是 结合 的 ,从 而 RR' 是 结合 的 ,最 后 ， 
车 a E R 的 一 个 单位 ,从 而 a-! 亦 是 R 的 一 个 单位 ( 因 它 有 道 a), MJ R* 关 于 逆 运 算是 封闭 的 .于 是 
及 "头子 乘法 是 一 个 群 . 

定义 环 R 的 一 个 子 环 . 

解 EF 设 $S 是 FR 的 一 个 非 空子 集 . 若 S$S 本身 关 子 R 的 运算 形成 一 个 环 , MUJER S ERAF 
F. TR, S 是 RR 的 一 个 子 环 的 充分 必要 条 件 是 a,bE 5S, 意 指 4。- b€ S HB ab 人 ES.( 关 于 减法 是 封 
闭 的 意味 着 包含 0 在 内 ,包含 负 元 在 内 , 从 而 关于 加 法 是 封闭 的 .) 
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9.101 


9.102 


9.103 


9.104 


9.105 


9.106 


2000 离散 数学 习题 畏 解 


定 总 一 个 环 R 的 理想 . 
8 上 设 ] 有 是 尺 的 一 个 于 集 . 若 
G) OE 
(ü) J 美 于 三 法 是 封闭 的 , 即 对 于 任何 a,5EJ 痢 有 a 一 bEJ; 
GD J T R 的 元 素 的 倍数 是 封闭 的 , 即 对 aEJ,rER 有 ra,arEJ. 
则 称 J B R 的 一 个 理想 . 
FGD ERE ra €C J. 则 称 J ESERE HE ar€ J, 则 称 J 是 右 理想 .因此 术语 理想 特意 
味 着 如 上 所 述 的 双边 理想 在 -个 交换 环 中 ,任何 -个 左 理 想 或 右 理想 是 -个 理想 . 
证 明 101 是 任 一 环 R 的 一 个 理想 . 
证 由 于 0-0=0 层 于 101, 以 及 对 于 任 一 r&R, 都 有 r+:0=0r= 由 屏 于 101. 
H ZERRI, J, 是 由 m 空 2 的 倍数 组 成 .证 明 J, 是 Z 的 一 个 理想 . 
证 上 用 显然 ,0E BR ma 和 më 是 J 的 任意 两 个 元 素 , 则 ma- mb= mla- DERF J... 
而 且 , 对 于 任 一 个 rEZ, RIK rima)=imadr=mlar), AM rimai mar 都 是 J HTE. 
Ana 是 包 的 一 个 理想 . 
Ë M 是 2x2 实 夭 阵 环 ,给 出 一 个 左 理 了 但 非 右 理想 的 例子 ,以 及 一 个 右 理想 但 
非 左 理想 的 例子 . 
解 二 


r= (lo alh to ol 


HEJA K EIR 的 理想 .证 明 J (IK ER 的 理想 . 
证 由 于 7 和 KK 是 理想 ,0EJ 和 0EK, 因 此 DEJNK. 设 a,bEJNK,rER, 则 a,5EJ 且 
asbEK. 因 J 各 KK 是 理想 ,因此 
a—braar €C Ja- b.,ra,ar € K. 
TË a-b, ra ar € JD K. JK 是 -个 理想 . 
设 环 R 有 一 个 单位 元 素 1, 了 是 R HAEE EH: aF LE, AJR (AE 
一 单位 wEJ, 则 J=RR. 
证 EF (a) 若 1E7, 则 对 于 任 一 rER 我 们 有 zx:1&E7. 或 rEJ. 内 此 =R. 
(b) # ua €J, M|, la € J, 或 1EJ. 因 此 ,由 (a) 有 j= R. 


下 面 的 定理 应 用 环 R 的 个 理想 J Sr R 的 加 法 群 的 一 个 子 群 ( 必 为 正规 的 ) 这 一 事实 .于 
是 陪 集 [la + Ila C€ RISE R 的 一 个 划分 ， 
定理 9.6 设 本 是 环 R -ARE WRR jat] aE RI OK SS F 


以 及 


(a+J)+(b+J)=(a+b)+ J 


(a+J)(b + J)= ab +J 


的 一 个 环 . 
9.107 ”证 明定 理 9.6. 陪 集 的 环 用 R/J 表示 , 称 之 为 商 环 . 


9,108 


证 EF 类 似 于 关于 群 的 定理 9.4, 证 明 R/J 是 关于 加 法 的 - :个 交换 群 ,此 处 J 作为 零 元 素 . 由 于 
(a+ Jb + J)= ab + aj + Jb + JJ 
= sb+J+J+J= ab+J], 
因此 陪 集 乘法 是 意义 明确 的 ,由 于 在 R 中 结合 律 和 分 辽 律 成 立 ,因此 在 R/J PEIR. ARI 
是 -个 环 ， l 
设 了 是 交换 环 RR 的 一 个 理想 .证 明 R/J 是 交换 的 . 


FAE RAEE 


证 EF (a+JXo+tJ)=ab+t]=ba+]=(b+]yla+]). 
9.109 BI R BEHEA LJ 是 R 的 一 个 理想 , 青 设 1 ZJ .证 明 1+J 是 RR/J 的 一 个 单 
位 元 素 . 
证 EF 对 于 任 一 陪 集 e+ 了 我 们 有 
(a+JXI+J)=a+1+J= a+] 
12 
(1+J(a +J)=1: 6 +]J = a+]. 
HIE 1+] ÆR/J 的 一 个 单位 元 素 . 


环 同 恋 


9.110 ”定义 环 同 态 和 环 同 构 ， 
W sm Éy ERRE -个 环 民 ' 的 -- 个 映射 ,车 对 任意 的 a,5E 都 有 
f(a + b) = fila) flh} 
各 
flab) = Faf 
则 称 是 一 个 同 访 .( 旭 然 这 里 运算 记号 似乎 是 相同 ,但 一 般 地 , R' 中 环 运算 入 中 的 环 运算 不 
AORE 了 是 一 一 潇 映 射 , 则 称 是 -- 个 同 构 , 并 称 R 和 民 ' 同 构 , 记 作 RSR. 
9,1Il 讨论 坏 同 态 和 群 辐 态 之 间 的 关系 ( 见 9.3 节 ). 下 面 的 讨论 中 ,关于 环 的 叙述 类 似 于 定 
理 9.5. 
E r -个 环 同 态 f:R 一 R' 关 于 R 和 R' 的 加 法 结构 必然 是 群 同 态 .因此 f(0)=0 . 设 RR 和 
有 分别 有 单 位 元 素 1 和 1 ,为 了 是 一 个 环 同 态 ,我 们 亦 要 求 f(1) =1, 并且, 我们 定义 了 的 核 为 
Kerf =la € R:fla) =Q]. 
甘于 环 同 态 有 下 面 的 基本 定理 . 
定理 9.7 BRR- -CHARS BRAKS, WJ 是 R 的 一 个 理想 且 R/J S f Bj 
REH. 
9.112 33 R =2Z l R =3Z, 妈 R 是 Z 的 所 有 的 数 的 2 信和 组 成 的 , R E Z B) Br 8 BJ 31 
的 3 悦 组 成 的 .证 明 R 和 R' 不 是 同 棒 的 . 
证 E 设 了 RR' 蚌 一 个 环 同 态 , 则 对 某 一 整数 上 有 了 (2)= 3&. 击 于 了 是 -个 同 态 ,因此 有 
F(A) = f(2 +42) = f(2)+ f(2) = 3k + 3k = 6k, 
wA 
FA) = f(2 2) = f(2)f(2) = (3b)(3k) = Qk, 
fF 是 有 :=6k, 因 是 整数 ,因此 =0. 但 Ff(0)=0, 故 了 不 是 一 个 同 构 . 
9.113 ” 设 了 是 环 R -CEE EORR f; 民 ->R/J ,定义 为 
f(a) = a +J 
{回忆 一 下 定理 9.6) .证明 ;(a)f 是 一 个 环 同 态 ;(b)f 不 是 满 映射 . 
证 EF (a) 应 用 定理 9.6, 我 们 有 
fla+b)= (a+0)+J = (a +J)+ (b+ J) = fla) + fb), 
f(ab) = ab +J = (e+ IB +J) = f(a)f(5). 
(b) R/J 的 人 尾 一 个 陪 集 都 是 a ERR. 
9.114 求 习题 9.113 中 的 (标准 ) 映 射 的 核 KK. 
E EF R/T 的 零 元 素 是 了 .因此 ,K 由 那些 使 得 f(a)=J 了 或 a+ =】 的 元 素 a 组 成 .但 是 , 当 
且 仅 当 a€7 时 ,a +J=J. 故 汪 是 站 的 核 . 
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9.5 7A, PID, UFD 
在 这 一 节 中 , 车 无 特别 申明 , 总 是 假定 所 有 的 环 是 交 撞 的 , 并且 有 一 个 单位 元 素 1. 


9.115 


9.116 


9.120 


9.122 


9.124 


9.125 


9.126 


定义 环 R 的 一 个 零 因子 . 
N F UL ac RR 是 一 个 非 零 元 素 , 芍 存在 一 个 非 零 元 素 5 使 得 a6=0, 则 称 a 是 一 个 零 因子 . 
EXE. 
Ñ FR 个 交换 环 D 有 一 个 单位 元 素 1, 车 D 没有 零 因子 , 则 称 D 是 一 个 整 环 . 
证 明 整 数 模 105 环 Zios 不 是 一 个 整 环 . 
证 任 一 具有 人 台数 m 的 z, 都 有 和 零 因子 ,这 是 因为 m = ab(1<a,b< m) Z, 中 意味 着 ab 
=0. 
WEER SS 29 环 Zae TER. 
证 EZ 同 习题 9.117 AR, E p EAR, n] Z, RAFAT. ERE FISa bp, 

ab = 0+ kp 


Bl pla 或 p15, 妈 a=0 或 #8=0， 

设 万 是 一 个 整 环 .证 明 :车 ab = ac, HP a 关 0, 则 =c. 

证 EZ E aba, MJ ab a= 0, Ni al- Y= 0. a0, B p BA RI T, BEGE b e 
=0 或 p=c. 这 正 且 我 们 要 证 明 的 .因此 ,在 D hiki 5 k. 

定义 有 单位 元 素 1 的 交换 环 R 的 一 个 主 埋 想 ， 

WW F Ha ERETTA, WES a)= [rare R ETRE, RITER h a 生成 的 主 
理想 . 

PID 是 什么 ? 

Ñ EF PID 是 Principal Ideal Domaint 主 理想 整 环 ) 的 缩写 ,车 R 是 一 个 整 环 吾 R 中 的 每 一 个 理 
想 都 是 主 理想 , 则 R 是 一 个 PID. 

WEI z Ei PID. 

证 EF HT ZI FH T. zÆ- TSP J EZK- TER J= j0 Wy = 10), E 
由 0 生成 的 .假设 J 关 10| 且 xz 关 0 BT J M-il ATJ AEJ EVAAA STEEN. uk 
a 是 了 中 的 最 小 正 整 数 ,我 们 要 求 J=fe), 印 了 由 = HAARE EGEN. E EJ, ARE, A r= 
如 +r, 其 中 0 二 r<a. 由 子 J 是 MB. cj k r= r qa AFJ ZN a 是 J 中 的 最 小 
ERREA rca 因此 我 们 有 >= 届 从 而 了 是 e 的 .个 情 数 . 故 J= (a), AM ZÆ PID. 
定义 一 个 环 R 中 的 相伴 . 
解 F 设 元 素 a,5ER. 车 对 菜 -单位 € R 8 b= ua,WJfr b Z: a 的 一 个 相伴 . 

R Zo ERR 10) 中 4 的 相伴 . 

W EF Zuo 的 单 写 是 1,3,7 和 吹风 习题 9.91) ,用 每 个 单位 乘 4 得 到 1.4= 4,34=2,7.4=8,9， 
4=6(R38 2 来 做 乘法 运算 ). 国 此 2,4.5 和 8 是 0 中 4 的 相伴 ， 

R Zo 中 5 的 相伴 . 

E Cm 用 每 个 单位 蔽 5 得 到 1.:5=5,3.5=5,7.5=5$,9.5=5. 因 此 只 有 有 5 是 多 ,中 5 的 相伴 . 
证 明 一 个 环 R 中 具有 相伴 的 关系 是 -- 种 等 价 关 系 . 

证 eF Hi R PETR a, EF acia, AMEBA A EE). E o Ea HiH 
伴 , 则 有 5 = ua, EP u EIR EEA asu lb, AP u ! 是 一 个 单位 . 干 是 oa 是 5 的 相伴 
(对 故 律 ) .最 后 , 设 a 是 6 的 一 个 相伴 ,5 是 c 的 一 个 相伴 : 


a = ub, Ë = t, 


其 中 wi 和 ua 都 是 单位 .因此 有 
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9.127 


9.128 


9,129 


9.130 


9.131 


9.132 


9.133 


a 一 urh wae) = (urux)c, 
其 中 a wz 亦 是 一 个 单位 , 故 a 是 c 的 一 个 相伴 { 传 递 律 )， 
定义 整 环 只 的 不 可 约 元 素 . 
E EF 设 pEtD 是 AE. 2 p= ap fi a 或 5 是 一 个 单 演 , 刚 说 pp 是 不 可 的 的 .{ 显 热 ， 
这 是 Z 中 "质数 " 概 合 的 推广 . ) 
定义 惟一 因子 分 解 整 环 {UFD} 
解 eF 若 一 个 整 环 的 每 - 非 单 位 4 都 可 众 -地 表示 成 不 可 约 元 素 的 履 积 , 则 D 是 一 个 
UFD. 
求 z€ Z BJA. 
解 r 工 中 的 单位 只 足 1 和 -1( 避 题 9.90). 困 此 n HRE n 和- x. 
z 中 的 不 可 约 元 素 晨 什么 ? 
解 sm 质数 (及 其 负数 ) 是 Zz 中 的 不 可 约 元 素 . 
将 工 中 的 12 表示 成 不 可 约 元 素 的 乘积 , 
W EF 有 12 个 这 样 的 嫌 积 ， 
12= 2.2 í 3=(-2): (- 2): 3= (2): 2: (-—3)= 2- (— 2) (— 3) 
=2:3.2=(-2).(-3):2= (2): 3.(-2)=2.(- 3). (-2) 
=3.2:-2=(-3)- (—2)-2 = (-3)- 2. (—-2) = 3. (-—- 2) (— 25. 
ZZ 是 一 个 UFD? 
W EF 是 .虽然 12 等 可 用 许多 方法 写成 不 可 约 元 素 的 乘积 , 但 所 有 这 样 的 乘积 仅仅 关 于 顺序 或 


相伴 有 差别 . 
集合 口 = 1a +6 v13:a,5 为 整数 :是 一 个 整 环 .也 的 单位 是 +l1,18 二 5 BAR 


一 18+ /13. D 的 元 素 2,3- 130-3- y13 是 不 可 约 的 .证 明 D 不 是 一 个 UFD. 
证 EF 4=2,2 以 及 4=(3- /13(-3- /13). 


9,., 域 
若 元 特别 申明 , 这 一 他 假 定 所 有 的 环 R 是 交换 的 且 有 单位 元 素 1. 


9.134 


9.135 


9,136 


9,137 


定义 一 个 域 . 
解 ¿F ë 人 是 具有 单位 元 素 的 交换 环 . 若 每 个 非 零 a EFA STREM, MFE mR 
a l€ F f#fB aa -1=arla=l 则 下 称 为 一 个 域 . 换 铭 话说, 若 下 的 所 有 非 零 元 素 关 于 乘法 形成 一 
TU F & —T R. 
证 明 一 个 域 已 是 一 个 整 环 , 即 没有 有 零 因 子 ， 
证 EF Ë atag Hal M bl ha lab=a 人 一 0 
就 通常 的 加 法 和 秘法 运算 , 下列 集合 ;整数 集 Z, 有 理 数 集 Q. 实数 集 R, 复数 集 C 中 哪 
些 是 域 ? 
E EF Z 是 整 环 而 不 是 域 (仅仅 1 和- 1 是 单位 ?的 -个 典型 例子 .Q,R 和 CC 都 是 域 . 
设 S 是 形 如 a+5vw3 的 实数 集合 , 其 中 a 和 已 都 是 实数 .证 明 S 是 一 个 域 . 
证 F 若 一 个 实数 或 复数 的 集合 SAA OMi, ARETE, ME, RETRE TEER 
数 ) 运 算是 封闭 的 , 则 S 是 一 个 域 . 由 于 0=0+073 和 1=1+0v3, 因 此 0 和 1 都 属 十 S. 又 有 

(a + b/3)+ (c + 43) = (a +e)+ (b+ d), 

(a +03) -le + 473) = (a - c) + (b - dy 65, 

(a + 6/3)(c + 473) = (ac + 3bd) - (ad + be) 3, 
因此 s 3 FEE , 威 靶 和 乘法 是 封闭 的 .现在 我 们 如 下 证 明 S 关于 除法 是 封闭 的 ， 
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9.138 


(a +b 3) _ la+ óZ3)(c — dv) ac 3ed | bc -ed j 
(cad 3) Gea a/3yXXe- a/3 E 3d cl-3d 
因此 s 是 一 个 域 . 
W D REH 


f _ 
b a: 
的 2x2 和 矩阵 的 环 .证 明 与 复数 集 C 同 构 . 据 此 ,了 是 一 个 域 . 
证 EF 设 六 CD 定义 为 


-b 


( 10 = |° 
fia 1) = ; 
显然 了 是 一 一 满 映 射 . 设 z = atb, zmc tdi, WE 


zi + z, = (a + c) + 十 二 条 


a 


以 及 
ziza = (ac — bd) + (ad + pe)i. 
因此 
Aero 人 
Ge) G) = | >e 4) | ac — bd er] Aa), 
b a 4 < ad + he ac — bd 


最 后 , f{1) = fll +0;:)= I CAEM, kk EA. 


定理 9.8 有 限 整 环 D 是 一 个 域 ， 


9.139 


9.140 


9.141 


9,142 


9.143 


9.144 


9.145 


证 明定 理 9.8. 
W EF RH D 有 n ATR, 例如 D= laiaz, a, l. R a Ë D 的 任 一 非 零 元 素 , E B 2 n 
个 元 率 aa, aag e aa, SIT az 天 0, 因 此 aa = aa, 意 指 a= a (M3 9.119) 因此 上 面 的 x Tú 
素 是 不 同 的 ,从 而 它们 必 是 D 的 元 素 的 重新 排列 .它们 之 中 的 -个 元 素 , 例如 aa, 必 与 忆 的 单位 元 
素 相 等 , 即 aa, = 1. 于 是 a 是 a 的 道 .出 于 a 是 万 的 任意 一 个 非 零 元 素 , 故 D 是 一 个 域 ， 
证 明 Z, 是 一 个 域 , 此 处 p 是 一 个 质数 . 
证 EF Z, 是 一 个 整 环 [见习 是 9. 118) ,并且 它 是 有 限 的 .因此 根据 定理 9.8 知 z, 是 一 个 域 . 
证 明 域 下 的 理想 了 只 能 是 和 | 或 是 FEH. 
证 e 车] 关 |0!, 则 J 含有 一 个 非 零 元 来 4. 由 于 下 是 “个 域 ,因此 a 是 一 个 单位 ,根据 习题 
9.106, J = F. 
假设 F: K-*K' 是 从 域 K 到 域 民 "的 一 个 同 态 , 证 明 f 是 一 个 人 射 , 即 了 是 一 对 一 的 . 
证 EF 设 J=Kerf. 根 据 定 理 9.7, 它 则 是 天 的 一 个 理想 . 若 J 了 = 兵 , 则 F(1)= 0 .但 是 ,由 于 是 
一 个 同 态 , 我 们 要 求 f(1)=1 .因此 ,根据 习题 9.141 知 ,J 天 天 ,从 而 J= 10|. 设 六 as= f(by, m 
f(a —b)= f(a)- fib)=0, Ja — b WJ, B a-b=0 k a= b. AH 了 是 一 对 一 的 . 
É D 是 一 个 整 环 .定义 D HRR. 
解 EF 设 S 是 由 所 有 的 有 序 对 ( 商 )a/5 组 成 ,此 处 a, EDH b>0.3 ad = be, MEX a/b = 
cfd.{ 这 是 一 个 等 价 甘 系 ,} 设 F(D) 是 一 个 等 价 类 [zib] 的 集 , 它 由 

[arb] + [c/d] = [lad + be)/ (hd)] 
和 

[ax : [e/a] = [(ac)/(04)] 

来 定义 加 法 和 乘法 运算 .那么 F(D) 是 所 要 求 的 域 ,定义 为 D 的 商 域 . 
整数 集 整 环 的 商 域 是 什么 ” 
W EF F(Z) = 0Q. 它 是 有 理 数 域 . 


É K=D[+*]Ë T z 的 实 系数 多 项 式 整 环 . 反 的 商 域 是 什么 ? 
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解 EF F(K) 是 形 如 (zx)/gt{x) 的 有 理 函 数 域 ,此 处 Fx) 以 及 g(x) 关 0 是 多 项 式 . 


9.146 设 也 是 -- 个 整 环 .说 明 也 是 如 何 联 入 它 的 商 域 FCD)? 


W E 设 y: D F( Dz 3 S 

fia) = [a/l]), 
MJ yB — EË A. Bl 了 是 -ARH ER- A. #|im, RITE RA x OPH a71 视 为 同一 
的 . 
定义 环 R 的 一 个 极 大 理想 兵 . 


9.14? 
解 EF 设 KE R hb — ES WR KZ R BA 533 p RE K Tü R Z|], BE KZ 
GCR, W K = J sk J = R.JBE Z. K 3 R HB KE AH. 
9.148 设 K 是 具有 单位 元 素 1 的 交换 环 的 一 个 极 大 理想 ,证 明 商 环 R/K 是 一 个 域 . 
证 EF 由 于 玉兰 R, 因 此 1 gK 9.106). mH. MIH 9.109, ESE 1 + 是 R/K 的 一 个 单 
ERE. V. H 2J 88 9.108 知 R/K 是 交换 的 . 剩 下 的 是 证 明 任 … 陪 集 但 不 是 K 在 R/K PH- + 38 
法 的 逆 元 素 . 设 a+ K2 K.W] a Z K. + 
J=ira+sk:rs € R,k € Kl, 
HJE- EFF fa 和 K 的 理想 ,由 于 a gK EEKE E K E—4- AX 3E3E, E J = R i 
#,1E 了 , 国 此 存在 ro € R UA p € K 使 得 1= roa t soko. 于 是 有 
1 + K = roa + sk a + K = roa + K = (ro + K (a + K), 
从 而 rot K Eat K BB 3813 33. k R/K 基 一 个 域 . 
9.7 域 上 的 多 项 式 
这 一 节 研 究 一 个 域 K 上 的 多 项 式 环 K[z], 并且 指出 K[i] 有 许多 类 似 于 整数 环 zZ 的 性 
M. 
9.149 ”定义 域 K 上 的 多 项 式 及 其 次 数 . 
解 EF 设 下 是 一 个 域 .形式 上 ,天 上 的 一 个 条 项 式 了 是 殿中 的 元 素 的 一 个 无 穷 序 列 , 在 此 , 除 
了 有 有限 个 数 外 其 余 都 是 小 El 
f = (u. O, aps ai ao), 
或 等 价 地 
JU) = a + = + at + gu, 
其 中 符号 ; 作为 末 定 的 .元 素 a PRO f 的 第 £ 个 系数 ,车 nn 是 使 a, 关 0 的 最 天 整数 , 则 说 了 的 次 数 
是 n, 记 作 degr= 5. 我 们 也 种 a, E fF 058639. H, E a, = 1, 则 称 了 是 首 一 务 项 式 .此 外 , 若 子 
的 每 一 个 系数 都 是 0, 则 三 称 为 区 多 项 式 , 记 作 FE0. 零 多项式 没有 次 数 定 多. 
9.150 ZXR K 上 的 多 项 式 环 . 


解 r 设 K[:] 是 全 体 多 项 式 的 集合 .在 天 [5 中 定义 加 法 和 乘法 如 下 , 设 

FLU = aa” toe + ai tdg 
和 

BCE) = bnt” + o + bit + hn, 
则 f+ g R 18455 32 Sr dB hi 442J RARA, ME mn, Wil 

F+ glr) = a, — e + (a, + b. )t + u + (aí + bi)t + ao + Bo. 
而 且 , 了 与 g 的 积 是 多 项 式 
Felt) = abat" +o + Carbo + aobi)t + aobo, 
就 是 说 ， 
Fg(tt) = ca t" + o + et + co, 


其 中 


上 
1 

i = Yad... = apb, + agbe- T "U + ab. 
t=0 
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定理 9.9 K[:] 关 于 习题 9.150 的 加 法 和 乘法 是 一 个 变换 环 , 它 具 有 一 个 单位 元 素 且 无 
零 因子 (就 是 说 , K[t] 是 一 个 整 环 .) 
9.151 说明 K 怎么 可 以 视 为 天 Fe] 的 一 个 子 集 . 
W F 我 们 认为 纯 量 ¿€ KK 与 多 项 式 /(r)= ae 或 ao=(…,0,ao) 相 同 .于 是 ,KK 的 元 紊 的 加 
法 和 乘法 运算 可 以 是 
人 
和 
Ceao] ,OD, bol = Ce, 0, agbo). 
E 9.10 设 了 和 g 是 KK[z] 中 的 多 项 式 , 则 degi fe) = degf + degg. 
9.152 证明 定理 9.10. 
证 EF 假设 
FUD = az" + o + ags 
gi) = bt™ + =: + bo, 
其 中 a, 0, bn 20. iA 
FDE) = ah nt" + RERAN. 
而 且 , 由 二 民 没有 零 因 于 ,因此 a b, 0.588 
deg( fg) = n + m = degf + degg 
9.153 ”证 明 K 的 非 零 元 素 是 K[t] 的 单位 . 
证 EF R fli)gtf)=1, 则 
0 = deg(1) = degi fg) = degf + degg. 
因此 degf=0 E degg =0, 以 及 了 和 g EK 中 的 纯 量 . 另 一 方面 , 若 a€EK 自 a#0, 则 aa '=1 且 a 
是 K[:] 的 一 个 单位 . 
+ 设 f 和 g 是 多 项 式 .车 存在 一 个 多 项 式 有 使 得 f(t) 王 g(t)h(7), 则 说 多 项 式 g(t) 
整除 (能 除 尽 ) 多 项 式 f. 
9.154 i8 g(#) 能 整除 f(1) .证明 degg 所 degf. 
证 EZ 车 g 能 除 尽 F 则 存在 产 使 得 FJ- g{z)htz), 于 是 ,根据 定理 9.10 知 , degf = degg + 


degh > degg . 


9.155 设 f 和 g EMAEMA, H 了 能 除 尽 g,g 能 除 尽 f. 证 明 (a)deg/ = degg, (b) f #l z Æ 
相伴 的 , 即 f(1)= kg(t), 其 中 EK. 
证 EF (G) 根据 习题 9.154( 或 定理 9.10), 我 们 有 degf 扩 degg ËB. degg 罕 degf, 因 此 deg f = 
degg. 
(h) 由 于 ERR s, ARETE h HIFU) =hlrbelt). B degf= degg, 因 此 我 们 有 degh = D. hH] 
话说 ,C1} = 大 为 下 的 一 个 元 于. 

9.156 ad 和 d' 都 是 首 一 多 项 式 , d ERR Ad ERRA. WE d = d. 
证 EF REJE 9.155, RITE dlr) hd {1), 其 中 EK. 出 于 dd 和 d' 都 是 首 -多 项 式 ,从 而 
首 项 系数 都 是 1, kd (14) 的 首 项 系数 是 &, 于 是 =1 自 d=， 


欧 几 里 得 {Euclid) 方 法 , 多 项 式 的 根 


这 一 小 节 用 到 下 面 的 三 个 定理 , 它们 的 证 明 在 习题 9.161 一 9.162 F. 
定理 9.11( 欧 几 里 得 除法 算式 ) S /GOMN gR K 上 的 两 个 多 项 式 , 且 g(:)20, 
则 存在 多 项 式 g(t) 和 x(z) 使 得 
Fa) = qt)gte) + r(!), 
其 中 或 是 r(r)=0 或 是 degr < degg. 
上 面 定理 的 公式 化 过 程 为 所 熟知 的 “长 除法 ”. 
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定理 9.12 设 aEkK 是 域 K 上 的 多 项 式 f{) 的 一 个 根 , 旦 deg =n, MEES TEAR 
qalt), degg =n- 1, Ë P 
fz) = (t —a)q(t). 
(就 是 说 ,: a 能 除 尽 f(z).) 
定理 9.13 设 一 个 有 理 数 p/ q ESHA 
fK) = a" 十 十 
的 一 个 根 , 其 中 a;,,…,ai,ao€Z. 那么 p 整除 常数 项 ao H ç BRETEN a. GFI, A c 
=p/q 是 一 个 整数 , 则 c 整除 20.) 
9.157 B f= + Bet BE f(1) 有 一 个 有 理 根 , 求 f(t) 的 全 部 根 . 
解 F 由 于 F(t) 的 首 项 系数 是 1, 因 此 F(z) 的 有 理 根 必 是 +1, +2, +4 中 的 整数 ,注意 f(1) 关 
D. fU - 1280. HER SRK k 1 -2 来 除 六 二 我们 得 到 
21+1-8-+4 
| 2+6-4 
1+3-2+0 
因此 :=2 是 一 个 模 , 并且 fid -Gie 3-2) 5 -e30 AATRE, gi 
fGOBBRB::=2, = (-3+ /17)02, =(-3- /17)22. 
9,158 Bgu) -2 - 6-3. EE z(y TERR, K g(1) 的 全 部 根 ， 
E gp) 的 整数 根 必 在 zl1, 3 之 中 .注意 (1120 应 用 综合 除法 ,或 用 1+1 除 g(z), 我 们 


得 到 
-1l1 -2-6-3 
-1+3+3 
1-3-340 


因此 = 一 1 是 ~- 个 根 旦 g(7)= 《+1)( 一 31 一 3). 现 在 虎 们 能 对 澡 --31 一 3 应 用 二 次 公式 ,于 是 
我 们 得 到 g17) 的 三 个 根 :1 = 1,1:=(3+ /21)/2, r= (3- /21)/2. 
9,159 HRl) Stt -2 + 1l 一 10. 假 定 和 (t) 有 两 个 整数 根 , 试 求 有 (1) 的 全 部 实 根 ， 


EO F EREE, +2,5 10 之 中 .应 用 综合 除法 {或 用 1- 1, 再 用 1+2 EBE) 18 


i 1-2+0+11-10 


1-1--1+10 

-2|1 -3 -1 +10+0 
-2+6-10 
1-3+5+0 


BM = 13 = -22EB8RB pti)=(-1)(0+2)(02- 3: +3). BX 2 - 3r + 5 BE W zt KER 
有 其 他 实 根 .这 就 是 说 ,A(2) 的 实 根 仅 仅 是 1:=1 和 += -2. 
9.160 TW AD)=283-382 一 6 一 2 已 知 f(1) 有 一 个 有 理 根 , 求 fi:) 的 全 部 根 . 


解 有 理 根 必 在 +1, +2, 1/2 之 中 .检验 每 ~ 可 能 的 根 ,应 用 综合 除法 (或 用 2:+ 1 来 除 


FDI 
1/22 -3-6-2 
1+2+2 


2-4-4+0 


于 是 ! = -1/2 -4E 
fD = (z +1/2)X(22 df -4) = (2+102 一 2r 一 2)， 
现在 ,对 2-2, -2 可 用 一 次 公式 .十 是 得 到 Ft2) 的 三 个 根 ;1 = —1/2, 514/3, í: T 1-3. 
9.161 证明 定理 9.11. 
证 F 苦 810)=0, 或 若 deg f < degg ,我 们 则 有 所 要 求 的 表示 式 (2)=D0ett}+ 了 (1). 现 没 deg f 
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degg, B Wl 
FU) = a ttatta 
以 及 
git) = Ba teet pt 十 Dos 
RP an 0,220, P ram RREME 
AU) = JU) -p "a (D. (1) 
(这 是 "长 除法 "中 头 一 个 减法 步 . ) 那 么 deg 广 < degs. 由 归纳 法 ,存在 多 项 式 g1(1) 和 (1) 使 得 


fit) = gt) gt) + rir), 
其 中 或 是 + ( )==0 或 是 degr < degg .将 ACHA), H 


KoF [a sr” ho + (t). 
这 是 所 要 求 的 表达 式 . 
9.162 ”证 明定 理 9.12， 
证 er 根据 定理 9.11, 存 在 go(:) 和 rli) 使 得 
F) = t- agli) + r(t), (1) 
其 中 r(¿Y==0 E degr < degl- a) = 1, AE rt1}= 上 是 - FO Se Se r= a Arik RAOIR, 
得 
fla) = (a - a)q(a) + E. 
由 于 fta})=0 且 a -a=0, 因 此 我 们 得 到 上 = rt1)=0. 于 是 
fü) = -agl 
mA 
n = deg/ = degl: — a} + degg = 1 + degg. 
故 degg= n - 1. 
9.163 证 明定 理 0.13. 
证 上 Herm prg RA ya) =t 
a (p/q) tee + ai[p/g) + ao = 0. 
用 g 张 上 式 两 端 得 
aap” + as. b" q ta, p" gqg t+ apg + aog” = 0. (1) 
由 于 p 整除 (1) 的 前 n 项 ,因此 p 必 整 除 最 后 一 项 zoq". 册 假设 各 4 互 质 , 则 p EE a ME, q 
整除 (1) 的 后 x 项 ,因此 g 整除 第 一 项 a,p". 因 p Mg 互 质 ,因此 g ERa. 
定理 9.14 BOER K 上 的 一 个 多 项 式 , deg = n, WIEK 中 最 多 有 wn TR. 
9.164 ”证 明定 理 9.4. 
证 EF tfn 用 归纳 法 来 证 明 .车 n=1, 则 了 (1)=at+5 且 f{1) 有 性 一 根 := -b/a Bal Ë 
AORAR, MERR. HacK AE, 
f(t) = (¿ - a)g(t), (1) 
其 中 degg = n- 1. BIER AORERE- BBB g(h — F. bAa 是 了 (2) 的 另 一 个 
要 .将 ;= 户 代 入 人) 式 得 0= f(b)= (h-agh) HT K 没有 零 因子 ,县 5 -a 关 0, 因 此 必 有 gt(5) 
=0. 根 据 归纳 法 假设 , (ORZA -1 个 根 ,因此 rO OB a 之 外 最 多 有 nn 一 1 个 根 , 故 Ff(1) 最 多 
En tR. 
EH 9,15 设 Fi) 是 实数 域 R EAER, EE z = a + 机 {56 关 0) 是 f(1) 的 一 个 
根 , 则 共 斩 复数 z= a- bi BESO AAR, H ¿(2)= (z -z)(t-z)= 2 -2at+ a? + b2 
是 f(t) 的 一 个 因 式 ， 
9.165 ”证 明定 理 9.15， 
证 EF hF degc =2, 因 此 存在 q(t) 和 M,NERR 使 得 
f(t) = eltolt) + Mt + N. (1) 
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z=a+b Æ fO HM e(O SITR W í< a+ IA (1158148 
f(z) = c(z=)g(z)+ M(z) + N, 
或 
0 = 0q(z) + M(z) + N, 
Rp 
M(a+ bi) + N = 0, 
因此 Ma + N=0 E Mb=0. A LA ARDE M=0.FÆ0+N=0% N=0. 4 A) c (t)q(4) 
H zsah tEn 8. 
9.166 iR /Gr)= -3 t6 +25 -39. 已 知 上 =2+3 是 F(t) 的 一 个 根 , 求 f{z) 的 全 部 
W. 
E Er RBT243; 是 了 f(t) 的 一 个 根 , 因 此 2-3 也 是 fl) 的 一 个 根 且 cf1)=1?-4:+13 是 
ft) 的 ARR. A eOk Ftz) 得 
fü) = (2 - 48 +13)(0 r t 3). 
xi 35 28 OWE. BLR OA 4 FOdB:243: 2-3 (- 1+ V13)/2, 
(-1- /13)/2. 
9.167 FOR- AREENA. WEH f(z) 必 有 一 个 实 根 . 
证 eF 据 定理 9.15 知 , f(1) 的 复 根 必 成 对 出 现 ,代数 学 基本 定 吾 ( 当 题 9.175) 指 出 ft1) 有 奇数 
个 根 . 困 此 f(1) 至 少 有 一 个 根 是 实 的 . 
9.168 ”从 几何 上 证 明 奇 次 实 多 项 式 fF(1) 有 一 个 实 根 . 
证 Em 设 f(i) 的 首 项 系数 是 正 的 (否则 ,用 -1 腓 rU). bT degf= n, n 是 奇 歼 ,因此 我 们 有 
dm fG) =+ %, hmf(t) = - %, 


于 是 光世 的 图 形 至 少 通过 t 轴 一 次 ,如 图 9-4 所 示 . 


KEt] 作 为 一 个 PID 和 UFD 


这 一 小 节 , 证 明 一 个 域 K 上 的 多 项 式 环 K[i ] 是 一 个 主 理 想 整 环 和 一 个 惟一 因子 分 解 整 
环 ,( 有 关 定 义 ,请 读者 参考 9,5 节 .) 
定理 9.16 域 扩 上 的 多 项 式 环 K[:] 是 一 个 主 埋 想 整 环 .若是 K[t] 中 的 一 个 理想 , 则 
存在 惟一 的 首 -~ 多 项 式 d, 它 生成 7, 即 能 除 尽 每 一 多 项 式 FC J. 
9.169 证 明定 理 9.16. 
证 E 设 了 是/ 中 次 数 最低 的 - -个 客 项 式 .由 于 我 们 能 用 一 个 非 零 数 乘 4 后 仍 在 全 中 ,因此 不 
失 一 般 性 , 可 假定 4 是 一 个 普 一 多 项 起. 现 设 fEJ. 由 除法 算式 , 存在 多 项 式 9 和 + 使 得 f= qd + 
r 其 中 或 是 7 = Ú 或 是 degr< degd .现在 Ff. q € J 蕴含 9d4€4, 从 而 r= 了 ff- gd&EJ .但 是 ,d 是 了 中 
次 数 最 低 的 多 项 式 ,因此 +=0 且 f= gd, 即 a ERE 了 .我 们 尚 需 证 明 q 是 惟一 的 , 设 好 是 另 一 个 
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生成 了 的 首 一 多 项 式 , 则 a 能 除 尽 d Ed ERN 4d. 因 d 和 a’ 都 是 首 一 的 , 因此 4 = d. ER 
证 . 
定理 9.17 Mg 是 K[t] 的 两 个 非 零 多 项 式 , 则 存在 惟一 的 首 一 多 项 式 d 使 得 (i)a 
RERE f Mg 以 及 (3) 若 d RRS Ag, W d ERRA. 
9.170 EHEH 9.17. 
证 EF RGI- Imf+tngim,n EKU] 个 理想 . 设 2 EER I AETA. EEF fF, z 
EI, RE d ERR Ag ME ERR Hg. SJEA 2 ERNES BA, f, z€ I, AREIS 
J.F 4€7, 从 而 正如 我 们 所 要 求 的 2 ERRA .我们 尚 需 证 明 d 是 惟 Ed E: f az B) B 
一 { 首 -的 ) 最 高 公 因 式 , 则 d 整除 si B di 整除 a E 4 和 qi 都 是 首 一 的 ,因此 4 = 中 .定理 得 证 . 
注 定理 9.17 中 的 多 项 式 d EOS f Ml z 的 最 高 公 因 式 .着 4 =1, 则 称 f 和 g RAAN. 
推论 9.18 设 d 是 多 项 式 f Hl e 的 最 高 公 因 式 , 则 存在 多 项 式 m 和” 使 得 
d= mf + ng. 
特别 地 , 若 了 上 和 8 是 互 质 的 , 则 存在 多 项 式 m An 使 得 


mf + mg = 1. 


9.171 证明 推论 9.18， 
证 EF 从 定理 9.17 的 证 明 可 知 ,4 生成 理想 了- lmf+ ngim, n EKU] EEFE m nE 
K[: HEI d= mf+ ng. 
9,172 定义 不 可 约 多 项 式 . 
W üz 设 和 多项式 pEK[i] 有 正 的 次 数 , 即 p 不 是 一 个 常数 ,并 有 日 车 p= 谢意 指 了 或 g 是 一 个 
纯 量 , 则 说 p 是 不 可 的 的 . 
引 理 9%.19 设 pE KIrj 是 不 可 约 的 , 若 p RERE gE KÉT e, W p RRRS 
能 除 尽 g .而 且 一 般 地 , 若 p 能 除 尽 nn TERRIER fro fa M p BREEN HHA 
多 项 式 . 
9.173 证 时 引 理 9.19. 


证 EF PE p Bb e y BARRE F. T 户 是 不 可 约 的 ,因此 f fl 户 几 为 互 质 的 .于 是 ,存在 
多 项 式 m,n € K|: HER 


mf + np = 1. 
B| z ERAMI 
mjg + npg = g. 
因 p 能 除 尽 fp, 因而 能 除 尽 mfg. B. p RERE npg i p 能 除 尽 和 g= mfg +t npg. 
现 设 产能 除 尽 方 方 … 毛 , 若 户 能 除 尽 万, 则 所 要 证 明 的 结论 威 立 . 若 p PRERE fir AEAEE 
面 的 结果 , p ERE pofa JEn AABAA, p SERIE g... 中 的 一 个 多 项 式 . 引 理 得 证 . 
定理 9.20( 惟 一 因 式 分 解 定 理 } 设 f 是 K[t] 的 任 一 非 零 多 项 式 , 则 扩 可 惟一 地 ( 除 顺 序 
之 外 ) 写 成 一 个 乘积 f= kpi bai ;此 处 有 EK H p 是 K[t] 的 首 一 不 可 约 多 项 式 . 
9.174 证 明定 理 9.20. 
证 EF 首先 ,我们 证 明 这 样 的 案 积 是 存在 的 . 若 上 是 不 可 约 才 项 式 或 fEK, 则 显然 存在 这 样 一 
个 乘积 . 另 一 方面 , 设 上 = gh, 其 中 了 和 g& 都 不 是 纯 量 , 则 g 和 六 的 次 数 小 于 子 的 次 数 .由 归纳 法 ， 
我 们 可 以 假定 g = k a 2 g, 以 及 天 = 下 2 下 此 处 RE 下 号 十 和 大都 是 不 可 约 儿 项 
式 .因此 


f = (Rik) ELE2 ghiir h, 
是 我 们 所 要 求 的 表示 式 ， 
其 次 ,了 的 这 样 的 乘积 是 惟 … 的 ( 除 顺 序 之 外 ). 设 
f = kpiye b, = EGAY” gm; 
Rh, CKHp, 7, be qu dm WEE -不 可 约 包 项 式 ,现在 p 整除 kagar” da H T p 
是 不 可 约 的 ,因此 根据 引 理 9.19, 它 必 整 除 诸 g, 的 一 个 ,比方 说 p 整除 gi. H TF p 和 q: 都 是 不 可 


FAE RARE 


9.175 


约 的 旦 是 首 一 的 .因此 p= go TE kpr opa = kgr gn BARE, RITE n= m, 3 B 38 5 1838 
q, 的 顺序 便 有 ps = 92,…, Pa = Gm RIDER £= p ERIE. 
不 加 证 明 地 叙述 代数 学 基本 定理 . 
S r 复数 域 C 是 封闭 的 .这 就 是 说 ,C 上 的 任 一 个 次 数 世 1 的 专项 式 aE Cc HAAR, A 
而 吉 旨 可 惟一 地 ( 除 顺 序 之 外 ) 表 示 成 乘积 

FU) = kie- rM rbol- rads 
Eh k. z € C E. ç = degf. 


定理 9.21 BOERS R 上 的 任 一 个 次 数 "六 1 的 多 项 式 , 则 i) 可 惟一 地 ( 除 顺 
序 之 外 ) 表 示 成 乘积 


FO) = kpi pUe bat), 


其 中 ER 且 诸 p RERRA 182 的 首 一 不 可 约 多 项 式 ， 


9.176 


证 明和 定理 9.21. 
证 EF 根据 代数 学 基本 定理 , 我 们 有 
F) = krt- rt rapot Fals 
其 中 上 ,ri EC. 由 于 上 是 (2) 的 首 项 系数 ,因此 ERR, 而 且 , 苦 x, =a + 好 是 一 个 复 根 , 则 =a- 
bi 也 是 一 个 根 . 并 且 


pD = (t — r)(t — F.) = í? — 2at + a? + bŠ 
大明 上 的 一 个 多 项 式 , p REE. ET pO: YB R Pe Ek. AE p(t1) 在 RR 上 是 不 可 约 的 . 定 
理 得 证 . 
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10.1 单词 
10.1 定义 一 集合 4 上 的 -个 单词 或 字符 串 , 并 给 出 一 个 重子 . 


S EF 设 和 A 是 “个 字母 表 , 即 其 元 率 称 为 字 秤 的 集合 , 米 自 于 A 的 { 或 者 A 上 的 ) 一 个 单词 [ 字 
符 串 } 是 一 个 有 限 的 字母 序列 .例如 

u = ababb, v = accbaa 
是 来 自 于 字母 表 4 = la, b,c HRR. ZRNA A RETER 1 表示 , 亦 定 义 为 来 自 A 的 一 个 单 
词 . 我 们 常常 把 记号 wa 缩写 成 xi, aau 缩写 成 <3, 等 等 .这样 , 上 面 的 单词 写成 u = abab? 和 > = 
ac?Ba? .及 上 的 所 有 单词 的 集合 用 A“ 来 袁 示 ， 


E 若 无 特 别 申明 ,字母 表 4 将 是 有 限 的 ,符号 u,v, w BEA 上 的 单词 之 用 ,以 及 及 
的 元 素来 自 于 字母 a， b,c., 


10.2 


10.3 


10.4 


10.5 


10.6 


定义 联结 运算 ,并 给 出 例子 . 

解 EF 考虑 一 字母 表态 上 的 两 个 单词 A ou 和 的 联结 , 记 作 wp, 它 是 :的 字母 后 面 紧 跟 

着 窟 o 的 字母 得 到 的 A 上 的 单词 ,例如 ,习题 10.1 f u = abab’, a = ac2ba2, 我们 有 
uv = abab ac ba’, vu = acchaaababb . 

RR, REREPEN, 我们 仍然 定义 ut uu, u’ =u u. R, u" l= u'u. 

考虑 单词 u = azpa352 jl v= bab2. R lajuv, (b) vu, (c)o2, 

W 证 At o7s— 4 B injÉD En, A rE — A Pin] 35 E Ba. 

(a) uu = latba h? M habt) = a ba b ab", 

(b) vu = (bap) la ba? b?) = babra? ba bt, 

(c) v= m= (bab?) (bab?) = babab’. 

i$ u= a'h, v=b°ab.K:l(a) uvu, (b) Ag, tÀ, uiv. 

WW EF (.) SH u 的 字母 ,再 写 vw 的 字母 , 最 后 写 x 的 字母 ,得 到 


uvu = a` btaba b. 


(b) hF A 是 空 单词 ,因此 


Au = uà = u = a'b, 


和 
nàu = uv = a264ap. 


定义 一 个 单词 w 的 子 单词 和 初始 节 . 

W wz REG w= vuv A u RA w B AFRA E oí = A 为 空 单词 , 则 x 称 为 w 的 初始 
节 . 注 意 , 由 于 w= AA. k a È a 的 一 个 子 单词 .并 且 , 由 于 wawa B w R ay 个 子 单词 . 
设 如 = abcd . 求 w 的 所 有 子 单词 .它们 之 中 万 些 是 w 初始 节 . 

解 ef 子 单 词 是 ,2,5, c,d 06, he, cd, abc, bed, w= abd Wii TE A, a, ab, abc 和 abed ,我 们 
强调 , 尽管 "= ad 的 字母 都 属于 w, 但 它 不 是 w 的 一 个 子 单词 ， 

定义 单词 u 的 长 度 , 记 作 | u l X (u). 

解 um u 的 长 度 等 于 其 字母 序列 的 元 素数 日 .就 是 党, 若 z = marvan MD a | = a. B == 
2, 则 lw =0. 

Ë a 和 ww 是 习题 10.3 中 的 单词 . 求 | ai zl al Mos A i v? ll- 

解 == 计算 每 个 单词 的 字母 数目 得 到 | ull =s, lel = 4, H eoll =12, 1 ve l =12, | 221 = 
8. 
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10.9 HFA 上 的 任意 两 个 字母 x Mou EH: (a)i o | = lu +] ol; (bl | = 


10.10 


| ou it. 


证 EF (ailal =r |o 1 =s M ww 会 有 4 的 7 个 字母 及 其 后 vw 的 :个 字母 .从 此 


bavl =r+s= lal + lel. 


(5) 应 用 (a), 得 


Mao] = Fa] + lol = Mol + Jal] = vel. 
定义 自由 半 群 . 
解 EF 设 F En A 上 的 所 有 单词 的 集合 ,具有 联结 运算 .显然 该 运算 是 结合 的 且 空 单词 1 
是 一 个 单位 元 京 , 因 此 是 - 个 半 群 , 称 为 A 上 的 自由 半 冉 .注意 下 满足 右 和 左 消 去 律 . 


10.2 语言 


10.11 


10.12 


10.13 


10.14 


10.15 


10.16 


10.17 


定义 一 个 集合 A 上 的 诸 言 . 
NL FRR 4 上 的 任 一 单词 集合 工 , 即 4 PO A 上 的 一 个 语言 . 
用 文字 叙述 A= ja,5 上 的 下 列 语言 : 
(a) L= la, ab, abei; 
(b) La=ja”b im >0, n>0!: 
(c) La= |a”b" m >01; 
(d) L,=lb"ab";, m 20, n 201. 
解 F (aY L, 是 由 开始 为 一 个 a 其 后 是 一 个 或 更 密 个 总 的 所 有 的 单词 组 成 的 ， 
(b) L, 是 由 开始 为 一 个 或 更 多 个 a, 其 后 是 一 个 或 更 多 个 6 的 所 有 的 单词 组 成 的 ， 
(e) L, 是 由 开始 为 一 个 或 更 多 个 a, 其 后 是 同样 个 数 5 的 所 有 单词 组 成 的 . 
(d) L, 由 愉 好 是 距 不 是 开头 叉 不 是 最 后 字母 的 一 个 a, 即 在 a 的 前 面 和 后 面 有 - -个 或 更 穹 个 疡 的 
所 有 单词 组 成 . 
设 K #RIL 是 一 字母 表 A 上 的 语言 .定义 A 上 的 语言 KL， 
WW EF KL 是 入 上 的 所 有 联结 KK 的 单词 和 工 的 单词 形成 的 单词 组 碟 , 即 

KL = fw:w = uw, H Pu € K,vE LI. 
H K= ja, ab,a°|, L= tb’, abai A S fa, b| EIRE ROKL, (b)LL. 
解 EF (4) 联 结 KK 的 单词 和 L 的 单词 得 到 

KL = Jab, aba, ab’, ababa, a2b2. a ba). 
(b) 联结 工 的 单词 和 了 的 单词 得 到 
LL = |b", b2aba, abab’ , aba bal. 
W IL RA EPAR Æ: a)l”, n220,(b)L ". 
W EF (a) LO =lAal L eL, L+" = LL, n>0. 
(b) L* 由 单词 的 字母 是 L 中 单词 的 字母 的 所 有 单词 组 成 , 即 
L* = UI 

注意 , L 包 售 空 单词 人 生 这 个 定义 与 上" (习题 10.1) 的 定义 -- 致 . 
考虑 各 = jaip,cj 上 的 语 膏 工 =jap,cl 求 (a) 工 ?fb)yEL3 (e)L 2. 
WW F (a) 根据 定义 , 工 = |X1. 
(b) 从 工 的 所 有 3 个 单词 形成 的 序列 得 到 

L? = lababab,ababe, abcab, abe2, cabab, cabe, c ab, etl. 
(c) -ARR ARAR REE. 
ËA=la,b cl RL BEFPOLSIE DOLS labh (coL= jab cl. 


解 EF (aL "由 所 有 单词 如 组 成 ,其 中 n 为 偶数 { 包 会 空 单词 )， 
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(b)L `Ë a 和 5& 的 单词 组 成 . 
(c}L* 由 及 上 的 所 有 具有 下 面 性 质 的 单词 组 上 成 ;完全 让。 合成 的 每 个 最 大 于 单词 的 长 度 能 被 3 除 
尽 

10.18 ”考虑 一 个 可 数 的 字母 表 A = jai, ay T.I 上; 是 A 上 的 语言 , 它 由 那些 单词 w 组 
成 , w 的 字母 下 标 之 和 等 于 .例如 , aza sasa a, 属于 上 1g. 求 工 4. 
E EF 在 工 , 的 单词 中 不 能 用 w 大 于 4 的 字母 a, .而且 ,在 L 中 不 会 有 包子 4 个 字母 的 单词 . 
因此 得 到 r. 的 单词 如 下 : 

aLaaa, 042142 alaaaiyaaaitdiyaias asaiyaaa2ya4， 

10.19 ”考虑 习题 10.18 中 A=|ai,az,，…{ 上 的 语言 Li .证 明 L, 是 有 限 的 ， 
证 上 RAEE Aa, Manan a 可 作为 工 ,中 单词 的 字母 , 并且 L, 中 没有 名 十 个 字母 
HR. EE, L, 是 有 限 的 . 

10.20 ”考虑 一 个 可 数 的 字母 表 A = lar, ay i. WER: (a) A "是 可 数 的 ;(b)4 上 的 任 一 语 
EL 都 是 可 数 的 . 
证 EF (a)A' 是 习题 10.18 中 定义 的 有 限 集合 L, 的 可 数 的 并 集 . 因 此 A* 是 可 数 的 . 
(bL 是 可 数 集 4 "的 -个 子 集 ,因此 L 也 是 可 数 的 


10.3 ”正则 式 和 正规 语言 


10.21 S EBE A 上 的 一 个 正则 式 x 以 及 A 上 的 用 7 来 定 闵 的 语言 L(x). 


8 EF A 上 的 一 个 正则 式 > 是 来 白 于 及 ,并 且 有 5 个 新 元 素 : 
A 
的 一 特殊 类 型 的 字符 串 .此 处 “ V " 读 作 “或 ",“ *" 读 作 “ 星 ”, A 上 的 表达 式 x MAAL ÆN r 的 
长 度 归 纳 地 定义 如 下 : 
FFEN: 
O 没有 长 度 为 0 HEN. 
(ü) 长 度 为 1 的 正则 式 是 4 和 每 个 a€ A.L (A= 13|,L(a)= lai, 
G) 只 有 长 度 为 2 的 正则 式 是 ( ”}, 并 且 由 它 定义 的 语言 是 空 集 , 即 该 语言 没有 元 束 . 
归纳 步 又 : 
(G 设 r 是 定义 一 个 语言 的 于 则 式 .那么 (+) 是 一 个 正则 式 且 {ir))=Ltr), 以 及 [r") 是 定义 语 
言 工 ”的 正则 式 . 
(ii) 设 ri 和 T Roy V m L, 各 L; 的 正则 式 . 那 么 (ri V r) E S iu Ia U L; 的 正则 式 ， 
HEAri o BENER Lil 的 正则 式 . 
MAR ENA AER A EE R 09. 
注 通常 ,有 可 能 的 话 , 我 们 从 正则 式 省 去 括 导 . 由 士 语言 的 联结 和 语言 的 并 是 结合 的 , 多 
此 许多 括号 可 以 省 略 . 而 且 , 为 采用 方便 ,“* "优先 于 联结 以 六 联结 做 于 于 "Y ”其 他 撕 导 可 以 
省 略 . 
10.22 ”定义 字母 表 4 上 的 一 个 正规 集 或 正规 话 富 工 , 
解 Em 若 工 是 用 A 上 的 一 个 正则 式 x 来 定义 的 语言 ,四 车 市 “个 止 则 式 了 使 得 二 = 工 (r)， 则 
LÆ SERKA. 
10.23 A=la, bl, r=la Vb)" 好 .(a) 说 明 r 是 A 上 的 一 个 正则 式 ,{b) 描 述 A 上 的 由 r 
ERBA Lir). 
R Fa) BE, HF ate 98 f 4A, 因而 它们 都 是 正则 的 .因此 (a VaM EER, F 
是 (a V b) 是 正则 的 ,从 而 {a VB 六 站 是 正则 的 . 
(b) 注意 {a Y 5)" = A" E a 和 的 所 有 单词 组 成 的 , IN ik L EE a = bb 为 结尾 的 所 有 单词 组 
成 的 - 
10.24 设 4=jia,bi 划 定 (a)r=e ,fb)r=ae 中 每 一 个 > 是 否 是 4 上 的 一 个 正则 式 , 若 
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10.25 


10.26 


10.27 


10.28 


10.29 


10.30 


10.31 


10.32 


10.4 


10.35 


是 , 则 描述 L (r). 
R OE (a) 注意 a (a ) 的 一 种 缩写 .由 于 a€ A 是 正则 的 ,因此 r= a "是 一 个 正则 式 . 工 (>) 


是 a 的 上 所 有 单词 (各 括 空 单 诈 4) 组 咸 的 . 
(b) 这 里 , 由 于 a 和 a “都 是 正则 的 ,因此 r= aa EENH. MA, Lir a 的 所 有 单词 (包括 空 


单词 ) 组 成 的 . 

对 (a)jr=ab',(b)r=aYb ',r=a Ab 重复 习题 10.24. 

E EF (a) BF a fm p) 都 是 正则 的 ,因此 y=a8 “也 是 止 则 的 ,L(r) 是 以 a 开始 而 其 后 没有 或 
有 包 个 5 的 上 折 有 单词 组 成 . 

(b) 由 上 ea 和 5 都 是 正则 的 ,因此 -=avV5 也 是 正则 的 . 工 {r) 是 由 单词 w = a 和 任 一 总 的 单词 
组 成 的 . 

(c) HF ATEH 4 的 5 个 元 素 之 一 ,因此 > 不 是 正则 的 ， 

设 A=la,b,el, u =ae WH w EBAT L (r), J hk(a)r = ab* t. (b)r= (a * b 
Ve)’. 

解 EF (a) 是 . 因 m=aic 出 及 1AELI6 DH c€ L(c*). 

(b) 否 .注意 工 (a b) Æ hH a"s 组 成 的 ,因此 , 若 a 出 现在 L(r) 的 任 一 单词 中 , 则 跟 在 后 面 只 能 
是 一 个 a 或 8 而 不 能 是 c. 

W A=Í[a,b,el, w5 ab .说明 w 是 寿 属 于 LCr), 此 处 (a)r=a* VNV), (br 
=a (pVe). 

R EF (a) 否 . 这 里 L(7) 由 a HAARA be 的 单词 组 成 . 

(tb) 是 . 国 aEL(a") 且 rELi(pYe)"). 

对 有 A= fa,5| 上 的 正则 式 7r=abb6*a, 求 上 L(r). 

解 Em LDR a 开 类 和 结尾 并 且 中 和 间 是 由 一 个 或 更 多 个 b 的 所 有 瘟 词 组 成 ， 

对 A=1a,5} 上 的 正则 式 r=8' a6 "ab", 求 L(r). 

解 EF LI(r) 由 从 好 有 两 个 a 的 所 有 单词 组 成 . 

求 &=jia, 引 上 的 -个 正则 式 使 得 L(xr)= fab": m 220, n 2201. (见习 题 10.12 
(b).) 

解 ” i 入 注意 上 (7 ) 由 开头 为-- 个 或 更 多 个 a, 其 后 基 一 个 或 更 多 个 & 的 所 有 单词 组 成 .因此 ,我 
们 可 令 r= aa" 地 '.{ 注 意 + 不 是 惟一 的 ,例如 v=a*ab*b 也 是 一 个 解 .) 

求 4=ja, 引 上 的 一 个 正则 式 > 和 使得 L(r)= Ib"'ab"im >00, n >04. (0A 10.12 
{d).) 

Ñ F 注意 工 (r) 由 这 样 的 一 些 单 词 w 组 成 .w 的 字母 除了 个 既 不 是 开头 又 不 基 最 后 的 字母 
a 之 外 其 祭 都 是 字母 b AE r = bb * ab “是 一 个 解 . 

求 4=ja,5l 上 的 一 个 正则 式 > 使 得 =la”: m > 中 (见习 题 10.12(e).) 

E Em 不 存在 这 样 的 ~, 即 该 语言 不 是 正规 的 .在 习题 10.46 中 给 出 它 的 证 明 . 


有 限 状 态 自动 机 


定义 一 个 有 限 状 态 自动 机 (FSA}. 

解 时 -个 有 限 状 态 白 动 机 ,或 简单 地 一 个 自动 机 M 由 五 部 分 组 成 ， 
(]) AEREA ARS TERJA. 

(2) 一 个 有 限 的 内 部 状态 集合 5. 

(3) S 的 -个子 集 Y( 其 元 素 称 为 接受 或 者 “是 "状态 )， 

(5) 一 个 从 3Sx 和 到 S 的 下 -一 状态 函数 . 


-314 


2000 离散 数学 习题 精 解 


10.34 


10.35 


10.36 


10.37 


当 我 们 要 指明 自动 机 M 的 五 个 部 分 时 ,这 样 的 一 个 自动 机 用 M= (A.S, Y, s, PERR. 
有 些 教科 书 定义 (5) 中 下 一 状态 函数 F:Sx AS 为 对 每 一 个 a€ A 的 函数 所: S 一 5 的 集合 . 
这 就 是 说 , 每 一 个 输入 a 可 以 被 认为 是 在 自 或 机 的 状态 中 产生 一 个 转换 . 置 F(s,a)= f(s) 表 示 两 
种 定义 是 等 价 的 ， 
给 出 一 个 有 限 状 态 自动 机 M 的 例子 . 


W wz 定义 M 的 五 个 部 分 如 下 ， F a b 
{1) A=la, b L MARS. 

so fo s 
(2) S= fsp su si ARRE. ï) So $; 
(3 Y=|s nh EERE. Sa A S 
(4) so 初始 状态 . 
(5) FORSAN F:Sx AS 定义 为 图 10-1 


F(so a) = sa Fsb) = s Flsia) = sos 

Fish) = s, FO a) = sa Fis, b) = so. 
那么 , M 是 一 个 自动 机 ,下 一 状态 函数 常常 用 一 个 表 给 出 ,如 图 10-1 所 示 . 
定义 一 个 有 限 状 态 自 动机 M 的 状态 图 D = DI M), 并 给 出 一 个 例子 .通常 ,一 个 自动 
是 用 其 状态 图 而 不 是 列 出 它 的 5 个 部 分 来 定义 . 
解 Er D(M) 是 如 下 的 标号 有 和 疝 图 , DLM) 的 顶点 是 S 的 状态 , 一 个 接受 状态 用 双 图 表示 .在 
DIMP, ARE s 车 5 车 Fis,a)= s BER AG) 5, 则 有 -一 个 标注 输入 a 的 箭头 { 有 商 
L) (ARESE, 我 们 对 所 有 产生 一 个 给 定 的 状态 转换 的 输入 只 有 一 个 科 头 , 而 并 不 是 对 每 个 这 
样 的 输入 都 有 一 个 稍 头 . ) 而 且 ,初始 状态 标 上 一 个 特殊 的 箭头 , 其 终端 在 顶点 so 但 无 起 始 顶 点 . 

习题 10.34 中 自动 机 的 状态 图 如 图 10-2 所 示 . 注 意 ,由 于 Fna) = sa FOr b) = sa 因此 从 

s2 到 s, 的 箭头 标 上 a Mb. 


图 10-2 


设 M 是 一 个 具有 输入 A 的 自动 机 .定义 A 上 的 由 M 确定 的 语言 LCM). 
解 Er A 上 的 每 一 个 单 记 w= a1a2…a, 确定 -个 状态 转换 序列 


Sn S| ST Sn 
其 中 s 是 初始 秘 态 ,s, = F(s，1,2,),i>0, 等 价 地 ,单词 w 确定 图 DD(M) 的 一 条 通路 P. ERRE 


w 中 的 字母 的 箭头 序列 起 娩 于 5 从 顶点 到 顶点 . 
若 最 后 状态 n 是 Y 中 的 : -个 接受 状态 , 则 说 4 识别 或 接受 ww. M 的 语言 L(M) 是 4 上 的 为 


M 所 接受 的 所 有 单词 的 集合 ， 
考虑 图 10-2 的 自动 机 M. 判定 单词 w 是 否 为 M 所 接受 ,此 处 (a) w = ababba,(b)w 


= Baab, (c}w = À. 
M F {a) 由 图 10-2 和 单词 w = ababba 得 到 通路 


a b a h 5 aá 
P = ag C sg ei * so Ps] 52 


BERES * 不 在 了 中 ,因此 :不 为 M 所 接受 . 
(bY) 单词 w= baab 确定 通路 


a a 
P = sgos sg sy 


最 后 的 状态 E Y E.S I w N M 所 接受 . 
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{c) 这 里 , 由 于 w 是 空 单词 , 所 以 最 后 的 状态 是 初始 状态 . 因 y 属于 了, 央 此 1 为 M 所 接受 . 
AORE 10-2 的 自动 机 M 的 语言 L(M). 

解 EF 由 于 (1) 我 们 只 能 在 相继 两 个 博之 后 渤 入 状态 s (2) 我 们 决 不 离开 s, (3) 只 有 状态 s, 
是 拒 受 状态 ,因此 工 (MI) 是 A 上 的 所 有 没有 相继 两 个 的 单词 组 成 的 . 


下 面 的 定理 给 出 正规 语言 和 自动 机 之 间 的 基本 关系 . 
定理 10.1 一 个 字母 表 4 上 的 -一 个 语言 L 是 正规 语言 的 充分 必要 条 件 姨 ;存在 一 个 有 
限 状 态 自动 机 M 使 得 工 = 工 (MT) 


10.39 


10.40 


10.41 


10.42 


10.43 


H A= ja, bh 构造 一 个 自动 机 M, 它 恰 恰 接 受 4 上 的 那些 有 偶数 个 a 的 单词 . 例 
H, aababbab , aa, bbb, ababaa 为 M 所 接受 ,但 ababa, aaa, bbabb 将 被 M EF, 

W r= 我 们 只 需 两 个 状态 o 和 si RINER M 处 于 so 或 so 是 根据 a PJ 3 526 eë bh a 
或 是 奇 相符 合 而 定 .! 这 样 so 基 -- 个 接受 状态 ,而 ;| 是 一 个 拒 受 状态 .) 于 是 只 有 a 将 转换 状态 ,而 
且 ,s0 是 初始 状态 . M 的 状态 图 如 图 10-3 Br 8. 


图 10-3 图 10-4 
设 A=1a,61 .构造 一 个 自动 机 M, 它 恰恰 接受 A 上 那些 以 两 个 结尾 的 单词 
解 EF 由 于 如 为 M 所 接受 ,但 2 或 5 不 为 接受 ,因此 我 们 需要 3 个 状态 sosi 和 s, RE sç 为 
初始 状态 ,从 so 到 s, 和 从 s 到 ss 有 标注 5 的 箭头 .而 且 sy 是 - -个 接受 状态 ,但 so 和 + 不 是 接受 
状态 ,这 就 给 出 图 10-4(a). 另 一 方面 ,车 有 一 个 ,我 们 则 要 回 到 so, 以 及 我 们 若 处 在 s 且 有 一 个 
b, 我 们 则 要 停留 在 ;3. 加 土 这 些 条 件 给 出 所 要 求 的 自动 机 如 图 10-4(b) 所 示 . 
设 4= |a,5|. 均 造 一 个 自动 机 M . 它 恰恰 接受 A 上 那些 单词 中 5 的 数 可 被 3 整除 ， 
S E 我 们 需要 3 个 状态 sosi Ps HP s 为 初始 状态 ,从 sp Bisi A si Plog 以 及 从 s: 回 到 
s 需要 有 标注 5 的 箭头 . 按 模 3 计算 5 的 数目 以 确定 所 处 状态 .这 样 so 是 一 个 接受 状态 但 s 或 s; 
则 不 是 .标注 a 的 箭头 不 转换 状态 .所 要 求 移 自 动机 如 图 10-5 所 示 . 


图 10-5 图 10-6 


设 A= ja,51. 构 造 一 个 自动 机 M, 它 接受 习题 10.12 的 语言 Li. 
W Em 见 图 10-6. 
设 A= ja,5|. 构 造 一 个 自动 机 M , 它 将 接受 语言 工 = lanb"im 和 为 正 整数 1.( 见 
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习题 10.12(b).) 
K EF 见 图 10-7. 


图 10-7 


10.44 WW A=la, bl. 构造 一 个 自动 机 M, 它 将 接受 语言 工 = laabi m 和 nn 为 正 整 数 |， 
(见习 题 10-12(4).) 
W EF 见 图 10-8. 


图 10-8 


定理 10.2( 抽 吸引 理 } 设 (i)A 上 的 一 个 自动 机 M Ak TRE; Gie ÆA 上 的 为 M 所 
BRAA Gi) | w | >. RA, E w= aryr, MATE- TERR m, wn = zy" 为 M 所 
接受 . 

10.45 ”证 明定 理 10.2. 
证 EF iW wajarna P= [soy si U 35) 为 ww 所 确定 的 相应 的 状态 序列 .根据 假设 , n >a, k 
为 状态 的 数目 .因此 P PEART AHR, H ss RP cji ra alaz ayy ao 
a 三 ri 如 图 10-9 所 示 的 zy fE s=, BIERA xy" BE s 终止 .因此 ,w= zy"z 在 一 个 
接受 状态 s 纯正 ,定理 得 证 ， 


BL 10.9 


10.46 “证 明 语言 了 = fe”b”: mm 为 正 整数 ! 不 是 正规 的 . (见习 题 10.32.) 
证 BP 设 工 是 正规 的 . 据 定 理 10.1, 存 在 一 个 有 限 状态 自动 机 M 接受 上 .假定 M 有 上 个 状态 ， 
ao = ak 则 | < | > 下 ,由 拙 吸 引 理 ( 定 理 10.2), w= zyz AM REZ, E y IEZ, w = ayr 
也 为 M 所 接受 .车 y 仅 仅 由 a 组 成 或 仅仅 由 占 组 成 , 则 o; 没有 相同 数 日 的 a Ma P y AAA 
5, 则 zw 将 有 a Beb 的 后 面 .无 论 那 种 情形 , w 不 属于 工 , 这 就 产生 矛盾. 故 工 不 是 正规 的 . 
10.47 É LEA 上 的 语言 , 它 为 自动 机 M= <A,S, Y, so, 下 > 所 接受 , 求 一 个 接受 上 :的 
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10.48 


10.49 


10.50 


10.51 


10.52 


10.53 


10.54 


自动 机 和 N,L 由 A 上 的 那些 不 属于 工 的 单词 组 成 . 
解 ue 只 要 交换 M 中 的 接受 状态 和 拒 受 状态 便 得 到 N, YE, SENS w 不 为 M 所 接受 , 即 


HAR w 属于 工时 ,mw 为 新 的 自动 机 N 所 接受 .写成 式 子 的 话 ， 
N=(A,S SA Y, so F) 


设 M=(A,S, Y, so DAM = (A, S, Y ssh, 是 同一 字母 表 4 上 的 分 别 接受 
语言 LCM) 和 虐 (M) 的 自动 机 .构造 一 个 A 上 的 怡 好 接受 L O(M)D L (M) B 238. 
N. 
W. EF 设 Sx5s 是 NN 的 状态 集合 . 若 s 和 分 别 为 M 和 M 的 接受 状态 , 则 令 {s,s OE N 的 一 
个 接受 状态 , 且 令 (so,s 是 N 的 初始 状态 ,NN 的 下 一 -状态 函数 G:(S Xx 5 XASS EX 
Gis, ra) = (Fisa) F' (3',a)). 
那么 , N 将 恰好 接受 (MD 站 LM) 中 的 那些 单间 . 
重复 习题 10.48, 只 是 现在 构造 一 个 A 上 的 愉 好 接受 LOMJUELCM ) 的 自动 机 NN. 
解 == RER SxS E NARSA osp E N 的 初始 状态 . 现 设 (Sx Y )U(Y x S) 
是 N 的 接受 状态 .下 - "状态 落雪 局 定义 为 

Gils ha) = (F(s, a F (s. a)). 
那么 N RRE LM UL M ) 中 的 那些 单词 . 
构造 4 = 1a,581 上 的 一 个 自动 机 M, 它 接受 来 自 
A 的 那些 使 得 a 的 数目 是 偶数 和 六 的 数 日 可 被 3 
整除 的 单词 . 
解 eF 应 月 习题 10.39,10.41 和 10.48 AAK AAH 
M 在 图 10.10 F. 
构造 A = |a, b) ETADI M, 它 接受 来 自 
A 的 那些 a 的 数目 为 偶数 或 2 的 数目 可 被 3 整除 
的 单词 ， 
Ñ er 由 习题 10.49 和 10.50, 根 如 在 图 10-10 中 我 们 
售 sa sp im 是 接受 状态 , El 10-10 使 是 这 样 的 自动 机 M 的 图 . 
构造 4& = fa, 百 | 上 的 一 个 自动 机 jM, 它 将 接受 来 自 4 的 那些 5 的 数目 不 被 3 整除 的 
单词 . 
W EF 图 10-5 给 出 接受 5 的 数 日 可 被 3 更 除 的 单词 .于 是 只 要 改变 该 图 使 得 so 是 拒 受 状态 ,而 
si 和 s; RRRS, 便 得 到 所 要 求 的 自动 机 M. 
求 为 图 10-11 中 自动 机 M 所 接受 的 语言 L(M). 
解 r 一 个 单词 w 到 这 接受 状态 ss 且 停 留 在 ?4 SERA w 81 aabb 作为 一 个 子 单词 . 
IL(M) 由 所 有 这 样 的 单词 组成 . 


ss 


BI 10-11 


图 10-10 


ab 


描述 为 图 10.12 中 的 自动 机 所 接受 的 语言 工 的 单词 名 
解 zw uhita 不 转换 状态 系统 的 状态 , 而 u 的 每 个 5 则 转换 系统 的 状态 ;人 队 s 到 si. 
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10.55 


10.5 


10.56 


10.57 


(Wa) ELE, E w Pe yB x 对 子 模 4 与 3 周作 , 即 a =3,7,11…, 则 该 mw 为 对 所 接受 ， 


图 10-12 图 10-13 


描述 为 图 10-13 的 自动 机 所 接受 的 语言 工 AEN w. 
W EF 该 系统 只 有 单词 w 中 存在 一 个 a 女 在 上 5 之 后 ,才能 到 达 接 受 状态 s. 
文法 和 语言 
定 交 一 个 文法 . 
E r 一 个 文法 G 由 四 部 分 组 成 ， 
(1) - -个 有 限 的 元 素 集合 V, 其 元 素 称 为 变 元 或 非 线 结 元 ; 
(2) 一 个 有 限 的 元 素 集 合 T, 其 元 素 称 为 络 结 元 (了 与 V 是 分 离 的 ); 
(3) V 中 一 个 称 为 开始 和 罕 号 的 元 订 S; 
(4) 一 个 有 限 的 产生 式 集 合 PP; 一 个 产生 式 是 一 个 有 序 偶 te, B ,通常 记 作  — B, Er a, 8 E. V U 
中 的 单词 ,a 中 至 少 有 … 个 必须 含有 一 个 变 元 ， 

当 我 们 要 指明 文法 的 4 个 部 分 时 , 则 用 GOV, T, S, DERRE. 

除非 有 其 他 捉 述 , 下列 记 号 将 用 于 我 们 的 文法 中 .我 们 用 小 射 体 拉丁 字母 a,b,c, RPR 
元 ,用 大 写 封 体 拉 丁字 母 A. B, EREN PAF w,B8,… 表 示 变 元 和 终结 元 中 的 单词 (字符 
串 ) . 而且, 我 们 将 产生 式 ae 一 让， a B, 写 成 

a (Bi Ba ,AB). 
举 一 个 文法 G 的 例子 . 
解 EF 定义 G 的 4 个 部 分 如 下 : 
V 1AB,S', T= la,él 
1 2 3 4 5 
P= ÍS—=AB,A —— Aa, B Bbh, A —> a, H — b|, 
ESAFE ERIH z hÜ 
P= ]S—AB A— (An, a), B — (Bh, bi. 


注 我们 常常 给 出 文法 G 的 产生 式 来 定义 文法 G, 且 总 假定 出 现在 产生 式 中 的 5 是 开始 
FEUR VAT 分 别 是 变 元 集合 和 比 结 元 集合 ， 


10.58 


设 G 是 一 个 有 终结 元 集 人 台 了 BJ ET ER G 决定 的 语言 并 = L (G). 
E EF 设 。 和 是 YUT 中 的 单词 ! 字 符 串 ). 若 可 从 o AAEREN, 即 若 存在 单词 
u RL tE w- zao B. w = yi, iE ap EAER, RIIIE 
ww. 

F w TA o 由 一 个 有 限 产生 式 序 列 得 到 , 则 记 

a=" w. 
终结 元 集合 中 可 以 用 上 述 过 程 共 符号 S 开始 得 到 的 所 有 单词 组 成 , 即 
LIG) = lw : S=" 1. 


G 的 语言 用 L(CG) 袁 示 , 它 由 
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10.59 “考虑 习题 10.57 的 文法 G WEH w=a*b1 属于 由 G 确定 的 语言 L(G). 
解 Er B. S yh, RIMATE S P]; 
S5 ABS AaB=>aaB=>aaBh=>aaBbb—>aaBbbb=>aabbbb = a'h". 
这 里 ,我们 分 别 用 了 产生 式 1,2,4, 3,3,3 和 5. 于 是 ,我 们 写成 S=" atlet eah AF LCG). 
10.60 ”描述 习题 10.57 中 文法 G 的 语言 L(G). 
W Em 产生 这 序列 1,2(0r 次 },4,3(s R) S 特 得 到 单词 w= aabb, KF rM s RERE. A 
一 方面 ,没有 产生 式 序 及 能 在 -个 上 之 后 产生 一 个 a ,因此 
L(G) = l|a"b"' i m fl n 为 正 整 数 |， 
即 单词 开头 是 一 串 =, 前 后 跟着 - QP 5. 
10.61 XE GATES, A, B, RAW a, b 以 及 产生 式 S 一 aB,B 一 pb 了- 一 54, A—a8B . R 
由 G 生成 的 语言 L(G). 
WW Em 我 们 只 能 使 用 第 一 产生 式 一 次 ,其 原因 是 开始 符号 S 不 在 其 他 告 何 地 方 出 现 .而 有 ,我们 
最 后 用 第 二 个 产生 式 只 能 得 乃 一 个 终结 单词 .此 外 , 我 们 用 第 三 和 第 四 个 产生 式 交替 地 添加 a FK 
5 . 换 悦 话说 ， 
LCG) = 1(ab)" = apapap ab: n € N|. 
10.62 设 文 法 G 有 产生 式 : Sx5b,aS->Aa,Aab~*c. 求 由 GG 生成 的 ia,5,ci 上 的 语言 
L(G). 
E r 首先 我 们 必须 用 第 一 个 产生 式 一 次 或 更 多 次 得 到 单词 w= a"S6", 其 中 wn >, 为 了 消去 
S, 我 们 必须 用 第 二 产生 式 得 到 ¿ = amAabb" ,其 中 m = > 一 1 闫 0, 现 在 我 们 要 用 第 三 产生 式 最 后 得 
到 单词 Ç = an ab", 其 中 >= 20, El 1k 
LIG) = la"cb"” : m WIEREN, 
即 相间 非 负 数目 的 a 和 5 由 c AA. 
10.63 设 工 是 。 和 5 中 有 偶数 个 a 的 所 有 单词 的 集合 .求生 成 工 的 一 个 文法 捉 . 
解 =m 我 们 要 求生 成 工 的 文法 G 有 下 列 产生 式 ， 
S — aA, S — bB, B > bB, B — aA, A — aB. A — A, A — a, B — b. 
我 们 看 到 , 任 条 一 个 产生 式 用 于 -一 个 单衣 时 ,a 和 有 A 的 数 日 之 和 或 是 保持 相间 或 是 增加 2. 因 此 
从 5 导出 的 终结 元 a 和 5 hit mi SARN a , 换 句 话说 , 工 (G)S 工 . 另 一 方面 ,显然 , 产 
生 式 将 用 来 输出 上 的 上 每 一 个 单词 "就 是 说 , 我 们 依照 "以 a 或 s 开头 而 确定 用 S 一 a6 或 5 一 5B， 
并 且 , 若 任 一 后 继 字 母 是 一 个 a, 我 们 则 用 A— aB 或 BaA; 若 任 一 后 继 字母 是 一 个 5, 则 用 4 一 
bA R BABII o 的 最 后 字母 ,我 们 用 A-*a 或 Be 因此 工 (G)= 工 . 
文法 和 和 语言 的 类 型 
10.64 ”定义 1,2 和 3 型 文法 和 语言 .( 此 外 ,一 个 0 型 文法 {语言 ).) 
W EF 这 些 文法 由 所 容许 的 产生 式 的 类 型 来 定义 : 
(1) 若 每 -- 产 生 式 a 一 8 都 有 性 质 lal Sigl MERE G 是 1 型 的 . 
(2) 车 每 一 产生 式 具 形式 4-*p, 即 左边 是 一 个 蛮 元 而 右边 是 一 个 或 更 密 个 符号 的 单词 , 刚 称 文法 
他 是 2 型 的 . 
(3) 若 所 有 产生 具 形 式 4&-*a 或 4-aB, 即 左边 是 单个 变 元 而 右边 或 是 单个 终结 元 或 是 一 个 终结 
元 随后 还 跟 考 一 个 变 元 , 则 称 文法 如 是 了 型 的 或 是 正规 的 ， 
上 面 的 三 个 类 型 文法 都 容许 "平凡 ?产生 式 S— AUR 3 A 是 室 序 列 ). 一 语言 工 依照 它 能 由 下 2 
或 3 型 文法 生成 而 分 别称 之 为 1,2 或 3 型 (容许 有 产生 式 3 一 人 ,因此 空 序列 可 属于 该 语言 . ) 
10.65 判定 由 产生 式 ， 


(a) Sad, A—aAB, B>b, Aa i 
(b) S—aAB. AB=b5B, B= b, ÀA— aB 
组 成 的 文法 G 的 类 型 ， 
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10.66 


10.67 


10.68 


W EF (a) 由 于 每 个 产生 式 具 形式 4 一 a, 即 左边 是 一 个 变 元 , 因此 G 是 2 型 文法 ， 
(b) 每 个 产生 式 左 边 的 长 度 不 超过 右边 的 长 度 ,因此 G 是 1 列 文 法 ， 
确定 由 产生 式 : 

(a) S=aAB, AB—c, Ab, B— AB; 

(b) S=aB, B—bA , B—b, B>a, AaB, A—a 
组 成 的 文法 G 的 类 型 . 

E SF (a) 产 生 式 AB 一 c 意味 着 上 G 是 型 文法 ， 

(b) 由 于 每 个 产生 式 具 有 形式 A 一 & 或 A 王 aB, 因 此 文法 G 是 3 型 的 , 或 是 正规 的 . 
确定 由 产生 式 
(a) S—aSb, SAB, A—a, Bh; 

(b) SaB, B—AB, aA—b, A—>b, B= Aa 
组 成 的 文法 G 的 类 型 . 

E EF (a 由 于 每 个 产生 式 左边 有 一 个 变 元 , 因此 文法 G 是 2 型 的 . 
(b) 产生 式 aA—b RH G 是 一 个 0 型 文法 . 
解释 术语 :(a] 上 下 文 有 关 文 法 ;(b) 上 下 文 无 关 文 法 ， 

解 EF (a) 若 一 个 文法 G 的 产生 式 具有 形式 

eA — añ, 


则 说 G 是 上下文 有 关 的 . 

名 称 “ 上 下 文 有 关 " 来 自 于 这 样 的 事实 ,在 一 个 单词 中 当 4 在 a 和 a 中间 时 ,我 们 仅仅 用 8 3 
RETA. 
(b) 若 一 文法 G 的 产生 式 具 有 形式 

A— 8, 

则 说 右 是 上 下 文 无 关 的 . 

和 名称 “上 下 文 无 关 " 来 自 于 ,不 管 变 元 4 KRE AES, ROTHE p PRA. 

注音, 上下文 无 闫 文法 和 2 型 立法 相同 . 


正规 文法 和 有 限 自动 机 之 间 有 下 面 的 楚 本 关系 : 
定理 10.3 一 个 语言 二 可 由 一 个 3 型 文法 生成 , 即 工 是 正规 的 当 且 仅 当 存在 一 个 接受 工 


的 有 限 自动 机 


10.69 


10.70 


10.71 


考虑 |a,5| 上 的 语言 上 = ladi n>0|.(a) 求 一 个 生成 工 的 上 下 文 元 关 文 法 G;(b) 
我 们 能 否 找 到 一 个 3 型 {正规 ) 多 法 生成 L? 


解 OEF (a) 显 然 , 具 有 下 面 的 产生 式 ; 

Š — ab, Š — a 
的 文法 G 将 生成 语言 工 ICA 6G 是 一 个 上 下 文 无 关 文法 . 
(b) 不 能 ,根据 习题 10.46, 没有 一 个 有 限 自动 机 接受 工 , 因此 由 定理 10.3 可 知 工 不 能 由 3 型 文法 
生成 . 
设 语言 上 由 la,5} 上 所 有 的 恰好 有 :~ 个 5 的 单词 组 成 , 即 

L = |b, ab, bat abar >0,s > 01. 
求 一 个 生成 语言 L 的 正规 文法 . 
R F 我 们 要 求 下 列 产生 式 ， 
SS {b aA), A (padbB), B — {a,aB) 

散文 法 G 生成 工 .这 就 是 说 ,从 S 导出 的 任 一 单词 w 中 , AE 只 能 出 现 一 次 .由 于 每 个 产生 式 具 
有 所 要 求 的 形式 , 国 此 G 是 正规 文法 ， 
设 语言 L 由 a 和 上 使 得 没有 两 个 a 紧 跟 在 其 他 的 字 和 母 之 后 的 所 有 单词 组 成 .求生 
成 语言 L 的 一 个 正规 文法 局. 
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NO Fe 有 下 面 产 生 式 的 文法 G 将 生成 工 : 
S {a,b aB bA), À — (bA, ab, a,b), B~ (b,bA). 
注意 CEER. 
10.72 BRER LAERA abd, EP r,s, >00, ËB bp REa 上 后面, 而 < 跟 在 5 后 面 的 所 有 单 
词组 成 . 求 一 个 生成 语言 上 的 上 下 文 无 基文 法 G. 
解 sm 有 下 面 挛 生 式 的 上 下 文 无 关 文 法 G 将 生成 工 ; 
S—ABC, A—(a,a3a), B—(b,6B), C — (c, cC). 
10.73 “习题 10.72 中 的 语言 是 正规 的 吗 ? 
解 ve 是 . 因 具 有 下 面 产生 式 : 
S—aA, À —(aA,bB), B= (BB,c, C), C — (c, zÜ) 
的 正 起 文法 也 生 或 语言 
10.74 BBA L Ha 和 & 上 所 有 a 的 数目 出 训 的 数目 案 一 倍 的 单词 组 成 . 求 一 个 生成 语言 
L 的 上 下 文 无 关 文 法 G， 
和 解 EF 这 个 生成 工 的 上 下 文 无 关 文 法 具有 下 面 的 产生 式 ， 
S- (A, AB, ABA, BAA), À — (a, BAAA, ABAA, AABA, AAAB), 
B — (h, BBAA , BABA , BAAB, ABAB, AABB ). 


树 形 图 


10.75 ”考虑 具有 下 列 产生 式 的 一 个 上 下 文 无 关 文 法 G: 
5 —=— 4AB, A— Bba, B— bB, B— <. 
单词 w = acbabe 可 从 S 如 下 导出 ; 
S=aAB= a ( Bba ) B= acbaB => acha ( bB) acbabc . 
Eh w HAAT. 
解 EF 图 10-14 表 明 树 形 图 T 的 构造 所 又 .其 体 地 说 ,我 们 以 S 为 根 并 始 ,然后 依 用 来 导出 w 


的 产生 式 蓉 加 分 核 到 树 上 . 这 就 得 人 到 如 图 10- 14{e) 的 完全 树 T T PAARA AFFI EG 
的 单词 w ME, 了 中 任 一 非 尼子 是 一 个 变 元 , 例如 A, A 的 直接 继承 者 (孩子 ) 形 成 -个 单词 。, 此 
处 4a Ë G 的 用 来 导出 w 的 产生 式 . 


É] 10-14 


10.76 考虑 具有 产 和 牛 式 Sela ASA A 一 pS HEFTA G. RAN w = abaabaa 
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的 树 形 图 . 
8] er HEEE o 可 从 5S 如 下 导出 ; 

S= aAa (bS) ad aba aAS)= uban (bS) S> abaaba S= abaabaa . 
图 10-15 表示 相应 的 树 形 图 . 


; .— 1 Ns 
— | 
b S a 
| 
a 
图 10-15 
10.77 “考虑 具有 产生 式 
S—aA, A— aB, B— bB, Bua 
的 正规 广 法 G.(a) 求 单词 w = aaba 的 树 形 图 . (b) 描 述 由 G 生成 的 语言 工 中 所 有 单 
词 w. 


W EF (ai 首先 注意 由 可 从 S 如 下 导出 ; 
S=aA=a(aB)=>an (bB) aaa . 


图 10-16 AnA mR E A. 
{bj 应 用 产生 式 1,2,3{r 次 ] 和 4 将 导出 单词 eaba, 其 中 r20. BRAA w 可 从 S 导出 . 


| 人 
ZIN 


' i ZN TREVAN 
b Š a 


图 10-16 图 10-17 


10-17 是 一 个 上 下 文 无 关 文法 G 的 语言 工 中 一 个 单词 ww 的 树 形 图 . (a) 求 w;(b) 
哪些 终结 元 、 变 元 和 产生 式 必 在 G 中 ? 

解 zr (a) 从 左 到 右 的 叶子 序列 得 到 单词 ww = ababbbbu . 

{b) 这 些 叶 子 表 明 a 和 5 必 是 终结 元 ,内 部 顶点 天明 S 和 有 A ESE B S 是 开始 变 元 .每 个 变 元 的 
孩子 表明 S 一 A5S, A 一 aS, 5 一 ba MA> VEPER. 


10.78 


图 10.18 是 一 个 上 下 文 无 闫 文法 G 
的 语言 工 中 一 个 单词 w 的 树 形 图 . 


10.79 


° A'N, ~ AOR w.(b) 哪 些 终结 元 、 变 元 和 产 
i ⁄ ` b š 生 式 必 在 G 中 ? 
解 wz (a) 从 左 到 右 该 叶子 得 到 + = 
图 10-18 aaa. 


10.80 ”在 一 个 文法 G 中 从 开始 符号 S 导出 的 任 


(b)G ERARA a 和 5, 变 元 六 和 B, 以 
BPEL 5-roAB,AaB ffl B— ba , 


单词 m 都 存在 一 个 树 形 图 吗 ? 


W xr 不 .只 有 2 和 3 弄 文 法 即 上 下 文 元 关 和 正规 文法 存在 树 形 图 . 
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11.1 有 序 集 


11.1 


X nF 5. 
W s= 设 R 是 集合 3S 上 的 一 个 关系 , 满足 下 面 3 个 性 质 ， 
[0] 自 友 的 :对 于 每 一 个 a E53, 有 aRa; 
[O] 上 反对 称 的 ;车 aRb 月 bpRa, 则 a = b; 
[O] 传递 的 :车 aRs H bRc, M) aRe. 
那么 , 称 R 是 -个 偏 序 或 一 个 偏 序 关系 , H S 和 偏 计 一 起 称 为 一 个 偏 序 集合 ,或 者 简单 地 称 为 一 个 
+s. 
定义 正 整数 集 N 上 的 通常 次 序 , 并 描述 关于 偏 序 集 的 通常 记号 ， 
解 8 最 常见 的 次 序 关系 , 称 为 常 序 ,是 N 上 的 或 更 一 般 地 及 的 任 一 子 集 上 的 关系 所 人 “小 于 或 等 
F"). E TIK Tik, 一 个 偏 序 关系 通 营 用 所 表示 , 旦 ua Shi'a 前 于 56"[ 或 a 在 6 之 前 ). 在 此 情 
议 下 ,我 们 亦 记 ， 

axb a PREMTEN E a Zb Babi 

a ZOR" Er F b"(a Eb 之 后 )) E b Sa; 

abl HE a EFE) 3 ba. 
##&ë3| Bip TF. ASS, <, >> 39 kt. <> T> 
设 3 是 一 个 集合 的 集合 .集合 包含 关系 性 是 YERA 8 FEB? 
E ¿F 是 的 , 因 集 合 包含 是 自 反 的 ,反对 称 的 和 传递 的 .这 就 是 说 , 邓 于 9 中 的 任何 集合 A, B, C, 
#BIS80G)AS AG AGB B BZA, M A= B; G) ASB R BZC, NASC. 
考虑 正 整数 集 N. 若 有 a,c ENER ac =5, 我们 则 说 a 整除 &8, 记 作 alo. 例如， 
2|14,3112,7|21, 等 等 .证 明 可 除 性 是 N 上 的 一 种 偏 序 , 即 证 明 ;(a}ala;:(b) 关 al5 且 4。 
la;y 则 ga=6;tc) 若 al8 Able, Wale. 


证 EF (ah aulau, RH aia. 

(big alb Bola, EFIR, b= ra Hac sb, W= rh, AE rs = 1.41 F r Ws 者 是正 整数 ,因此 r=s 
=1. a= b. 

(oif alb Hble, ÜH p= ra Hes sé, J c= sra. RIE ale. 

考虑 整数 集 Z 上 的 可 除 性 关系 , (a) 这 个 关系 是 上 的 一 个 偏 序 吗 ?(b) 若 不 是 , 为 什 
AA 11.4 BD BS HH S 8654822 Z F? 

解 F (a pE Am, 2-2, B -2|2, 2 -2. 这 就 是 说 ,该 关系 不 是 反对 称 的 . 

(DË z =1, 则 x 和 5s 作为 整数 无 须 是 1. 它 们 可 以 是 一 1. 

ZERERA Z EX aR5 b= ar r 为 某 一 正 整 数 .证 明 R 是 上 的 一 个 偏 序 , 即 证 
明 R 是 (8) 自 反 的 , (b) 反 对 称 的 , (e) 传 递 的 . 

证 E (aR EARE, A asat. 

(bih aRb HèRa EDIR b =a Hard, I anla Ya" TES4EFZ8EDB6EE:(i) zs = 1. Gi)a=1 
和 (iiya= -1.# ns=1, H] r=1 E s21, AE a=b. # a=1, W b= =1=a. 同 理 , 若 b=-1, 则 4a 
二 1. 最 后 , 若 a= 一 1, 则 5= -1H b1), AE a = p. FRAZER F, a = bp. ikt RERU SRB. 
(ò aRb 月 5Rc， WAI bea Heoi, M| esi ya”, 因此 Rc. R BARR H. 
设 世 是 集 台 S 的 一 个 偏 序 .定义 S 上 的 对 个 序 .对 偶 序 与 关系 筷 的 道 有 什么 关系 ? 

W E XER, ia 后 于 6 也 是 S 的 一 个 偏 序 , 称 为 对 侦 序 .注意 a Za 当 且 仅 当 5 Sa, HEZ 
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11.10 


11.11 


11.12 


x= M> - < ， 
描述 下 列 关系 的 对 侦 { 遵 ) 序 ;ta) 和 集合 包含 己 , (b)N 上 的 可 除 性 . 
解 F (a) 当 且 仅 当 BDA 时 ASB, 即 "8B 包含 A" 是 "A 是 3 的 一 个 子 集 "的 对 偶 . 
HSER b@a 的 倍数 时 ,a 整除 总 这样， 是 …… 的 倍数 "是 "整除 "的 道 . 
设 A 是 有 序 集 S 的 一 个 子 集 . A 上 的 诱导 序 是 什么 含义 ? 什么 是 S 的 一 个 有 序 子 集 ? 
解 Er 假设 2,5E A. 设 每 当 a Zb 为 S 的 元 素 时 a 和 6 为 4 的 元 素 .这 就 定义 4 上 的 一 个 仿 
序 , 称 为 A 上 的 诱导 序 . 具 有 诱导 序 的 子 集 4 POS S 的 -个 有 序 子 集 .除非 特别 申明 ,S 的 任 一 子 
集 将 作为 S 的 一 个 有 序 子 集 对 待 ， 
设 N 是 用 可 除 性 排序 的 , 判定 4 是 否 是 的 一 个 有 序 子 集 ,此 处 
(a)A = 12,3,4,5,6| 关 于 常 序 ; 
(bA = 12,4,8,321 关 于 常 序 . 
解 tw (a) 否 , 因 这 两 种 次 序 是 不 同 的 ,例如 , 关 十 常 序 2 前 于 3, 但 对 于 可 除 性 则 2 与 3 没有 关 
£. 
(WE REE A 上 常 序 和 可 除 性 - - 致 ,就 是 说 , TER a, PC A, asb BHI ai. 
有 些 教科 书 将 集合 S 上 的 一 个 偏 序 定义 为 满足 下 列 三 个 性 质 的 一 个 关系 民 ; 
[Or] 非 自 反 的 ;对 于 每 一 个 a€5S,a he; 
[Oz ] 非 对 称 的 , 若 aRb, MI p Ra ; 
[Oz] 传递 的 :者 aRb 有 5Re, 则 aRe. 
为 什么 这 个 不 同 的 定义 由 习题 11.1 给 出 ? 
解 EF 设 A 表 示 S 上 的 对 角 或 相等 关系 , 即 A= (a, a) aE SI. R WE [O ., [Oz ] 和 
[O02], 刚 RUA 满足 原 米 的 一 个 偏 序 的 公理 [O14j, [os] 和 [03]. 相 反 节 , 若 R' 满 足 [O], [Oj] 和 
[O,), 则 RA 满足 [OF ], [oz ] 和 [O38 ] .这样 两 个 定义 实质 上 是 相间 的 . 
换血 话说 , SWEL NIO - 和 [0O3] 当 和 且 仅 当 忆 满足 [OY 1, [0 ] 和 [Os ]. 于 是 ,我 们 定义 一 个 
REF EE FH. 
给 出 满足 [O? ], [Oz ] 和 [O3 ] 的 关系 的 例子 . 
E ”这样 的 一 个 常见 的 关系 是 N 或 及 的 任 一 子 集 上 的 > 人 大于”). 另 一 个 这 样 的 关系 是 任 一 
集合 上 的 二 (" 真 子 集 "). 


可 比 性 和 线性 有 序 集 


11.15 


11.14 


11.15 


我 们 说 一 个 有 序 集 S Hna 种 5 可 比较 的 含义 是 什么 ? 给 出 例子 . 
解 EF ERE. 和 45 中 的 一 个 在 另 一 个 之 前 , 即 若 a 全 8 或 5 全 a, 则 a 和 6 是 可 比较 的 .这 


F, PETE a X KE b 私 a, 刚 上 和 避 是 不 可 比较 的 .例如 , 设 N 是 用 可 除 性 排序 的 , 那么 , A 
7/21, 因此 21 和 7 是 可 比较 的 ,但 既 不 是 315 而 又 不 是 513, 因 此 3 和 5 是 不 可 比较 的 . 


定义 一 个 线性 次 序 集 ,并 举 一 个 例子 . 

E er 设 5 是 一 个 有 序 集 .如 果 S 的 每 一 对 元 素 都 是 可 比较 的 , 那么 我 们 说 S 是 线性 次 序 的 ， 
或 是 爹 序 的 , 并且 称 S 是 一 个 链 . 例 如 , 正 整 数 集 N 上 的 常 序 生 是 线性 次 序 的 . 

设 N= ,2,3,…| 是 用 整除 排序 的 .N 的 下 列 各 子 集 是 否 是 线性 次 序 ( 全 序 ) 的 . 
(a}124,2,6|; (b)13,15,51; (cN =]1,2, 3, el; 

(d) 12,8,32,4!; (e)i7?]; ({)115,5, 30|. 

M F (ao 由 于 2 整除 6,6 整 除 24, 因 此 该 集合 是 线性 次 序 的 . 

(b) 因 3 和 5 不 可 比较 ,因此 该 集合 不 是 线性 次 序 的 . 

(c 因 2 和 3 不 可 比较 , 因 纪 该 集合 不 是 线性 次 序 的 ， 

(d) 2<4<8<32, 当 此 该 集 台 是 线性 次 序 的 . 
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《e) 由 一 个 元 素 组 成 的 任 一 集合 都 是 线性 次 序 的 . 
(DEF 5# 15,15 整除 30, 固 此 该 集合 是 线性 次 序 的 ， 


11.16 考虑 具有 常 序 的 N. 求 N 的 所 有 线性 次 序 子 集 . 

解 EF 由 于 N 自身 关于 所 是 线性 次 序 的 ,因此 N 的 每 个 了 集 也 是 线 人 性 次 序 的 ， 

11.7 WS 4 = 12,3,6,8,9,18| 是 用 整除 排序 的 .指出 A 的 嘟 些 元 素 对 是 不 可 比较 的 . 
E tm 不 可 比较 的 元 素 对 是 哪些 元 索 对 , 其 一 个 元 素 不 在 另 一 个 元 紊 之 前 也 不 在 男 一 元 康之 
ERË, 

12,3}, 12,91, 13,81, 16,81, 16,9}, 18,91, 18,181 
是 不 可 比较 元 素 对 , REAA, AW, ARE 2|3 RE 32. 
11.18 ”考虑 习题 11.17 PHATE A ,指出 有 3 个 或 更 多 个 元 素 的 线性 次 序 子 集 . 
E EF 一 个 线性 次 序 子 集 是 每 对 元 素 都 是 可 比较 的 元 索 组 成 的 捍 合 .当然 ,由 一 个 元 素 组 成 的 
任 一 集合 是 线性 次 序 的 , 任 一 对 可 比较 沧 罕 组 成 的 集合 也 是 线 性 次 序 的 . A 的 有 3 个 或 3 个 以 上 元 
过 的 线性 次 序 子 集 是 12,6,18|, 13,6,18|, 13,9,181. 由 于 元 素 6 和 8 是 不 可 比较 的 ,因此 12,6,81| 
不 是 线性 次 序 的 . 
11.19 考虑 在 习题 11.6 的 仿 序 下 的 整数 集 Z. TIE TREERE? 
(a}A= {12,4,64{, (b)B=13,9,181, (c)181. 
解 F 一 个 线性 次 序 集合 是 每 对 元 素 都 是 可 比较 的 元 素 组 成 的 集合 . 
(aE. H 4=22,64= 42, 64 = 26. 
{b) 否 , 因 元 素 9 和 18 是 木 可 比较 的 . 
(ec) 是 .只 有 -- 个 元 素 的 任 一 集合 都 是 线性 次 序 的 ， 
11.20 TË: 
(aD = 11,5,25], (b}E= 113,27,729], (c)F- 12,8,321, 
重复 习题 11.19. 
解 I (a) 否 .元 素 1 和 5 是 不 可 比较 的 . 
(b) IN 27= 33, 729 = 272, 729 = 35. 
{c) 否 .元 康 8 和 32 是 不 可 比较 的 . 

积 集 和 次 序 

11.21 RR SAT 是 两 个 有 序 集 . 设 R 是 积 集 Sx 个 上 的 关系 ,定义 为 每 当 a Xa Hb < 
8 时 (a ,5)R(a ,5 ). 证 明 民 是 Sx 人 下 上 的 偏 序 , 即 证 明 民 是 (a) 自 反 的 ,Cb) 反 对 称 
的 , {c) 传 递 的 ,S$ x 了 的 这 个 将 序 称 为 积 序 . 
S F (由 于 ae 苹 s 且 8 六 5 我 们 有 (e,e)R(Ce,B). 因 此 愉 是 自 反 的 . 
(bH la, bR Ca BORC DORG, d) PM a Saa a,b Xp, b Ze AE aza Hb=b', 
FE(a,b)= (a,b. i R 是 反对 称 的 . 
la, bR ,6 ) 且 (a Rtt, .那么 a Sa Be Sa Aiia Sa. AB, b Se TE 
(a DR(a, bO R ESN. 

11.22 BEA NxN 积 序 (习题 11.21), 此 处 N 有 常 序 和 .在 NxN 的 下 列 元 素 对 之 间 填 上 


正确 的 符 导 <<,> 或 外 (不 可 比较 的 ): 


(a)(5,7)  _ - (7, 1), (b(4,6)  (4,2), 
(c)(5,5)_ — — (4,8), COI,3) _ _ _ (1,7), 
(e)X7,9) (4,1), (D(7,9) _ (8,2). 


S r RE (a, Lla b ED asa HB p< ARF NIL, t a < a B bsa s asa. 


B bck W (a, bu ,Db'}. 
(al A 5<74872>1:(b)>, N 424 H 62>2;(a) | A 5>4 H58: d<, H 1s B 3<7;(e) 
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11. 


11 


` l. 


11 


IL. 


i1 


Ll. 


11. 


23 


.24 


-26 


.28 


29 


30 


>, F 7>4 B9>1; (D I A 7<8 B. 9>2. 

设 英语 字母 表 A = fa,5,c,…,y,z| 以 常 序 (字母 表 次 序 ) 给 出 .再 设 AxA=A? 以 
积 序 (习题 11.,21) 给 出 . 在 下 列 两 字母 单词 ( 视 为 A? 的 元 素 ) 之 间 填 入 正确 的 符号 
<, > 或 | (不 可 比较 的 )， 

(ader at, (bex by, (cer cez, 

(dez rs, (ejer _ dz, (excs. 

M r= 

(a> H >a Hr>:; b] (H ec>h Bray o, A se H z< =x;td) l, A < r fd >s 
(<, < 4, E aSr D B ce E. xz> s. 

设 S 种 工 是 线性 次 序 的 .定义 Sx T LEEST = sn 1 上 的 词典 次 序 . 


解 EF 这 里 ,S xT 是 如 下 有 襄 的 : 


(a,b) < (ab), Ea < 之 a 或 车 a = a Eb < #. (I) 
WT SxSx.. xS. n = PERA RE, A i= 1.2, k - l,a =a Ba, <a, 
(gi a) < (alis ar). (2) 


注意 ,词典 次 序 是 线 糙 的 . 
X AXA = A 应 用 词典 次 序 重复 习题 11.23. 
M Ea)>, 因 c>a;tb)>, 因 cc>6;(0<, 国 c=c 且 x<ry{d)<, 因 c<rile)<, 因 ce<d; 
(>, 因 c=c 且 zx>s. 
设 A 旦 非 空 集 合 , A 表示 A 上 的 全 体 词 (有 限 序列 }w = aar an w BJ S Bia E 
lwl, EE w TRTE n.i 4 是 线性 次 序 的 .定义 4 "上 的 自由 半 群 次 序 . 
Ñ 上 设 w 和 ww’ 表示 有 A 上 的 词 .那么 ,车 wicjw EË wll wl, 但 技 字 典 式 ww 前 于 
w, M| wkw .这 就 定义 了 4 "上 的 自由 半 群 次 序 ， 

注意 ,这 也 是 À "的 一 个 线性 次 序 ， 
设 英 语 字 母 表 A= ja,5,c, yz 为 常 序 (字母 表 次 序 ) 给 出 的 .4 E B H> B K 
序 (习题 11 .26) 给 出 的 .将 A* 的 下 列 元 素 按 恰当 的 次 序 排 放 , 即将 下 列 元 素 ， 


wen:, Íorget, to, medicine, me, toast, melt, for, we, arm 


排序 . 
解 wr 首先 将 元 素 接 长 度 排 序 , 然后 将 它 门 技 字 典 式 排 座 : 
me, io, we, arm, tor, melt, went, toast, {orget, medicine. 
用 A "的 常 序 ( 字 母 表 次 序 ) 重 复习 题 2.27. 
W zF REYER 
arm, Íor, forget, me, medicine, tp, toast, we, went. 

设 N=11,2,3,…| 和 4= ja,5,c,…,z| 是 控 常 序 排序 的 .考虑 Nx A 的 如 下 子 集 ; 

S = 1(2,a), (1l, c), (2,6) (4,5), (4, z), {3,56),. 
设 NxA 是 词典 式 排序 的 .将 S 的 元 素 按 恰当 次 序 排 放 . 
解 EF 按 词典 式 次 序 ,除非 有 一 个 系 结 , 我 们 用 第 一 个 元 素 排 序 . 在 有 系 结 的 情况 下 , 我 们 用 第 
二 个 元 素 排序 .这 样 ,这 些 元 素 的 怡 当 次 序 是 

(Lej (2a), (2e), (3b). (4,56), (4,z). 
用 Nx A 上 的 积 序 (习题 11.21) 重 复习 题 11.29， 
E OF BRNA ARREN, EER NA 和 集合 5 不 是 线性 次 序 的 .5 的 两 个 极 大 线性 


次 序 子 集 如 下 : 


ie), 2,6), (4, 2)! 
利 
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11.2 


11.31 


11.32 


11.33 


11.34 


11.35 


11.36 


11.37 


(2a), (3,6), (hb), (4,.z)Í, 


偏 序 集 的 图 

定义 术语 “直接 前 元 "和 “直接 后 郊 ”， 

E EF 设 5 是 一 个 以 序 集 ,za,5ES. 如 果 a<b 而 zz 和 5 之 间 没 有 S 的 元 素 , 即 不 存在 元 素 c 
使 得 ae<c<xa, 那么 我 们 说 在 S$ F a P b HERT, RERE SF o Ea 的 直接 后 元 , 记 作 

a 

(b) 12 的 后 省 直接 后 元 . 

R EF (an 2,3 和 4 都 在 12 之 前 .由 于 2|4112, 因 此 2 不 是 12 的 直接 前 元 . 因 没 有 S 的 元 素 往 3 
和 了 之 闻 误 4 和 12 之 间 , 因 此 3 和 4 都 是 12 的 直接 前 元 . 

(b) 数 24,36 和 和 4 在 12 之 后 ,但 只 有 2324 和 36 是 12 的 直接 后 元 .( 国 12 不 能 整除 165, 因 此 16 不 在 
12 之 后 , ) 注 意 , 关于 偏 序 集 的 直接 前 元 和 直接 后 元 都 未 必 是 惟 - -的 ， 

说 明 为 什么 线性 次 序 集 的 从 一 个 元 索 最 多 只 能 有 一 个 直接 前 元 . 

E ¿= # I — F So FE PE d S 的 元 素 a, b fl c. Ú a HI b 都 前 于 c. E1 a 和 45 都 是 的 直接 
前 元 .由 于 S 是 线性 次 序 的 ,因此 S 的 任 一 对 元 素 都 是 可 比较 的 ,这 样 ,或 是 a<s RE p< a RR 
ME, Bi acb. TELE b 在 a Me ZA RAETIA. NE a 种 5 FARE. 的 直接 前 


JL. 

描述 偏 序 集 S 的 图 ， 

解 ¿m ARTE S 的 图 是 有 向 图 , 它 的 顶点 是 S 的 元 素 并 且 在 S 中 每 当 a< p 时 ,从 到 
有 一 条 边 .( 有 时 我 们 把 总 放 在 较 a 高 的 位 置 并 且 在 它 门 之 闻 画 一 条 线 幸 代 从 = 到 5 画 一 个 箭头 . 
于 是 我 们 明白 , 向 上 移动 表示 顺序 , EE E IE, 从 顶点 z 到 项 点 y 有 -- 条 有 向 通路 当 且 
仅 当 zx<y. 并 且 , 由 于 次 序 关系 是 反对 称 的 ,因此 在 S 的 图 中 不 可 能 有 (有 向 循环 . 我 们 注意 到 这 
种 图 未 必 是 连通 的 

设 4= :1,2,3,4,6,8,9,12,18,24i 用 整除 排序 . 作 A 的 图 ， 24 


E EF 4 的 图 为 图 11-1 启 表 未 ,与 有 根 树 相 反 , 在 有 序 集 的 图 中 一 条 K Na 18 
线 的 方向 总 是 向 上 的 ， | 
考虑 集合 日 = ia,5,c | 和 集合 P,P 是 B 的 所 有 子 集 的 集合 . 画 ~、 N 
出 关于 集合 包含 的 偏 序 的 PP 的 元 素 图 . 2 3 
解 ¿ëm P 的 元 素 是 N 
多 
W 11-1 


并 且 这 个 偏 序 集 的 图 为 图 11-2 所 表示 . 


设 B= ja,5,csd,ei 是 按 字 母 的 通常 方法 (字母 表 上 顺序 ) 排 序 的 .作出 B 的 图 . 关 
于 这 个 图 , 你 注意 至 什么 ? 
解 EF 该 图 由 图 11.3 疆 出 .由 十 B 是 用 已 给 的 关系 线性 排序 的 ,因此 这 个 图 原来 是 从 a 到 e 的 
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单一 -- 条 通路 . 

d 3 
I 5 2 ~ 

| N |< | 
Waa 

b 3 

ia) (b) 
图 11-3 图 11-4 


11.38 ”考虑 偏 序 集 D =11,2,3,4,5;, 它 是 如 图 11-4(a}) 所 表示 的 那样 排序 的 . 画 出 D 上 的 
道 次 序 的 图 . 
解 895 失 要 将 原来 图 的 边 的 方向 全 过 来 就 是 逆 次 序 的 图 逆 议 序 如 图 11-14(D) 所 示 ， 

11.39 在 大 学 课程 中 确定 先行 课 是 一 种 常见 的 现 有 课程 类 的 偏 序 . 为 了 学 好 课程 B 要 求 先 
学 好 课程 4 ,我 们 则 说 A 三 B. 考虑 以 下 给 出 的 数学 (Math) 闫 课程 的 先行 课 . 画 出 这 


类 课程 的 偏 序 图 ， 
类 先行 课 
Math 101 没有 
Math 201 Math 101 
Math 250 Math 101 
Math 251 Math 250 
Math 340 Math 201 
Math 341 Math 340 
Math 450 Math 201, math 250 
Math 500 Math 450, math 251 


s >N 
N AZ 人 > 
(> 人 > 


101 
图 11-5 图 11-6 


11. 和 设 V=1a,5,c,d,e! 按 图 11-6 排序 的 .在 下 列 各 元 素 对 之 间 填 上 正确 符 导 <<, > 或 
| (不 可 比较 的 ): 
(a)a _ e, (b)e_6, (op _d, (dja _d. 
R EF Ca) 从 a 到 ee E- RER RE a,b, e NE a.c e) Ha < e. 
(bA (mp RME 到 c 没有 通路 (回忆 -下 ,所 有 边 指 向 商 上 ), 尺 此 cc 上 5. 
(OM a 到 & 有 一 条 通路 ,天 此 b>d. 
(EPE <d 又 不 是 da, 因 此 aad. 
11.41 -DERN m 的 划分 是 和 为 mm 的 正 整 数 集 合 . 例如 , m =5 有 七 种 划分 ， 
5,3—-2,2-—2-1.1-1-1-1-1,4- 1, 
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3-1-12-1-1-1 — 
我 们 将 整数 m 的 划分 排序 如 下 .如 果 划 分 P, 的 整数 相 如 能 4-1 3-2 
得 划分 P, 的 整数 (或 等 价 地 , 如 果 P; 的 整数 相 减 能 得 到 P，| ——— | 
的 整数 ) ,那么 P. 前 于 P;. 例 如 ,由 于 2+1=3, 因 此 2-2-1 经 ! 
前 于 3- 2. 另 一 方面 ,3-1-1 和 2-2-1 是 不 可 比较 的 . 丁 2-1-1-1 
出 m = 5 的 划分 偏 序 集 的 图 ， aha 


G F 该 图 为 图 11-7 所 表示 的 . 


相 容 梓 举 


11.42 ”定义 有 限 偏 序 集 的 一 个 相 容 枚 举 . 
G ”我们 常常 将 正 整 数 赋 子 .-… 个 有 限 偏 序 集 S HTE, S 的 次 序 保 持 与 整数 集 常 序 - 一 致 ,这 
就 是 说 , 我们 寻找 一 个 一 对 一 函数 i SN, 或 者 当 S 有， 个 元 素 时 , 通常 f: S 一 科 ,2,…, nj), 使 
RË ach W f(a)< ff5). 这 样 的 一 个 函数 称 为 S 的 相 容 梓 举 , (下面 的 年 理 指 出 这 样 的 … 个 校 举 
总 是 能 找到 的 . ) 
定理 11.1 任 一 有 限 的 有 序 集 S 都 存在 一 个 相 容 枚 举 . ! 
11.43 证 明定 理 11.1. 
证 eF 对 于 S 的 元 素数 自用 归纳 法 证 明 . 若 S= isi 只 有 -- 个 元 素 , 则 显然 SNEH f 
(s)=1 Æ S 的 一 个 相 容 校 举 . 现 设 S 有 n>1 个 元 素 并 有 目 对 于 有 序 集 S 有 少 于 个 元 素 时 定理 成 
立 .假设 bE S, 考虑 S 的 子 集 T= SM, 181. 那 么 ,TT 有 xn 一 1 个 元 素 , 因 此 由 归 绵 法 工 有 一 -个 相 容 
RÆ, EAH g :TN. 于 是 上 :TN 定义 为 h{r)=2g{x) 也 是 一 个 相 容 枚 举 .证 明 !) 注 浊 h 05 
象 集 只 含 偶 数 . 设 了 :5S 一 N 定义 如 下 ， 


h(z) r= b 
rohasa x= b RBac << )5, 
1, z = b HRA fe s 之 前 . 


BA ESHWE. 
11.44 求 图 11-8 中 偏 序 集 S BJP T AS 72. 


解 = 一 个 要 容 校 举 将 整数 赋 子 有 序 集 的 每 … 郊 素 , 使 得 有 序 集 的 次 序 保 持 同 整数 的 次 序 一 


致 .两 个 可 能 相 容 校 举 如 下 : 
f(a) = 1, fb) = Z fiece) = 3, fF(d) = 4, fie) = 5; 
Fla) = L Fb) — 2, £(e) = 4, fid) = 3, f(e) = 5. 
ENERE THEA- TREBATE Sr EE Sr R KB IA r. 
11.45 Ü S=la,b,c, d e} WWE 11-9 HEF. R S 到 站 ,2,3,4,51 的 所 有 相 容 枚 举 . 


AS, ; 
NZ NS 
NN "sZ 


图 11-8 图 11-9 图 11-10 
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11.46 


一 =e = — meljo 
& G bD w talg 
E t2 w v wis 


d 
4 
4 
5 
5 
3 
3 


H A £ + Q oja 


假设 下 面 是 一 个 有 序 集 A = 1a,B,c,dl 的 3 个 相 容 梳 举 ; 


b 


a 
1 
I 
1 


BI £ S |" 
+ == |>, 


2 
3 
4 
假设 4 HED EHR, 画 出 D. 

N se 由 这 些 校 举 定义 的 偏 序 为 图 11-10 所 示 . 


极 大 和 极 小 元 素 


11.47 


11.48 


11.49 


11.50 


11.51 


11.52 


定义 一 个 伍 序 集 S 的 极 大 和 极 小 元 素 . 
N EF 设 4 是 S 的 一 个 元 素 , 若 没有 其 他 元 素 在 4 之 后 , 即 车 asr BRE a= r, UE ¿ 为 极 
KER AM, i o 是 5 的 一 个 元 素 , 若 没 有 其 全 元 素 在 5 之 前 , 即 若 yao 意味 着 y= o, ME o 
为 概 小 元 素 . 可 能 有 多 于 一 个 极 大 元 素 或 者 名 于 一 个 极 小 元 案 . 
W S= 12,4,6,12,20} 是 按 整 除 性 排序 的 . 求 S 的 极 大 和 极 小 元 率 . 
解 F 极 大 元 素 是 在 其 后 面 没 有 其 他 元 素 的 那些 元 素 .因此 12 和 20 E S 的 极 太 元 素 . 极 小 元 
素 在 其 前 面 没有 其 他 元 素 的 那些 元 素 , 因 此 只 有 一 个 极 小 元 素 是 2， 
设 工 = 12,3,4,16| 是 用 整除 性 排序 的 , 求 了 的 极 太 和 极 小 元 素 . 
解 EF 家 大 元 来 是 3 和 16, 极 小 元 素 是 2 和 3. 注 意 3 同 时 是 极 大 各 极 小 元 素 , 这 是 因为 3 与 
的 任 一 其 他 元 素 都 不 是 可 比较 的 . 
质数 集合 P = 12,3,5,7,11, 13, …| 用 整除 性 排序 . 求 了 ARARE ER. 
K F 由 于 每 个 质数 只 能 被 其 自身 和 1 整除 ,并且 1 不 展 丁 ,因此 中 任何 两 个 元 素 都 是 不 
可 比较 的 .于 是 , P 的 每 个 元 素 间 时 是 极 太 和 极 小 元 未 . 
求 图 11-11 所 表示 的 偏 序 集 B 的 极 大 和 极 小 元 素 . 
W F 没有 元 束 严 格 前 于 a R p. EIE a 和 已 都 是 也 的 极 小 元 素 . 没 有 元 素 严 格 后 于 e Mg 因 
此 e 和 5 都 是 B 的 极 大 元 素 . 
设 S 是 一 个 线性 次 序 集 .证 明 S 最 多 有 一 个 极 大 元 束 . 
证 te 设 a。 和 5 是 S 的 不 同 的 极 大 元 素 . 由 于 S$ 的 所 有 元 素 都 是 可 比较 的 ,因此 或 者 a<#5, 或 
省 5<<a. 由 极 大 元 素 的 定义 ,这 就 蕴 合 a = b. 于 是 与 假设 a 和 5 是 不 同 的 相对 盾 . 

£ 


l | AN / 
VA > 
A 入 > ` 


E 11-11 E 11-12 
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11.53 


11.54 


11.55 


11.56 


11.3 


11.57 


11.58 


Ë F=]a, b,c, d, e| WE 11-12 排序 . 求 下 的 c 为 要 小 元 素 的 所 有 子 集 ， 

W F FEITE C 但 不 含 任何 前 于 c 的 元 素 的 子 集 是 那些 不 合 元 素 a 的 子 集 . 因 此 
和 

是 互 的 < 为 极 小 元 素 的 子 乐 . 

设 c 为 -一 个 极 太 元 素 , 重复 习题 11.53. 

K 下 的 售 元 率 G 但 不 含 任何 后 于 " 的 元 素 的 子 集 是 那些 不 含 元 素 dd Fl 的 子 集 .因此 


Jci feat, le bl. ea, bl 

是 下 的 c ARALRHTE. 
极 小 和 极 太 泛 素 和 相 容 要 举 有 什么 关系 ? 
解 EF SEn TER, S>] nE AARRE. A lasl U a BES Hi 
极 小 元 素 ! 若 b)n, Uo EI- FH KO. 
设 一 学 生 要 修 读 习 题 11.39 的 所 有 八 门 数 学 课 ,但 每 学 期 只 修 读 - 门 数学 课 . 
(a) 她 作 哪 种 选择 或 者 她 于 第 一 学 期 和 最 后 一 (第 八 ) 学 期 应 该 如 何 选择 课程 ? 
(b) 很 设 她 第 一 年 (第 一 或 第 “学 期 ) 要 修 读数 学 250, 到 四 年 级 (第 七 和 第 八 学 期 ) 时 
修 读数 学 340. 求 她 能 选择 修 读 这 八 门 课 的 所 有 方法 ， 
Ñ EF (OI B] 11-5, 只 有 数学 101 是 极 小 元 素 , 因此 必须 在 第 学 期 修 讯 这 门 课 .数学 341 种 
500 是 极 大 元 素 , 因 此 它们 其 中 之 一 课程 必须 在 向 后 一 学 期 收 读 . 
(b) 数 学 250 不 是 一 个 极 小 元 素 ,因此 必须 在 第 二 学 期 履 读 它 .数学 340 不 是 一 个 极 大 元 束 , 因 此 必 
须 在 第 七 学 期 惨 读 它 , 而 在 第 八 学 期 修 读数 学 341. 而 且 必 须 在 第 六 学 期 修 读数 学 500. 下面 给 出 修 
读 这 入 门 课 匆 三 种 可 能 方法 : 

[101, 250,251, 201, 450, 500, 340, 341 ], 


[101,250, 201,251, 450, 500, 340, 341], 
[101,250, 201, 450, 251, 500,340, 341]. 


上 确 界 和 下 确 界 

设 A 是 偏 序 集 S 的 一 个 子 集 .定义 :(a)A 的 一 个 上 界 和 上 确 界 ;(b)4 的 一 个 下 界 和 
FAR: (c) A 是 有 界 的 含义 是 什么 ? 

解 E ORME SH -AERE M 在 A 的 每 个 元 素 之 后 , 则 M 称 为 4 的 一 个 上 界 .这 就 
是 说 ,车 对 于 A 的 每 个 元 素 z, RIA 


> SM, 
MJ M 是 A 的 一 个 上 界 .车 A 的 一 个 上 界 前 于 A 的 每 个 其 他 上 有 界 , 则 称 它 是 A 的 一 个 最 小 上 界 或 
上 确 界 , 并 用 sup AAR. 
{b) 类 似 地 , 若 SH- OEE m 在 A 的 每 一 个 元 素 之 前 , 则 称 m 是 4 的 一 个 下 界 .这 就 是 说 ,着 对 
A 的 每 个 元 素 x ,我们 有 

m Sr, 
出 m EA 的 一 个 下 界 . 若 所 的 个 下 界 后 于 A WE RETA, MEE 4 的 一 个 最 大 下 界 或 


下 确 界 , 并 用 inf{ 4 ) 表 示 . 
(e) 若 4 有 一 个 上 界 , 则 说 A Ef m A 有 个 下 和 内, 则 说 A 下 有 界 .特别 地 , 若 4 有 “个 上 加 


HFR, 则 4 是 有 界 的 . 
i V=]a, b,c, d,e, f, g ÆU 11-13 HFH, X= icadsel. 求 筷 的 上 界 和 下 界 ， 


W EFE e, f, g 在 多 的 每 个 元 素 之 后 ,因此 e, 了 和 gg ie X B F 界 .元 素 a 在 X 的 每 个 无 
Z2, BEEE XAT. JOE b 不 在 c 之 前 , 国 此 万 不 是 XX 的 一 个 下 界 , 和 <c 是 不 可 比较 的 . 
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g f 
>< << 
— > x ~ Y 
i 十 一 
a b L 
图 11-13 图 11-14 


11.59 RAR 11.58 rh X 的 上 确 界 和 下 确 界 . 
解 EF HT e 前 于 ff 和 gg, 因此 我 们 有 e=sup(X) .而且 ,a EXE FA, HHE a =inf(X). 
EE, sol XAT X fB inf( X) RK T X. 

11.60 i = apecsadie, 有 是 如 图 11-14 排序 的 . Y=15,c,di. 求 Y 的 上 界 和 下 界 . 
B F 元素。 和 站 在 Y 了 的 每 个 元 素 之 后 ,因此 。 和 ff 都 是 了 的 上 界 .a 30 b £ Y 的 每 个 元 素 
之 前 ,因此 a 和 5 都 是 YY 的 下 界 ， 

11.61 求 习题 11.60 中 了 的 上 确 界 和 下 确 界 . 
解 EF 由 了 的 两 个 上 界 e 和 三 是 不 可 比较 的 ,因此 supfY) 不 存在 . 上 殉 界 必须 前 于 每 个 上 界 . 
LR b 后 于 a, 因此 我 们 有 = inf{( Y). 

11.62 WARE N 是 用 整除 性 排序 的 , A = lar a2,…,a,1 是 的 一 个 有 限 子 集 , 证 明 
supl AOM inf AORTE. 
证 Er 诸 4xi 的 最 小 公 倍 数 记 作 i cm. (A), EE sup ( A), UAI a, 的 最 大 公 因 了 予 记 作 
gc.d.(4), 它 是 int(4) ,由 于 最 小 公 倍 数 和 最 大 公国 子 都 是 N 的 元 素 ,因此 inft(4) 和 sup( A) Ë 
存在 的 . 

11.63 “考虑 有 理 数 集 Q 它 具 常 序 , 以 及 子 集 D: 

D = Iz: r € QB8< z< 151. 

(a) D ELERA TAR? 
(b)sup( D)#l inff DEB? 
W F (a) 子 集 口 是 上 有 界 呈 是 下 有 界 秀 .例如 ,1 是 一 个 下 界 和 100 是 一 个 上 界 . 
(Dsp D) 是 不 存在 的 .我 们 正 相反 好 假设 sap(D) = x, 由 于 15 是 无 理 数 ,因此 x > .15 .然而 ,在 
在 - -个 可 理 数 y 使 得 y15< <> RE y 也 是 刀 的 一 个 上 界 .这 与 假设 rsp DFE. 5 一 方 
面 ,ing 已) 存在 .具体 地 ,inf[D)= 2. 


1 2 11.64 设 S= 11,2,3,…,8|1 如 图 11-15 HEF. S L={4,5,7}. 
`> (a) 求 工 的 上 界 和 下 界 ;{b) 若 sup( 工 ) 或 inf( 工 ) 存 在 , 则 
í ~ 求 之 . 
`< W EF (OL 的 上 界 是 1,2 和 3, 下 界 只 是 8. 注 意 7 不 在 4 之 前 
a 因而 不 是 一 个 下 界 . 
图 11-15 (bX E, sup(L)=3,inf(L ) =R. 


11.65 就 3 的 子 集 M=12,3,6} 重 复习 题 11.64. 
W EF (a)M 的 上 界 是 2, 下 界 是 6 和 8， 
(bX E, supi M) =2,inf( M) = 6. 
11.66 就 3 的 子 集 K = 11,2,4,7| 重 复习 题 11.64. 
W F(a) 因 没 有 S 的 元 素 在 K 的 每 一 元 素 之 后 ,因此 K 44 Est. KHATEEB. 


{b) 这 里 , sup{K) 订 存在 ,而 inf(K)7=8， 
11.657 PEHEZS 5=13,6,9,12,18| 用 整除 性 排序 , 16, 12,181 是 S 的 什么 子 集 的 上 界 集 合 ? 


W EF 集合 161,16,3i 以 6,12 和 18 为 其 上 界 . 
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11.68 3# 11.67 中 13,6| 是 什么 子 集 的 下 界 集 合 ? 


11.69 


11.70 


8 F Tl6l.l6,121,16. 181112, 181:6, 12.18 3 6 AHATA. 


相似 集合 和 良 序 集合 


定义 相似 有 序 集合 ， 

解 E 如 果 两 个 有 序 集 合 之 间 存 在 一 个 -IRRE RERE, 那么 称 这 两 个 集合 是 相 
似 的 .具体 地 说 , 设 A 种 B 是 两 个 有 序 集 合 .如 果 存 在 一 个 两 数 i AB, EEH RRAN 
且 具 有 性 质 :对 于 A 的 任意 元 素 a 和 a ,我们 有 有 


a <a MARX f(a)< Fla’), 
那么 有 序 集 A SE B MH; 


A=B. 
这 样 的 一 个 函数 称 为 从 A 到 B 的 相 他 映射 . 
设 V=]1,2,6,8, 12| 按 整除 排序 , 令 驳 =fie, b, csd, el. Æ 
f = {1(1,e), (2, d), (6,8), (8c), (12, a)! 
EM. v E W BJ HAM ph. PKH W 的 图 . 
E F 相似 映射 保持 原来 集合 的 次 序 ,并 且 它 是 一 一 满 映射 . 这样, 该 映射 可 以 认为 是 只 要 将 原 
来 集合 的 必 的 顶点 重新 标 导 .六 和 W 的 医 在 图 11-15 h. 


12 a 
| | _— m, n A 
`, ` 
| : a 
1 e 
图 11-16 图 11-17 
11.71 设 X=13,9,18,27| 和 了 = fa,s,c,adl 是 如 图 11-17 排序 的 .指出 从 外 到 Y 的 所 有 
可 能 的 相似 映射 . 
解 从 到 YY 只 有 两 个 可 能 的 相 侯 映 射 如 下 :; 
f= 1(3,a),(9,6), (27,c), (18, d)|, 
g = |(3,a), (9,8) (27, d). (18,c)l. 
11.72 i 和 =12,4,8,16| 按 整除 排序 ,B= fu, u, w, r IK EBE. RA A 到 B 的 所 有 
可 能 的 相似 映射 . 
解 EF 白 于 有 A 和 B 都 是 线性 次 序 的 ,因此 从 有 A 到 B 只 有 一 个 可 能 的 相似 映射 :| (2, a), (3, 
v), (B, w), (16, zx) 
第 一 元 素 和 最 后 元 素 
11.73 Ü 4 是 一 个 有 序 集 .定义 A 的 第 一 元 素 和 最 后 元 素 ， 


解 EF 设 4 是 有 4 的 一 个 元 素 ,车 对 于 为 的 每 一 个 元 案 x 都 有 
aSr, 


M) a Aant TR. EE, E a 在 A 的 每 个 元 素 之 前 , 则 a E A 的 一 个 第 一 元 素 , 类 
似 地 , 设 5 是 及 的 一 个 元 素 , 若 对 于 A 的 每 一 个 元 素 x 都 有 

z “b, 
则 5 称 为 A 的 一 个 最 后 元 素 . 这 就 是 说 ,车 5 在 A WSADZA, BJ 0 I A 的 一 个 最 后 元 素 . 一 
个 有 序 舍 最 多 只 能 有 一 个 第 - -元 案 和 一 个 最 后 元 率 ， 
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11.74 设 S=la,b,c,qd,e| 按 图 11-18 所 示 排 序 . 若 S 存在 第 一 元 素 或 最 后 元 素 , 则 指出 它 
们 是 什么 元 素 . 
N FO EF 由 于 4 在 S 的 每 个 元 素 之 后 ,因此 a 是 S 的 最 后 元 素 ,有 应 集 S 没 有 
5 e 第 一 元 素 .注意 元 素 4 PETR e 之 前 . 
`N Z N u 考虑 在 党 序 下 的 白 然 数 集 N.E N 存在 第 一 元 素 或 最 后 元 
4 ° 素 , 则 指出 它们 是 什么 元 素 ， 
图 11-18 解 sm N 的 第 一 元 素 是 1. 它 没有 最 后 元 素 . 
11.76 H A 是 任 一 集合 ,P(A) 居 4 的 所 有 子 集 的 集合 .车 P(A) 是 用 集合 包含 排序 的 , 则 
P(A ) 的 第 一 元 率 和 和 最 后 元 素 必 什么 ? 
ME ¿cp SEEPANA LE, A 是 P(A) 的 最 后 元 素 ， 
11.77 设 4=jzr:0<z<x1l 是 用 去 排序 的 . 若 4 存在 第 一 区 素 或 最 后 元 素 , 则 它们 是 什么 
元 素 ? 
FO sm 集合 A 是 线 作 次 序 的 , 它 既 无 第 一 元 素 又 无 最 后 元 素 .( 若 认为 A 是 [0,1] 的 一 个 子 集 ， 
WintftA)=0,sun(t A)=1.) 


良 序 集合 
H.78 ”定义 一 个 良 序 集合 并 举 出 ART. 


Ñ £p EAS 4 的 每 一 个 子 集 都 含有 第 一 元 素 , 则 称 4 是 良 序 的 .一 个 良 序 集 的 由 型 例子 是 
具 常 序 的 自然 数 集 N. 

11.79 证 明 一 良 序 集 4 必 是 线性 次 序 的 ， 
证 EF 在 4 中 任 给 一 对 元 素 :和 2, 4 的 子 集 1a, 中 必 舍 一 个 第 一 元 素 . 这 样 必 有 一 个 匹 素 在 
另 一 元 素 之 前 .因此 4 的 任 两 个 匹 素 部 是 可 纪 较 的 . 

11.80 REBRE E= 12,4,6,8,…| 按 整除 排序 .FE ERTED? 
# F 因为 并 不 是 下 的 每 个 子 集 都 有 第 一 元 素 , 因 此 5 不 是 良 序 的 .例如 , 子 集 |4,6| 没 有 第 -… 
元 素 , 当然 每 个 含有 元 素 2 的 子 集 有 第 一 元 素 , B 2 本 身 . 

11.81 设 $S 是 一 个 有 限 的 线性 次 序 集合 .S 是 良 序 集 吗 ? 
解 EF 蚌 的 .s 的 任 一 子 集 是 有 限 的 且 线 性 次 序 的 , 因此 它 有 第 一 元 素 . 

11.82 ”假设 集合 的 集合 


B = [ial,la,bl la, b,c dl,la,d,ec,d,e, fi] 
按 集合 包 会 排序 ,B 是 良 序 集 吗 ? 
解 EF 由 于 日 是 有 限 的 且 线 性 次 序 的 , 男 此 它 是 良 序 的 . 
11.83 ”考虑 自然 数 集 N 及 其 子 集 下 = }2,4,6,8,…1 (aa) 求 一 个 相似 函数 f:N 一 EE;(b) 证 明 
对 于 N 的 每 个 z MESC. 
解 EF (DRR f:N 一 二 定义 为 f(z)=2z, 它 是 N 到 其 子 集 下 的 一 个 相似 映射 . 
(b) r 有 是正 数 , 因 此 > 所 27 = (z). 
定理 11.2 设 A 是 -~ 个 良 序 集 , REAN- TR FRANS A> 是 从 A BR 的 一 
个 相似 映射 , 则 对 子 A 的 每 个 a, 我 人 有 a Sfl). 
11.84 证 明定 理 11.2. 
证 EF WP D= l1z:f(r)< rl. D ERR, UE ER L. SP oA iA, H F A 是 良 序 的 , 因 
此 号 有 第 一 元 素 d EE d € 草 含 f(do)<do. 由 十 是 相似 映射 , idod AAE 
fF do0)) < ido), 
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11.85 


因此 六 dy) 也 属于 万 .但 f(4 <a, H fidye D.K do £ D ME — S 6333: 8 T EJ EW E 
设 p=2 S —48 35. kk D Et YEER S. 
求 一 个 从 N 到 其 子 集 A =]1,3,5,7, 0 i EBRES. 


解 EF HT N 的 每 一 个 元 素 r, ER 六 zy)=2r -1. 该 里 射 保 若 正 整数 柴 的 次 序 . 


定理 11.3 设 有 A 各 B 是 相似 的 良 序 集 , 则 从 A 到 B 仅仅 存 在 一 个 相似 映射 . 


11.86 WEE 11.3. 
证 EF 设 产 4 一 了 日 和 有 :4 也 都 是 相似 映射 . 设 大 g, 则 存在 一 个 元 素 +E A 使 得 f(x) 
gtzr). 国 此 ,由 习题 11.79, 或 是 FIz)<gfz) 或 是 gfc< Fr .比方 说 , fiela). 
HT z: A—B 是 -个 相 岂 映射 ,因此 gg BA wE AERA. mE, g PAA A 
个 相似 映射 的 积 是 - AAR E Fr 
(g Fe) < (g! ° g)(=z) = zx. 
我 们 有 z Of E -- ABDBSEH (z 1 六 <x: 这 与 定理 11.2 了 矛盾 .因此 假设 Ag 导出 :一 个 巴 
盾 . 故 从 及 到 B 又 能 有 一 个 相似 映射 . 
11.5 格 
11.8? 定义 术语 格 . 
解 zz 设 工 是 一 个 非 空 集合 , 它 关于 两 个 称 为 交 利 联合 {并 ) ,分 别 用 信和 V 宕 示 的 二 元 运算 是 
封闭 的 .如 果 对 于 工 的 任意 元 素 ab Moe TADE: 
(交接 律 
(la) aAb=bAa, (1b) aYb=bVa,; 
《这 结合 
(2a) (a AbyAe=aA((bAacy, (2b) (aVb)Ve=aV(bVe); 
(说) 吸收 律 
(3a) aAñ(aVb)=a, (b) aV(a Ab)=a 
成 立 ,那么 工 称 为 一 个 格 . 
一 个 格 常 用 ( 工 , 入 ,YW ) 表 示 以 强调 所 包含 的 运算 ， 
11.88 i4 C 是 一 个 集合 的 集合 , 它 关 于 交 和 并 运算 是 封闭 的 .证 明 (C, N, U ) 是 一 个 格 . 
证 Em 交 郑 并 运算 满足 定义 一 个 格 的 三 个 公理 ,具体 地 说 , 对 于 任意 三 个 集合 Xx,Y 和 Z, 有 
{D) XN Y= YNX, XUY=YUX; 
{i} (XN NZ2= XNCYNZ2), (XU YIUZ= XU(YU2); 
(ü XN (XU TD =X, XU(XN Y= X. 
11.89 证 明正 整数 集 N 关于 运算 
a Vb =le.m.(a,b), a A b = g.ce.d.(a,b) (1) 
是 一 个 格 , 此 处 1.c.m. 表 示 最 小 全 倍数 ,g.c.d. 表 示 最 大 公 因 子 . 
证 EF 我 们 必须 证 明 N 关于 两 个 运算 (1)? 满 足 定义 格 的 三 个 公理 .根据 数论 ， 
(i) g.c.d.(a,b)=g.c.d.(b,a), lem (a, b)=iec.m. (b,a); 
(u) g.c.d.{g.c.d. (a, b}, c}= g. c. d (a,g. e. d. (b, c)), 
l.c.m.(1c.m.(a,b),c)=le m.(a,l.c.m.(b,c))i 
(ui) gcd (a,l.e.m.(a,b,))= a, 
Lem. (a, g.e.d.(a,b))= a, 
AN EF ecm. A ged Eti. 
11.90 EXB L 中 一 个 关系 式 的 对 偶 , 为 什么 对 偶 原 理 阔 用 于 工 ? 
解 EF 在 格 {L,A,Y) 中 任 一 陈述 的 对 倘 是 由 交换 A 和 Y 得 到 的 陈 广 来 定义 的 ,由 于 工 的 任 一 
公理 的 对 侦 仍 是 工 的 一 个 公理 ,因此 对 偶 原 理 说 明 任 一 定理 的 对 慢 亦 是 一 个 定理 . 
11.91 ” 写 出 下 列 关 系 式 ; 
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(a) (a Ab)Vce=(bVe)A(cVa); 
(b) (aAb)Va=aA(5Va) 
JAVI. 
解 EF ER XRAHHARE VARA ERA, BB XS SR. 
(a) (a Vb)Ac= (Ac NY {cha), 
(b) (a Vb)Aa=a (b Aa). 
11.92 EHRE EE: Ga Aa =a,(ü)aVa=a, 
证 Er 1) 的 证 明 只 要 应 用 两 个 吸收 律 (习题 11.870) 
añħñaszaħñħla Vla Ab)=a. 
由 对 偶 性 得 到 (的 证 时 . 
定理 11.4 设 工 是 一 个 格 , 则 当 且 仅 当 a V6=8 时 a A5=@a. 
11.93 ”证 明定 理 11.4. 
证 EF 设 4aA5b=4. 在 第 一 步 中 应 用 吸收 律 ,我 们 有 
= 


现 设 a Vesd BER PEARKE, RIE 
a=a Alay b=an5b. 


因 些 , 当 且 权 当 a VY 56=b 时 a Ab=a. 


11.6 格 和 有 序 集 


下 面 用 到 如 下 三 个 定理 . 
定理 11.5 设 工 是 一 个 格 .那么 用 a A5=4a 或 aV 5=5 定义 的 关系 a 入 5 是 L 上 的 一 
个 偏 序 . 
{ 我 们 认为 工 的 上 面 的 偏 序 是 由 格 诱导 的 偏 序 .) 
定理 11.6 设 工 是 一 个 格 .那么 对 于 由 工 诱导 的 偏 序 中 每 一 偶 .xz,y| 存 在 inf(z, yM 
sup( z, y). 
定理 11.7 设 焉 是 一 个 偏 序 集 , 它 使 得 p 中 的 任 一 侦 |x, yi 存在 inf(x,y) 和 sup 之 ， 
y) .那么 如 下 定义 P 上 的 一 个 格 ; 
z A x= mÜ(z,y), “< V y = suptr,y). 
由 这 个 格 诱 导 的 偏 序 集 P HTIUOETR F 3E P 相同 . 
从 定理 11.6 和 11.7 得 到 格 的 男 一 个 定义 : 
定义 ”一 个 格 是 一 个 侦 序 集 , 在 此 , 对 于 任 一 对 元 素 a Mb, 
a A b = in(a,b), a V b = sup(a, b) 


都 存在 . 
11.94 ”证 明定 理 11.5. 
证 F 对 于 格 工 的 任 一 a, 由 和 等 性 我 人 有 a 人 a = a. 因此 a 不 a, 从 而 入 是 自 反 的 ， 
ia Sb Hb Xa, ma Ab=a HBpAa= 5. ka =a Ab=5Aa= b, AEREA. 
最 后 , 设 e S b Bo Zc a A6=a B5óAc= 5. R 
aAc = (a AA- a AG Ac)=a Añ a, 
于 是 。 蔚 c, 从 而 下 县 传说 的 .故人 是 LL 上 的 一 个 偏 序 . 
11.95 设 忆 是 1a,5,c1 的 短 集 ,作出 由 格 (P, 1, Lj) 诱导 的 P 上 的 偏 序 图 . 
Ñ T 基于 由 格 诱 导 的 偏 序 ,每 当 aA5=x 时 有 a 入 5 于是 ,在 此 情形 下 , 每 当 a 门 5= a 时 有 
a 5. 
这 样 , 国 |lalnfa,si=fat 因 此 集合 !af 前 于 集合 la,61 .用 此 方法 继续 进行 下 去 , 我 们 得 到 图 为 
图 11-19 所 表示 .注意 ,这 与 其 于 集合 包含 的 偏 序 (可 十 11,35) 得 到 的 图 (图 11-2) 相 同 . 
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{ aac } 
Wi | 
四 —— iD) ”一 (3 
— | 
图 1i-19 
11.96 ”考虑 一 个 正 整 数 m PATRE D, 上 的 格 工 , 此 处 A 
a V b =l.c.m(a,5), a A b = g.c.d.(a, b). 12 Nae 
就 m=36, 作出 由 L 诱导 的 偏 序 图 . `, 一 ` 
解 Em 这 里 ,由 上 请 导 的 偏 序 是 ,每 当 ¿e d (a, b)= a 时 ,a X N, 一 `S, 一 
b. Ds 的 偏 序 图 为 图 11.20 KER. ~ 一 
11.97 ”简要 地 解释 为 什么 任 一 线 些 次 序 集 是 一 个 格 . 
图 11-20 


W 上 考虑 :个 线性 次 序 集 的 任 两 个 元 素 a 和 5, 此 处 = S b. Hi 


Aina, b) =a, mpla, h) =b. RTE AAA, infla, bM supta, 上 45) 都 存在 ,因此 一 个 线性 次 
序 集 居 一 个 格 . 
11.98 ”指出 图 11-21 所 表示 的 届 序 集中 哪些 是 格 ， 


M F 一 个 有 序 集 S 是 格 的 充分 必要 条 件 为 对 S PARI], yl EE sopr, yA inf{ 工 ， 


yB 11-21 中 的 有 序 集 fa) 和 fb) 痢 是 格 . 有 序 集 {e)? 不 是 档 . 这 是 因为 15,c1 有 上 界 de 和 万 担 它 
们 之 中 没有 一 个 在 其 他 两 个 之 前 , 因此 sup( 6, <) 不 存在 . 


ZN AS AN 
SNS | 
N NZ SZ 


a) (b) c) 


w —yk q 


E 11-21 


1.99 R 11-22 所 示 的 有 序 集 中 哪些 是 格 ? 
W =e 愉 有 图 11-22 的 有 序 集 {c) 是 格 有 序 集 {a) 不 是 格 , 因 元 素 1 和 2 没有 上 界 因 市 sup(1,2} 
不 存在 .有 序 集 tb) 不 是 格 , 因 元 素 5 和 6 有 两 个 下 异 但 没有 一 个 后 于 办 一个 ， 因此 inft5,6} 不 存在 . 


AN 
NA 和 个 
| i— A NA 


(a) t) (e) 
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图 11-23 所 未 的 有 序 集 中 哪些 是 格 ? 
6 6 6 
N Í| | 
| | AN , 
N NZ D< 


(a) (b) (Q) 


图 11-23 


E gm 图 11-23 09 Fe (am (b SE I. 8 T 3 (c) 38, lu St 1 和 2 没有 下 界 因而 


inf(1,2) 不 存在 . 
Ë A 是 实数 集 R 的 任 一 子 集 , 它 具 有 常 序 .A 在 什么 条 件 下 是 个 格 ? 


W F 只 要 A 不 是 空 集 , 则 国 它 是 线性 次 序 的 ,因此 A 是 一 个 档 . 

判定 下 列 集合 关于 整除 是 否 是 一 个 格 :A = :2,3,4,12| 和 B= ]1,2,3,9,18}. 

W 这 两 个 集合 都 不 是 格 , 因 supla, b) inla, OPERERTE Am, TRS 4 中 ,我 们 有 
g.e.d.(2,3)=1,fB 1 PETF A, A inf(2,3) 不 存在 .而 且 , 在 集合 BB 中 ,1.c.m.(4,3)=12, 但 12 


六 展 于 B. 
判定 下 列 集 合 关于 整除 是 奋 是 一 个 格 :C= ,3,4,9| 和 了 DD= 11,2,3,9,18}. 


8 ¿é 只 有 C 是 -个 格 , 因 C 中 每 一 元 巡 侦 都 存在 下 确 界 和 上 确 界 .在 集合 口中 ,1.c.m.(2， 
3)=6, 但 5 不 属于 DD. 


d e 11.104 考虑 图 11-24 BEF BPP E P=ja,b,c,d e] K PRAT 
|>< 子 集 使 得 它们 关于 尸 上 的 运算 都 是 格 ， 
N S 征 4 我 们 必须 指出 两 个 子 集 , 使 得 子 集中 每 一 元素 偶 都 存在 下 确 界 
7 MEWA. 任 一 线性 次 序 子 集 是 一 个 阁 . 这 两 个 是 格 的 子 集 为 
图 11-24 la,b,c, di, la beel. 


注意 ,整个 集合 疡 不 是 个 格 , 因 sup(a,e) 不 存在 . 


定义 术语 子 格 . 

解 ERMER LA- TEITE ERTI MEAE DE, 则 称 M 是 工 的 一 
个 子 格 , 注 意 , M E L 的 一 个 子 格 当 且 仅 当 M 关于 工 的 运算 A 和 YV 是 封闭 的 .因此 M 的 任 一 对 
元 素 的 下 确 界 和 上 确 界 也 必 是 M 的 元 素 . 例 如 , 甘于 整除 运算 的 正 整数 梨 N. S 斌 (>1) 的 所 有 因 
子 组 成 的 集合 D. E N 的 一 个 子 格 , 但 集合 C = |2,3,6! 不 是 NN 的 一 个 于 格 , Elinf(2,3) = 1 不 属 
+ C. 

考虑 图 11-25 中 的 格 工 .判定 下 列 : 


Li = |r,ab,yl, L2 = Iz,a,e,yl, 


Ly =la,cd,yl, La= Iz.c,d, yl 
是 否 是 工 的 子 格 . 
8 ATEL BATER ANVE AN, WEE- TTE L PETH Aayo 
= 不 属于 上 .集合 Ls 不 是 子 格 , 因 cAd =a PAF .其 他 两 个 集合 LM L, 都 是 子 格 . 
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AN / N 

LANI w y 
wa N 
图 11-25 图 11-25 


11.107 ”考虑 图 11-26 所 示 的 格 D= |v, w,x,y, x|. 求 所 有 的 具有 3 个 或 更 多 个 元 素 的 子 
格 . 
解 =F 我 们 必须 指出 所 有 这 样 的 具有 3 个 或 更 多 个 元 吉 的 子 集 , 使 得 该 子 集 的 每 一 对 元 素 存 
企 上 确 界 和 下 确 界 ( 且 是 该 子 集 的 元 素 ), 这 些 子 格 是 


lu zl, lu, y zi, lu, z zl, {v, w, |, 
ftw, x, z], jo wy zl, luz syezl, |v w azl, 


lu, ww, Z. zi. 
同 构 烙 


11.108 XE. 
W FF 设 工 动 了 是 丽 个 格 . 芳 有- :个 冯 射 函数 产 工 一 二 使 得 对 工 的 任意 元 素 a 30 b 都 有 
fla A b) = fla) A Fib) 
和 
fla V ó) = f(a) V fib), 
则 称 工 和 工 是 同 构 的 . 


11.109 ”图 11-27 中 两 个 格 同 构 吗 ? ë 5 
解 上 EK ERER 了 = 1(o 1 (5,2), (r. 4). (d, a | | 
. , ~ A 3 4 
3),fe,5)| .这 个 瞻 射 实际 上 保持 原 玉 集合 的 请 构 . 例如 ， b 2 
FecAG= f(0)=2 3 f(A (4) =3A4=2. | 
11.110 E| 11-28 中 两 个 格 工 AL PH? a ! 
W == 不 .为 了 看 到 这 -点 ,首先 注意 到 ,显然 a 必须 图 11-27 


映射 到 1, B 必须 上 映 到 6. 因此 ,在 工 中 ,对 上 xz 天 1 有 inff2,x)=2. 在 工 中 ,这 对 刀 ca 或 e 都 
是 不 下 确 的 .这样 ,I 和 上 "不 是 同 构 的 . 


图 11-28 图 11-29 


11.111 图 11-29 中 两 个 格 同 枸 吗 ? 
和 解 zF 不 . 因 两 个 格 的 元 案 数 目 不 同 ,局 此 不 存在 洁 足 给 定 条 人 忻 的 一 一 满 映 射 . 


11.7 有 界 格 
11.112 设 工 是 一 个 格 . 定 义工 的 下 界 和 上 界 , 并 确定 什么 情况 下 二 是 有 界 的 ， 
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11.113 


11.114 


11.115 


11.116 


W k= 我 们 说 工 有 一 个 下 界 , 用 0 32.3 LE CE Q SE 0 所 >. 类 似 地 ,我 们 说 
L 有 一 个 上 村 ,用 13.5. mE LE-TE + ML > 下 1 蔡 工 同时 有 一 个 下 界 和 一 个 上 
界 , 我们 则 说 工 是 有 界 的 . 在 这 样 的 一 个 格外 ,对 工 的 任 元素 a, 我 们 有 等 式 

ayl1=LIL añl=a, av = ua, uh0=0. 


正 整 数 集 N 关于 常 序 若 有 下 界 和 上 界 , 则 请 指出 它们 是 什么 ， 

W GN 有 一 个 下 界 1, 但 没有 上 界 . 

A= |z:1<z<2| 关 于 常 序 为 有 序 的 . 若 其 上 界 和 下 站 存在 , 则 指出 它们 是 什么 ， 

W EF 集合 A BASF X L. 

集合 ABRERA ) 关 于 交 和 并 运算 , 若 其 上 界 和 下 界 存 在 的 话 , 则 指出 它们 是 什 
Z. 

R tr 325 P(A) 的 下 界 , 有 A 是 P(A)8S F. 

证 明 每 个 有 限 格 是 有 界 的 ， 

证 EF 设 工 = anan, a | TARR, M aj Va Va, Ñaña, Aí Aa, 分 别 是 工 
的 上 界 和 下 界 ， 


11.8 分 配 格 和 分 解 
ti.17 定义 一 个 分 配 格 


11.118 


WW zF 设 工 是 一 个 档 . 如 果 对 工 的 任何 元 京 ab 和 :我们 有 下 列 的 分 配 律 
(da) a A(G(bV ela Ab) la Ac), 
(b) aV(bAc)=(aVb)A (a Ve), 
那么 称 工 是 分 配 的 ,和 否则 , 称 / 是 非 分 配 的 ,注意 ,根据 对 偶 原 理 ( 见 习题 11.90), (4) Ar 5 B 
当 {4b) 成 立 ， 
一 个 集合 A 的 震 集 己 关 于 运算 站 和 岂 是 一 个 格 . 忆 是 一 个 分 配 格 吗 ? 


W W 和 对 于 PP 的 任何 元 素 a,b fl c, RE 
aNtste)= ta | by U (a Y c) 


和 
aJ (£ l 4) = (a UNa Ú c), 


因此 P 是 一 个 分 配 格 . 


11.119 定义 一 个 有 下 田 0 的 格 L 的 联合 不 可 约 元 素 . 


11.121 


E zm 设 。 是 工 的 一 个 元 素 . 若 ea=xVy 莉 售 <=z 或 =y 则 说 a 是 联合 不 可 约 的 .很 清 
楚 ,0 有 这 个 性 质 ( 注 意 , 关 十 怀 法 运算 ,质数 有 这 个 性 质 , 即 若 p 是 一 个 质数 且 p= ab, N p= a 


E p= b.) 
a 11.120 j a>0 是 格 工 的 一 个 元 素 . 证 明 a 是 联 


合 不 可 约 当 且 仅 当 它 有 惟一 的 一 个 直接 
>, > 前 元 . 
/ N 证 Em 设 。 至 少 有 两 个 直接 前 元 , 比方 说 ,如 
图 11-30(a) 中 的 51 RI ba A a= b i V b, 并且 


b ba 

! ， 4 不 是 联合 不 可 约 的 . 另 -方面 , 若 a 有 惟一 的 

@ i) 直接 前 元 。, 则 对 任何 前 于 a 03 b M by Bl c E 
图 11-30 它们 中 间 { 如 图 11-30Cb)), 我们 不 可 能 有 


a = bí V ba = supt hi, bi) 
求 图 11-31(a) 表 示 的 格 K 的 联合 不 可 约 元 素 . 
W EF 并 的 联合 不 可 约 元 素 是 那些 有 惟一 前 元 的 元 素 .因此 ,元素 a, b. c 和 总 都 是 联合 不 可 
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11.122 


11.123 


11.124 


11.125 


11.126 


11.127 


11.128 


11.129 


约 元 素 . 

RKA 11-31(b) 表 示 的 格 L 的 联合 不 可 约 元 素 ， 

解 EF 工 的 联合 不 可 约 元 素 是 a,8,c 和 gg. 

É L 是 有 一 个 上 界 了 的 一 个 格 , a EL TR. Basry Maa: r Ras 
y; 则 称 a 是 交 不 可 约 的 . 并 且 , 类 似 地 , a AI 是 交 不 可 约 的 当 且 仅 当 a 只 有 一 个 直 
接 后 元 . 求 图 11-31(a) 所 表示 的 格 的 所 有 交 不 可 约 元 束 ， 

W EF 交 不 可 约 元 泰 是 那些 只 有 一 个 直接 后 元 的 元 素 .因此 a,b,c,d 和 和 & 都 是 交 不 可 约 元 
索 ， 

RE 11- 31(b) 所 表示 的 格 的 所 有 交 不 可 约 元 素 . 


E F 交 不 可 约 元 案 是 a,5,d,f 和 g. 


> pa ~ 
| —⁄ | 


Æ 11-34 


设 工 是 有 下 界 0 的 格 .定义 术语 原子 ， 

E F 直接 后 于 0 的 那些 联合 不 可 约 元 素 称 为 原子 . (我 们 强调 , 并 不 是 所 有 联合 不 可 约 元 素 
DEET.) 

求 图 11-32(a) 所 表示 的 格 的 原子 .这 里 ,1 是 下 界 , 即 0 元素 .) 

Ñ F 原子 是 直接 后 于 0 元 素 的 那些 元 素 .因此 该 格 的 原子 是 2,3 和 4. 


/N <> 
N | 


图 11-32 


求 图 11-32(b) 所 表示 的 烙 的 原子 . 

解 F 只 有 -个 原子 , 即 元 素 2. 

求 图 11-31 表示 的 两 个 格 的 原子 . 

W = 在 这 两 个 格 中 , 直接 后 于 0 GSE a, b ü <. 因此 它们 都 是 原子 . 

考虑 用 整除 排序 的 正 整 数 集 N. (这 1 是 下 界 .}(a)N 的 哪些 元 素 是 原子 ?(b) 哪 些 元 
索 是 联合 不 可 约 的 ? 

解 EF (a) 质数 都 是 原子 . 
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11.130 


分 解 


11.131 


11.132 


11.133 


11.134 


11.135 


(h)BR 4 5 RE + 都 是 联合 不 可 约 的 . 
任 一 非 空 集合 ABRA PARTRA BEE A. (a)P{4) 的 哪些 元 素 是 原 
子 ?《〈b) 哪 些 元 素 是 联合 不 可 约 ” 

E EF (aM 3 ES a RE P(A) 的 原子 . 

(b) 独 个 元 素 集 合 1a | 但 不 是 下 界 忆 都 是 联合 不 可 约 元 素 . 


RR L 的 一 个 元 素 a 可 表示 成 形式 

a = di V d; Yo V dy 
其 中 诸 q, 都 是 联合 不 可 约 . 说 d, EAMES LEAT 
解 =p 着 4 Sa, ME a Vd, = d TD a 中 删除 d XE, ARE d, Æ d, ZAT, M 
BETREN. 
设 工 是 一 个 有 限 格 .证 阴 工 的 一 个 元 素 & 可 表示 成 无 殖 的 联合 不 可 约 元 素 的 联合 . 
证 EF 若 a 不 是 联合 不 可 约 的 ,我 们 则 记 

a = b V b2. 
而 且 , 者 b, 或 5; 不 是 联合 不 可 约 的 , 旭 本 用 两 个 元 素 的 并 来 在 代 它 , 等 等 . 搁 们 可 以 重复 这 个 过 
程 直到 ç 袁 示 成 不 可 约 元 束 的 联合 .于 是 
a = di V d, V NV dys 

此 处 ,这 些 了 是 联 台 不 可 约 . 若 d, 前 于 a,, 见 从 表达 式 中 删除 4 .继续 将 此 过 程 进行 下 去 便 得 刘 
我 们 吉 求 的 分 解 . 
一 个 格 工 欧元 素 a 表示 成 无 蓉 的 和 联合 元 素 的 分 解 是 惟一 的 吗 ? 
E =F 不 是 ,a 可 能 有 许多 分 解 .考察 图 11.33 中 的 元 素 .有 四 种 分 解 4Y e, d Vc,5VYe 和 


— >. Z Z N 
| X AN 
NI 


b č e 
` 一 


f 


0 


图 11-33 图 11-34 图 11-35 


RR 11-34 中 元 素 的 一 个 无 欧 且 联合 不 可 约 分 解 ， 
E EF 我 们 先 将 六 表示 成 两 个 元 素 的 并 六 = eVg. 那 么 由 于 ee bYe Algsed BIE 
IEA h 的 表示 式 坦 到 
hk=bVecVcecVa. 
B.B. X, SIDO ME -个 - 得 到 
h =bV cyd, 
此 处 ,ec 和 zz 都 是 元 鳌 日 联合 不 可 药 的 . 注 喜 ,我 们 亦 可 和 将 天 表示 成 庆 = (V f akA = fV p. S II 
我 们 将 得 到 相同 的 解 . 
求 图 11-35 中 元 素 g 的 一 个 无 葵 且 联合 不 可 约 分 解 ， 
W EE RIRE g 表 疙 两 个 元 素 的 并 =e f. =c Yd, 我 们 将 它 代 入 g 的 表示 式 得 到 
上 一 
由 于 r,d 和 是 无 莫 且 联合 不 可 约 的 ,因此 这 就 是 我 们 的 解 .假如 我 们 将 e 表示 成 e= 5 Ye 或 e = 
EV d, WB [IPB FE Z - b V V yÑ e V dr. 


we Y r 
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11.136 


11.137 


11.138 


11.139 


11.140 


考虑 图 11-31(a) 所 表示 的 格 天 .将 不 是 联合 不 可 约 元 素 表 示 成 无 商 联 合 不 可 约 元 素 
的 联合 . 
R EF K 的 不 是 联合 不 可 约 元 素 是 { 和 * .分解 是 

T=d V bc, e=pbpYye. 
就 图 11-31{b) 所 表示 的 格 工 重复 习题 11.136. 
R =m 工 的 不 是 联合 不 可 约 元 素 是 1, f, d 和 。. 分 解 是 

了 二 

注意 , 为 得 到 了 = wYg, 我 们 先 将 1 表示 或 1= FV z RAM aVbVe 普 代 f 得 1=aVY pVeYg. 
Ha F eHe 在 g 之 前 ,可 将 它们 消去 . 
考虑 60 的 因子 格 D a = 11,2,3,4,5,6,10,12,15,30, 80 
601, 用 整除 排序 ( 见 图 11.36) 将 每 个 不 是 联合 不 可 E Y 


约 元 素 表 示 成 景 小 数目 的 无 效 联 合 不 可 约 元 素 的 联 COS Sl s 
合 — ><, >; 
解 F 所 要 求 的 结果 是 60=4V3V530-2V3V5,20=4 -一 
Vs 15=3V5 12-3Vy4,10=2V5 6=2V3. 

图 11-36 


考虑 由 m (>1) 的 所 有 因子 组 成 的 关 二 整除 的 格 
D, Wal 表示 成 最 小 数目 的 无 效 联 合 不 可 约 元 素 
的 联合 . 
R OE D, 的 胶合 不 可 约 元 素 是 质数 的 蝶 . 令 a= pi phu. pr 是 将 a 分 解 成 质数 的 矢 的 乘 
积 .那么 

a = p V p2 V = V pe 
是 所 要 求 的 分 解 . 
设 P(4) 是 一 个 非 空 的 有 限 集 合 A 的 寡 集 .考虑 关于 集合 包含 的 格 PA) E B= 
信 表 示威 无 贰 联合 不 可 约 元 素 的 联合 . 
M 《EBP(A) 的 联合 不 可 约 元 素 是 独 个 元 素 集 合 la| .于 大 

B= lal Viat Ye Vial 

是 所 要 求 的 H 的 分 解 ,其 中 a1, a2,…, as 是 B 的 不 同 元 素 . 


定理 11.8 设 工 是 一 个 有 限 分 配 格 .那么 工 的 每 个 元 素 a 都 可 惟一 地 ( 除 疾 序 外 ) 吉 人 
成 无 次 联合 不 可 约 元 素 的 联合 . 


11.141 


11.142 


证 明定 理 11.8. 
证 ëm ESL 是 有 限 的 ,因此 我 们 可 将 a 表示 成 无 球 联 合 不 可 约 元 素 的 联合 .于 是 我 们 须 证 
明 惟 一 性 . 设 


a = BV bz V Yb <= cí V ca V we, 

其 中 诸 5b 是 无 或 且 联合 不 可 约 的 ,并 且 诸 c 也 是 无 次 联合 不 可 约 的 .对 王储 -给 定 的 i, 我 们 有 
b (b, V bx V Vb = (cy V cz V e V c). 
[8 +, 
b = b A (c V cz V o V c) = (8, A ci) V (B. A c) V es V (b; A cj). 
H b 是 联合 不 可 约 的 , 因此 存在 一 个 ;使 得 5. = b A cp AT b, Se .类 似 地 ,对 6 存在 一 个 点 
使 得 < S... Nt 
b, Ee Sba, 

h E o ERARE HIH, AAEH 0 = a E b Me 可 成 对 删除 .这样 ,a 的 分 解除 顺序 
外 是 惟 -- 的 ， 
定理 11.8 可 准 广 到 有 限 长 度 格 .a) 定 义 一 个 有 限 长 度 格 ;(b) 举 一 个 有 限 长 兰 的 无 
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限 格 的 例子 . 

W F (a) 若 格 工 的 每 个 线性 次 序 子 集 是 有 限 的 , 则 L 有 有 限 长 度 . 

(EE L= FD, I, anag tt AE 11-37 是 有 序 的 .这 就 是 说 ,对 N 的 每 个 n, RITE Oa, <I. H 
T L 有 无 穷 儿 线性 突 序 子 集 ,因此 上 有 有 限 长 度 . 


PA “N ZAN 
NZ N `N 


a) (b) 


图 11-37 图 11-38 
下 面 的 定理 证 明 超 出 本 书 的 范围 . 
定理 11.9 一 个 格 L 是 非 分 配 的 充分 必要 条 件 是 它 售 有 一 个 子 格 与 图 11-38 的 格 (a) 或 
(b) FI. 
11.143 判别 图 11-39 PAR EAE Fo 83. 
£ 
, ¿N 
IN ., S 
N NS N SZ 
| A NZ ` 
L, Ls L3 
疼 11-39 


E EF REEI., LA L RoR. SAT, HAS L, Sis], cd, e, 内 与 图 11-38 
tb}) 的 格 同 构 ,因此 工 | 起 非 分 配 的 ;由 十 格 L. FH jab, ed, 下 与 图 11-38(g) 中 的 格 同 构 , 因 


此 L, 是 非 分 配 的 . 
11.144 ”考虑 图 11-40 的 格 M. (a) M 的 非 零 联合 不 可 约 元 素 和 原子 .(b)M AAN 
是 分 配 的 鸣 ? | | 
EO sm WNE a ERER bod 和 e 有 惟一 的 直接 前 元 ,因此 它们 都 是 入 | 一 
联合 不 可 约 的 , 并且 因 元 素 5,c 和 d 直接 后 于 零 元 素 ea, 困 此 它们 都 是 振子 . 
(b} 不 是 .大 |z,6,d,e, gi 是 与 图 11-38(a) 的 格 同 构 的 于 格 . 图 11-40 
11.145 j L ÆDER L 的 一 个 子 格 .证 明 工 ' 是 分 配 的 . 
证 EF 对 于 工 的 任何 元 素 2, 和 ,分配 律 (见习 题 11.11) a A (b V e)= (a Ab)V (a Ac) 
ytAc)=(evViAfaVrc) 成 立 .由 于 工 ' 的 每 个 匹 素 也 在 工 中 ,因此 对 二 的 任何 元 素 a, 乡 和 
c“ 务 配 律 成 立 . 故 工 是 一 个 分 配 格 . 
11.146 ”证明 每 个 线性 次 序 集合 工 是 一 个 分 配 格 . 
证 EF 图 11-38 的 两 个 格 都 含有 不 可 比较 元 素 . 这样 ,线性 次 序 集 工 不 可 能 含有 与 图 11-38 的 


任 一 个 格 同 攀 的 子 格 . AEREE 11.9 知 L 是 分 配 的 ， 
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1.9 有 补 格 


11.147 


11.148 


11.149 


设 工 是 有 下 界 0 和 上 界 I HERR. ES L 的 -TER r 的 补 ， 
E F L 的 一 个 元 未, 是 >x 的 补 , 如 果 
rVy=I H zAy=0. 
补 未 必 存 在 且 末 必 是 惟一 的 . (注意 ,车 y 是 x 的 -个 补 , 则 z E y 的 一 个 补 ,就 是 说 ,这 种 其 系 是 
对 称 的 .】 


求 图 11-38(a) 中 元 素 疡 的 补 ， 7 

解 EF 由 于 bYa=I 且 Aa=0, 国 此 元 素 4 基 卢 的 一 个 补 . 而 且 2V< L 

=I 3 pAc=0, REER ¿ BE b hth. €G X c 
求 图 11.41 中 元 素 a 的 补 ， NIZ 
H EF HF. Vi =IBaAc=0), AH e Æa hAth ER, V b= d 0 

AI, EE & 不 是 a 的 一 个 补 . 图 11.41 


定理 11.10 设 工 是 一 个 有 界 分 配 格 , 那 么 , 若 补 存在 则 必 惟 一 ， 


11.150 


11.151 


11.152 


11.153 


11.154 


11.155 


11.156 


证 明定 理 11.10. 
证 EF 设 z 和 y 都 是 工 的 一 个 元 素 a 的 补 , 则 有 
如 VD 


应 用 分 配 性 ， 
z#Z#=zrVÜ=<=rV(a Ay)=(zVayAG Vy) = TA(rY y= z V y. 
同 理 
了 一 了 DVR 人 
E r= xzY y=yYx=y, 定 理 得 证 . | 
图 11-42 所 表示 的 格 是 分 配 的 .验证 每 个 补 若 存在 则 是 惟一 的 . 
解 EF Ra Ed Hih RETR. 其 他 元 素 不 存在 补 , 因 此 所 有 的 补 只 要 存在 则 是 惟一 的 . 


/AN | 
A> D 
`N S N 


图 11-42 图 11-43 


应 用 定理 11.10 证 明 图 11-43 的 格 是 非 分 配 的 . 

证 EF 元 素 ec 有 两 个 补 上 和 .上 是 ,由 定理 11.10, 工 不 可 能 是 分 辽 的 .{ 和 否则 补 将 是 惟一 的 .) 
É L 是 有 下 界 0 和 上 界 了 的 有 界 格 .证 明 昌 各 了 是 互 溃 的 . 

证 我 们 有 0YI=JW0=TE0AT=ITAD=0. 因 此 0 和 了 是 互补 的 ， 

定义 一 个 有 补 格 . 

N EF 若 格 工 是 有 界 的 且 工 的 每 个 郊 素 都 有 一 个 补 , 则 工 是 -个 有 补 格 . 

举 两 个 补 不 惟一 的 有 补 格 例子 . 

解 EF 图 11.38 的 非 分 配 徐 都 是 有 补 格 , 它 的 有 些 补 不 是 惟一 的 . 

考虑 A = ja,p,crl 的 戎 集 P(A), 它 关于 交 和 并 运算 是 有 界 格 . 求 基 = la, bih, 
ECER. 
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11.157 


11.158 


W F 考虑 XxX =A 多 = ll. 那么 
lab led = g, dabl U lel = A. 
内 此 x EXHAR MAE E. X 的 惟一 一 个 补 . 
推广 习题 11 .156 的 结果 . 
解 F 任 -- 非 空 集 U 的 所 有 子 集 的 格 PLU) 是 有 补 的 ,并 且 U 的 每 个 子 集 XX 都 有 惟 -的 补 
X = UX, 
考虑 格 D, = 11.2,3,4,6,12|,12 的 因子 用 整除 排序 的 (Pi 的 图 如 图 11-44 所 示 ). 


g — ROD Dp TAME, (b)4 和 6 的 补 , (c) Dr 48 AF386087 


< 一 解 EF (4a) 下 界 是 1, 上 界 是 12. 
2 


— {b) 由 于 gg.c.d.(4,3)=1 且 1.ec.m.(4,3)=12, 因 此 4 的 补 是 3. 但 是 ,对 于 z 关 1， 
g.c.d.[6,z)#1, E Lem. t6 D12, AEs RAA. 
图 11-44 (oA 6 RA, BE Do 不 是 一 个 有 补 格 ， 


定理 11.11 设 工 是 具有 惟一 补 的 有 补 格 .那么 工 的 联合 不 可 约 元 素 除 了 0 之 外 都 是 原 


f. 
11.159 


证 明和 定理 11.11. 


证 EF 设 。 是 联合 不 可 约 的 旧 它 不 是 一 个 原子 , 则 a 有 人 惟一 直接 前 元 5 沽 0. 设 六 是 上 &8 的 补 .由 
于 b0 我 们 有 PI Ea Eb ZW, MJ, X. Sr WAS = 5 A bA = 了 ,因此 这 是 不 
可 能 的 .这 样 ,a 不 在 5 之 前 ,并 且 a 六 上 5 必 严格 前 于 a. 由 于 上 是 a 的 惟一 直接 a 
前 元 , 我们 也 有 a A b 前 于 5., 吉 图 11-45, 但 aA5 ITE, AE 

a Ab Zint(6,5 2) = b A ° = 0. b b 
Maht =0. 由 于 aVb=4, 我 们 有 NZ 

aVb sla Vb)Vb sayy) =ayI=1. A 

因此 5" 是 a 的 一 个 补 .由 子 补 是 惟 -的 ,因此 a = 5. 这 就 与 假设 6 是 ea 的 -个 ias 
ERMETE. RH, L 的 联合 不 可 约 元 束 只 能 是 其 原子 . 


12.1 


我 
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语句 和 基本 运算 


们 将 使 用 下 列 记 号 : 
p Agip Wg HER, SIF p 3EERE 2”, 
p V g: p 和 9 HER, EIE" p 或 者 a”， 
~ pip HTE, REE p”. 


而 且 , 荆 和 下 分 别 用 来 表示 真 和 假 . 
注意 , 有 些 教 科 书 对 于 pA ç 使 用 


p&g, P ° g EX Pq, 


对 于 pV q 使 用 


对 于 一 


Ptg, 
pH 
ppap. 


并 且 ,T 和 下 分 别 用 1 和 0. 


12.1 


12.2 


12.3 


12.4 


12.5 


12.6 


定义 一 个 语句 ,并 给 出 例子 . 

N u= 一 个 语句 (或 字句 断 圭 ) 或 是 丰 或 是 收 但 不 能 同时 是 真 和 假 的 符号 (或 声音 ) 的 集合 .… 个 语 
名 的 真 或 假 称 为 它 的 真 值 .例如 , SIE Fp s, 

(a) 马 黎 在 英 因 ， (b)2+2=4, 

(ORERE? {d 把 家 误 作 业 放 在 黑板 上 . 

表达 式 (a) 和 (b) 都 是 语句 ,第 一 个 是 真 的 ,第 二 个 也 二 真 的 .表达 式 {c} 却 (d) 不 是 语句 , HEERE 
真 的 ,也 不 是 假 的 . 

定义 一 个 复合 语句 , 并 给 出 例子 . 

解 zz 有 此 语句 是 由 于 语句 种 各 种 联结 词组 成 的 .这 样 合成 的 语句 称 为 复合 语 包 .例如 ， 

{a" 玫 瑰 化 是 红色 的 并 且 紫 罗兰 是 蓝 色 的 “是 -- 个 复合 语句 , 它 有 子 语句 "玫瑰 花 是 红色 的 "和 "* 紫 罗 
兰 是 蓝 色 的 "， 

(“他 是 聪明 的 或 每 天 晚上 都 学 习 " 显 然 是 - "个 复合 语句 . 它 有 子 语句 * 他 是 聪明 的 "和 “他 每 天 晚上 
都 学 习 ”. 

设 p ERROM g 表示 "天 下 雨 ”. 给 出 一 个 简 兽 的 字句 断言 描述 下 列 语句 ; (a) — p, 
(bpAq (c)p Vq. (dg p. 

解 zz hh EA, V 各 一 分 别 译 成 "并且", "或 者 "和 * 那 是 假 的 "或 "不 ", 然后 精简 文句. 
(aK, 。 (b)R03REBTF08, (ABRE, (时 天 下 南 或 者 天 不 冷 ， 

就 (a) 一 pA 入 ~g 和 (b) 一 (~g) 重 复习 题 12.3. 
解 EF (a) 天 不 冷 且 不 下 十 ,或 换 句 话说 ,天 婚 不 冷 双 木下 十 ， 
(b) 天 不 下 十 不 是 真 的 ,或 者 换 包 话说, 天 不 下 十 是 假 的 . 
设 p 表示 “他 身材 高 "和 9g 表示 “他 英俊 ". 用 pM 的 符号 形式 表示 下 列 语句 (假设 “他 
身材 矮 " 意 指 “ 他 身材 不 高 ", 即 ~. ): 
{a) 他 筷 材 高 并 且 英 俊 ; (b} 他 身材 高 但 不 英俊 ，; 
{c) 他 身材 矮 或 者 英 俊 , 这 是 侵 的 ; (d) 他 既 不 高 又 不 英俊 ， 
解 EF (phg (DpA~g() (~pYq), (d) pA q. 

就 下 列 语句 重复 习题 12.5. 
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(afb n, Pt i b Pr kEJE B 35332; 
(bie 558 k e e, 这 不 是 真 的 . 
解 EF (pyi pA q) (hb) (— pV —q). 
12.7 设 pp 表示“ 挨 里 克 读 《新 闻 周 刊 )",g 表示 " 埃 里 克 读 5 纽约 人 报 )", > 表示 " 埃 里 克 读 《时 
REATI. HHA SERER PIA: | 
(a) 埃 里 克 读 《新 闻 辕 刊 ) 或 者 {纽约 人 报 》, 但 不 读 f 时 代 周 刊 》; 
(bik Ei RAPA E ATE, 或 者 他 不 污 《 新 闻 辕 刊 》 和 《时 代 周 刊 》; 
{c) 埃 里 克 读 《新 闻 周 刊 ) 但 不 读 { 时 代 周 节 》, 这 不 是 真 的 ; 
(d) 埃 里 克 污 《4 时代 周刊 或 者 :纽约 人 报 } 但 不 读 《 新 闻 周 刊 》, 这 不 是 真 的 . 
解 pV)A rpAg VY ~ (pAr)O(cC (PA) (d [Or V a)A —2). 
12.8 Ë p ERREARI 9 RR S SHEIK PR S” .给 册 描述 下 列 .(a}p V a, (b) 
bAg,(c)p A — 2, (d)— pV —q 的 简单 字句 . 
W =s GSE RA, VE POMBBEOR JE HB", RA AR BHEE B 6" s AS. PE S MSN 
xt. 
(AE A E EA. 
(HAE a E R. 
(e) D A L AFE TE. 
(d) 奥 德 而 不 说 法 语 或 不 说 丹 坎 语 . 
12.9 就 (a) 一 一 p,(b)--( 一 pA 一 g) 重 复习 题 12.8. 
R EF (3) 奥 巷 丽 不 说 法 请 不 是 真 的 . 
tb} 奥 稚 丽 既 不 说 法 语 区 不 说 冉 误 语 ,这 不 是 潍 的 . 
12.10 B p 表示 “ 蔷 姆 是 富有 的 "和 9g 表示 “此 姆 是 快乐 的 ”. 将 下 列 语句 用 符 导 形式 表示 . 
{假设 “ 萨 姆 是 贫穷 的 " 意 指 “ 萨 姆 不 富有”, 即 一 pp.》 
(a) 陀 姆 贫穷 但 快乐 ， 
《by 萨 姆 既 不 富有 区 不 快乐 . 
(c) 萨 姆 或 是 富有 或 是 不 快乐 ， 
(d) 萨 姆 贫 窃 ,或 者 定 有 但 不 快乐 . 
R EF (a)- pAg tbo pA — q (c)pV -a plp g). 


波兰 表示 法 
波 芋 (前 束 ) 表 示 法 是 在 其 论证 之 前 而 不 在 它们 中 间 安 息 一 个 运算 符号 .这 一 小 节 将 对 p 
Ag 使 用 记号 


Apg, 
zi~ p EHS 
Np. 
RERS FR A wa GF Pk ar PL TD H, Da q 8 S Rmn, 它 无 须 加 括号 . 
12.11 用 4 和 分 别 理 代 A 和 一 重 气 干 列表 达 式 ， 
(aD pA ~g bsle pAg) (c) pA(— qg Ar). 
解 EF (ap A - q = pA Na Apg. 
(b)—(— pAg) —#(NeñÀ a) — (ANpg)—- NANDG. 
(e)— pA (A r)S Np ALNG Ar) Np ACANq) = ANpANgr. 
12.12 H AMN DMEM Ej F p| h k, 
(a(—pAg)A(pA—- r), (by=(pA—g)A(— aQ A r). 
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W EF (a UPA Q)AGpA- r) (NpAq)AUpAN) 
=(ANpg) A CApNr)— AANpqApNr. 
biip Amg Alg A =r) e ApNg) A (ANgNr) 
={NApNg) A (ANgNr ) = ANApNgANgNr 
EE Esta yE nj AAMAS. 
12.13 H AÑ fV A fü N ES PIIKIN: (a) NApqg, (b}) ANpg. 
解 EF (aJ NAp = N(p A q)= —(b Ag). 
(b ANg = A(— p)g= — p Aq. 
12.14 HAMER A f N ES F pk Sik: (alApNg, (b}ApAgr. 
解 EF (0) ApNg= Apt~ q)= pA — g. 
(b)ApAqr = Ap[(q A r)—= pA (q A r). 
12.15 HAM- FIA #I N 重 写 下 列表 达 式 ; (a) NAANpgr,(b)ANpAqgNr. 
解 EF (a NAANpar = NAA(— plar= NA(— p A q)r 
=N[(—pAqQ)Ar]- —[(— pAq)A r]. 
(b)ANpAqN: = ANpAgl~r)= ANplg À — r) 
=A(—p)(qA—r)=-—pA(GqA—r). 
注意 会 站 和 NN 的 表达 式 是 从 有 到 左 不 散 开 的 . 


12.2 复合 语句 的 真 值 
复合 语句 的 一 个 基本 性 质 是 其 真 什 完全 由 它 的 子 语句 的 真 值 和 将 语句 连接 起 来 形成 复合 
语句 的 方法 一 起 确定 的 . 
12.16 定义 复合 语句 pAg Wp 并 且 9 HA. 
解 EF 语句 pAg SE p fl ç 同时 是 真 时 为 真 ;否则 Ag 为 假 .叙述 这 个 性 质 的 -个 方便 方法 


是 用 图 12- 1(a) 的 " 真 值 " 表 . 这 就 是 说 ,第 一 行 是 报 述 着 p 是 真 并 且 9 EEN p A q EAN- HH 
要 方法 .其 他 行 有 类 位 的 合 义 .我 们 将 这 个 表 如 问 p 和 9 的 真 值 函数 那样 作为 精确 地 定 久 复合 语句 


pAg HAOR). 

p | Ag pig | pv q p ~p 
T T T T T T F 

T` F T| F T F T 

É F F| T T 

F F F F Ë 

(a, (b; (c) 
Ë] 12-1 


12.17 参照 图 12-a), 判定 下 列 语句 的 真 假 值 : 
《a) 巴 黎 在 法 国 并 且 2+2-4; (b) 巴 黎 在 法 国 并 且 2+2=35; 
{c) 巴 黎 在 英国 并 且 2+2=4; (d) 巴 黎 在 英 辐 并 且 2+2=5S， 
S F RERI Ua) A pM gy 同时 为 真 时 ,语句 pAg Mp 3ER gq" 为 真 .因此 只 有 (a) 是 
真 的 . 
12.1 确定 下 列 语句 的 真 假 值 ; 
fay4+2=5 并 且 6+3=9; (b)3+2=5 并且 6+1=7; 
(c)4+5=9 并 有 LL 1+2=4; (d}3+2=5 并 且 4+7=11. 
解 Ee 只 有 当 两 个 于 语句 p fl ç 同时 为 真 时 ,语句 "pp 并且 g" AE. BUH. (aR, (b) E, oR, 
DA. 
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定义 复合 语句 p V 2, Hl“ s REg HAW. 

解 üm 当 户 是 点 的 或 者 是 真 的 或 者 户 和 4 同 讨 是 真 时 , 语 癌 a V AA AN p V ç SË. 这 
个 性 质 也 可 才 几 12-1(b}) 的 真 什 表 来 叙述 ,在 此 ,我 们 把 它 作 为 定 六 pV q. 

E 英文 单词 "or( 或 者 )" 通 常 有 两 种 用 法 . 有 时 , 它 的 含义 最 "pp 或 g 或 二 者 ", 即 出 现 两 个 可 选择 者 
中 至 少 选 - :个 ,如 习题 12.9. 有 时 空 的 使 用 傈 多 基 "p 或 者 a 但 非 - -者 ”, 即 出 现 疝 个 可 选择 者 中 恪 
好 选 一 个 ,例如 , 避 子 "他 将 上 哈佛 大 学 或 者 耶 曾 关 学 ”. 按 后 一 种 音义 使 用 "或 者 ", 称 为 不 可 兼 析 
取 . 除 非 号 有 说 明 , 我 及 将 技 前 一 种 意 广 使 用 * 或 者 " .这 个 讨论 指出 我 们 用 真 值 表 来 定 尽 符号 语言 : 
pN HERE JIE pV o 总 是 意 指 "p 与 9 二 者 或 一 者 之 - ". 

参照 图 12-1(b) ,重复 习题 12.17. 

解 8 由 图 12-1(b), 语 名 ppYg, 即 “pp 或 者 g" 仅 当 两 个 于 滞 句 都 是 假 时 为 假 .因此 只 有 (由 是 假 


的 ,其 他 语句 都 是 真 的 . 


确定 下 列 语句 的 真 假 值 . 
(a)l+1=5 或 者 2+2=4; (byl+1=5 或 者 3+3=4; 
(cj2+5=9 上 成 者 3+7=8; (d)2+5=9 或 者 1+7=8. 


解 F Ba'y 或 者 9 "只 有 当 其 两 个 子 语句 都 是 很 时 为 假 . 因 浊 fa) 真 , (b) 假 , Cc) 假 , (aE. 
EX ~ pP E p RA" p 是 假 的 ") 的 真 值 表 , 称 为 p 的 省 定 的 真 值 表 . 

WW 和 语句 ~p 每 当 p 是 假 时 为 真 ,并 且 每 当 p 是 走时 为 假 .这 就 是 说 , 任 --- 语 句 的 否定 的 真 假 
信 总 是 间 原 来 语句 的 真 假 值 相反 .这 样 定 义 ~p 的 性 质 表明 在 图 12- 1{e) 的 真 值 表 中 . 
求 下 列 洛 句 的 真 假 值 :(a) 巴 黎 在 法 国 ;(b) 巴 黎 在 法 同 是 假 的 ;ce 巴黎 不 在 法 国 . 

W wF 语句 (a) 是 真 的 . 因 语 句 (by 利 (ce) 中 每 - -个 都 是 (a) 的 否定 ,因此 语句 (b) 和 (o) 都 是 假 的 . 
求 下 列 语句 的 真 假 值 : (a)3+3=?1(b)3+3=7 RRA; (c)3+ 327. 

解 F 语句 (a) 是 假 的 .(b) 和 (ec}) 中 每 个 都 是 (a) 节 否定 ,因而 它们 都 是 真 的 . 国 此 (b} 和 (ce) 都 是 真 
的 语句 . 

确定 下 列 语句 的 真 假 值 ; 

{a)2+2=4 并 且 1+1=5, 这 是 假 的 ; 

(b)2+2=4 或 者 伦 敦 在 法 国 , 这 是 假 的 . 

解 E (a) 由 于 子 语句 之 一 “上 [+1=3" 是 假 的 , 因 泛 语 名 "2+2=4 并 且 1+1=35" 是 假 的 , 故 它 的 
FE, 即 所 给 的 语句 是 真 的 . 

(b) 由 于 子 语句 之 - “2+2=4" 是 真 的 ,因此 语句 "2+2=4 或 者 伦敦 在 法 固 "是 真 的 . 故 它 的 否定 , 即 
所 冶 的 语句 是 很 的 ， 

确定 下 列 语句 的 真 假 值 ; 

(a) 哥本哈根 在 丹麦 , 并且 1+1=5 或 者 2+2=4. 

(bh) 巴黎 在 英国 ,或 者 1+1=2 并 且 3+3=7. 

解 EE (a) 因 它 的 子 语句 之 “2+2=4" 是 真 的 ,因此 语句 "1+1=S 或 者 242=4" 是 真 的 .所 给 
的 语句 是 两 个 真 的 语句 “哥本哈根 在 朵 麦 " 和 *1+1=5 或 者 2+2=4" 的 台 取 ,因此 它 是 真 的 . 

{b) 语 名 "1+1=2 并 且 3+3=? 是 傻 的 , 因 其 子 语 句 之 -…3+3=7" 是 假 的 .所 给 语句 是 本 个 假 的 语 
AR, BEE ERA. 

确定 下 列 语 句 的 真 假 值 : 

{a) 语 本 险 根 在 丹麦, 或 者 1+5=8 或 者 3+3=6; 

(hb) 巴 歼 在 英国 ,并 旦 3+4=7 或 者 2+6=8. 

W ¿z (y EP Kin E aE" EEH 所 给 语句 具有 形式 " 户 或 者 2", E k= E PE09. 

(bO 巴黎 在 英 回 "是 候 的 .所 给 语句 其 有 陈述 形式 “六 并 且 g” ,因而 是 假 的 . 
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12.3 


12.28 


12.29 


命题 和 真 值 家 


定义 一 个 命题 及 其 真 值 表 . 
E 上 一 个 命题 , 又 称 为 一 个 合式 的 公式 {wff), 是 一 个 又 辑 变 元 p, gd,r,… 或 是 由 这 些 变 元 和 坚 
BRKE A, VY ,一 及 其 他 以 后 讨论 的 ) 构 成 的 - -个 表达 式 . 有 时 ,我 们 用 Pi gq,…) 来 表示 这 样 的 
一 个 命题 . 

一 个 命题 的 真 候 值 只 与 其 变 元 的 真 假 值 有 关 . 这 就 是 说 ,-* 旦 知道 命题 变 元 的 真 假 值 便 知道 该 
命题 的 真 息 值 .表明 这 种 关系 的 一 个 简单 明了 方法 是 用 如 同 习题 12.29 说 明 的 真 值 表 ， 
给 出 求 命题 ~ (pA 一 9) 的 真情 表 的 两 种 方法 ， 
解 F 方法 一 关于 一 (pA 一 9g) 的 真 什 表 ,如 图 12-2ta) 来 构造 它 .我 们 看 到 表 的 开头 诸 列 是 为 
ET p,q,… 设 置 的 , 并且 在 表 中 有 足够 的 行 以 供 这 些 变 元 的 荆 和 下 的 新 有 可 能 组 合 之 用 . (如 这 
里 ,2 个 变 元 需要 4 行 ;对 于 3 个 变 元 则 需 8 行 ; ~ 般 地 .个 亮 元 则 次 求 27 行 .) 然 后 ,命题 构造 的 每 
一 “ 初 缆 " 哈 段 有 一 列 ,每 一 步 的 真 假 值 从 先前 阶段 依 联结 词 A, Y ,一 的 定义 来 确定 .最 后 ,我 们 得 
HARENA RE, 它 出 现在 天 的 景 后 - 列 中 . 


图 12-2 


E 这 个 命题 的 真 值 表 正好 由 变 元 下 面 的 列 和 命题 下 面 的 列 组 成 ,如 疼 12-2(b) 所 表示 的 ， 


图 12-3 


方法 二 ”这 里 ,我 们 首先 构造 如 图 12-3 的 表 . 我 们 看 到 命题 写 在 行 顶 上 它 的 变 元 的 右边 ,每 个 变 元 


P 
T 
T 
F 
F 


图 12-4 
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或 命题 联结 闻 下 面 有 一 列 .然后 ,在 每 步 中 将 真 假 值 填 人 真 值 表 中 , 如 加 12-4 所 示 . 于 荐 该 命题 的 真 
值 表 由 变 元 下 面 的 原 交 的 别 和 填 入 袁 的 最 后 列 , 即 4 步 (step} 组 成 . 
12.30 求 ~ 关 Ad 的 真 值 形 . 


Ñ EF 见 图 12-5, 在 此 给 出 习题 12.29 中 介绍 的 构造 真 慎 表 的 两 种 方法 (Method). 


p| q ~ P A 4 


方法 1 


Ë 12-5 


12.31 求 ~(z2Y9) 的 真 值 表 . 
F EF 见 图 12-6. 


方法 1 方法 2 
图 12-6 


12.32 求 ~(pY 一 g) 的 真 值 表 . 


解 E 见 图 12-7， 
P | q ] -3 | PN ~a [SCOP Va) 
T T F T F 
T F | T T F 
F | T F F T 
F F T 1 F 
方法 1 HE? 


图 12-7 


12.33 求 下 列 命题 的 真 值 表 ， 
(a)pA(qVr), (b)XpAg)V(pAr). 
解 ú= 因 有 3 个 变 元 , 央 此 真 值 表 要 求 2*=8 行 ( 凡 习 题 12.29). ARARE 12-8 中 .我 
人 门 看 到 两 个 命题 有 相同 的 走 值 表 . 
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12.34 R(a)p V —q Mb) ~ p A — q HAER. 


12.4 


12.35 


12.36 


plajr| avr] antgyr plolr| bha | pAr PADYA) 
T|T|T| T T Tr r| + T T 
T|T|F| 1 T T|T|F| T F T 
T|F|T] T T T|F|T| F T T 
TIFIF| F F T|F|F| F F F 
FiT|T| T F FIT|T| F F F 
F|T|F| T F F|T| F) F F F 
F|F]JT| T F FIFIT| F F i F 
F|FIF| F F FIF|F] F F F 


一 
E3 
— 
— 
= 
— 


图 12-8 


E # Y El 12-9. 


lq] 9] Pv-g PII P| -a| AA 74 
T| T F Ti T F F F 
T|F T T|F F | I F 
FIT] F F F T| T 

FI F T T F | F T T T 

(a) (b) 
图 12-9 
重 言 式 和 矛盾 


定义 一 个 重 言 式 和 政 盾 ,并 给 出 例子 . 
S F 车 一 个 命题 P(p,g,…) 的 真 什 表 芍 最 后 ARA T, El P 对 其 变 元 的 任 - - 真 假 值 都 是 
EAJ, U P 是 一 个 重 吉 式 [ 永 趴 式 ] .类 似 地 , 苦 - 个 命题 P gp REER AR A r, 
E P 对 其 变 元 的 任 一 真 假 秆 都 是 假 的 , 则 P 是 一 个 矛盾 { 永 假 式 ) ， 

Hm, 命题 *p RAE” E pV — p 是 一 个 重 言 式 ;命题 ^p HAIE p”, BH pA 一 是 一 个 矛盾 . 
这 可 由 构造 它们 的 真 值 表 各 图 12- 10 来 验证 . 


P | 一 产 PYF p| ~P] pA~p 

T| F T T| F F 

F| T T F| T F 
图 12-10 


BEMA pV ~ (p Aq) TE F A. 
解 Em 构造 py 一 (pA gq) 的 真 什 表 如 图 12-11 m. BTR pM y 的 所 有 值 pY — (p A 9g) 都 是 
T, 因 此 该 命题 是 一 个 重 言 式 ， 


b | q | PAg | -pho) | bV l pAg) 
TIT T F T 
T| F F T T 
t F T T 
FIF] F T T 
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12.37 验证 命题 (pAg)h 一 (pV gq) 是 一 个 牙 盾 . 


E EF 构 寺 (pA gq) 一 Lp 9g) 的 真 值 表 引 图 12-12 An. AI p g HEAR Aq) A ~(p 
Yg) 的 真 假 值 是 下 , 磷 此 该 命题 是 -个 乎 盾 ， 


Ë 9 lpha bVq|%(pVa)| PADAS (py oq) 
TIT T T F | F 
T| F| F T F 
FIT, F T F r 
F F F T F 
图 12-12 


定理 12.1 者 P(p,9,…) 居 一 个 重 言 式 , 则 ~ Ptp,9q,，…) 尾 一 个 巴 盾 .反之 亦 然 . 


12.38 


证 明定 理 12.1. 
证 F 由 于 节 训 式 总 是 取 真 ,因此 重 计 式 的 否定 总 是 取 假 , 即 它 是 一 个 巴 盾 . 并且, 反之 亦 然 . 


定理 12.2[ 蔡 换 原 理 ) 设 P{p,9,…) 是 一 个 重 言 式 , 则 对 任何 命题 Pi, Py, …, P (Pi, 


12.39 


12.40 


I2.5 


12.41 


12.42 


证 明定 理 12.2. 

证 F 重 言 式 P(p, eg,…) 不 依赖 其 变 元 的 特殊 真 假 值 , 我 们 用 P, 替代 p, P. BR 9,… 后 ， 
P(Pi, Pi,…) 仍 是 一 个 重 言 式 . 

验证 命题 LpA — q)V 一 (pA 一 9) 是 一 个 重 言 式 ， 

8 F 这 个 命题 具有 形式 PY 一 PP, 其 中 P= 户 A 一 4 .由 图 12-10(al,PY 一 已 是 一 个 重 言 式 , 因 
此 最 据 赫 挤 定理 {定理 12.2) 知 (pA 一 gq) 一 {pA 一 gqg) 也 是 -一 个 重 言 式 . 


逻辑 等 价 性 


定义 逻辑 等 价 命 题 ， 


S r 若 两 个 命题 Ptp,q,…) 各 Q(p,g,…) 有 表 间 的 真 值 表 , 则 黎 它 们 是 逻辑 等 价 的 ,或 者 简 
称 等 价 的 或 相等 的 ,表示 成 
P{p, 4.) EE QP 9 ). 
证 明 命 题 ~(p A q) p V — q 是 退 辑 等 价 的 . 
证 F 构造 一 (Ad) 和 一 户 Y 一 9 的 真 值 表 如 图 12-13. 因 它们 的 真 值 表 相 同 , 即 两 个 命题 在 第 
一 种 情形 中 取 假 而 在 其 他 情形 中 均 取 真 ,因此 一 {p Ag) 和 ~pY — q 是 加 辑 等 价 的 .我们 可 以 写成 
~p AQ Enp V — q. 


b |a Aq (p Aq) b|q|—b|—q| “pV Cg 
T T F T|T| F í F F 
T | F| F T TIF| F | T T 
FIT| F T FÍT T | F T 
F|F| F T FIF| T | T T 


图 12.13 


12.43 ”证 明 结 合 律 ( 见 表 12-1(2b):(pAg)Ar 二 pA(gAr). 


证 eF 构造 所 要 求 的 真 值 表 如 图 12-14. 由 于 这 两 个 命题 的 真 什 表 相同 ， 寺 此 它们 是 等 价 的 . 
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plolr| pAg (pioNr| går | pitghr) 
TiT|T| T T T T 
T|T|F T F F F 
T|F T F F F F 
T|F F F F F F 
F|T T F F T F 
F|T |F F F F F 
F| EJT) F F F F 
F| FiF F F F F 
t + 
图 12-14 
12.44 ”证 明 分 卫 律 ( 罗 表 12-1(4a)) :pV (gqAr)=(pyYg)A(pYyr). 
证 EF WEB E KAJ AI Et Ej 12-.15. 由 于 这 两 个 命题 的 真 值 表 相同 ,因此 它们 是 等 价 的 . 
l q|r jj qAÁAr pvtgAr) | bv pVr |[[pV YA (pV r) 
TITIT! T T T T T 
TITIF| F T T T T 
TIFIT| F T T T T 
T|F|F F I T T T 
F|T|T| T F T T T 
F|TI F| F F T F F 
FIT F F F T F 
F|F|F F F F Ë F 
t t 
WE] 12-15 


证 eF 榴 睹 所 要 求 的 真 值 表 如 图 12- 16. AP AAAA 23 H], EEE ES. 


疡 | q | bVa | >p | 一 3 | -phA~g | ~{~pA~g) 
TIT T F F F T 
T|) T j| F | T F T 
r|r + |+ | F T 
FIF| F TITI T F 
t t 
B] 12-16 


12.46 设 P(p) 是 关于 一 个 变 元 p 的 命题 ,(a) 求 非 等 价 命题 P(p) 的 数目 mr;(b) 给 出 (a) 中 
每 个 命题 的 一 个 例子 . 
E F (a)P(b) 的 真 值 老将 含 两 行 ( 因 p HERE TAE F). TEIP TR FREER 12- 
17(a) 中 ,因此 ,xm =4. 
(b) 考 虑 图 12-17(b) HAER. 这样 
Pi(pymƏmpV —p PA p)=p, Patp)s ~ p Papleph~p. 


“356 ° 2000 离散 数学 习题 精 解 


p | Pila) | Palp) j Palp) | Palp) A| -外 | Yop | phop 
T| T T F F T| F T Í F 
F T F T F F| T T | F 
(a) (b) 
图 12-17 


12.47 求 两 个 变 元 的 非 等 价 命题 P(p, 9) 的 数目 m. 


解 EF Pip 9g) 的 真 值 表 合 有 疡 -4 行 .在 每 一 行 中 ,T 或 FF 可 出 现在 如 图 12-18 中 .这样 , m = 
24=16. 

pla P, | P: P; P. | Ps P, P, | P. P, 

TITITIT I TITITITITITIF 

TIFITITITITIF IFI F| |F|T 

FITITITIFIFITITIFIFIT 

F| FI TH FI T| FITIFI T| F| T 

图 12.18 


12.48 求 (a)3 个 变 元 p,qg Mr, (b)n TED p ps，…, pa 的 非 等 价 命题 数目 m. 
W (a)Prip,g,r}) 的 真 值 表 和 将 全 在 2:=8 行 .在 每 一 行 中 可 出 现 或 是 个 或 是 F. 因 此 m=25= 


256. 
(5)P(pu bx, DOBARA 2" 行 .因此 , 仿 上 可 得 m= 22, 

不 可 兼 析 取 和 联合 否定 

12.49 ”命题 联结 词 Y 称 为 不 可 兼 析 取 , p v4 读 作 “yp 或 者 9 但 非 二 者 ”构造 p q 的 真 值 
表 . 


解 EF 现在 ,车 p 是 真 的 或 者 4 是 真 的 但 非 二 者 都 是 真 的 , 则 pyg 是 真 的 .pg 的 真 信 表 如 图 


12- 19(a) 所 示 . 


A | 2 | pa pla Ip V q) A ~ (p A q) 
TÍT F r T[T|r]|rÍrÍrF|rTriríÍr 
T|F| T T|F|T|T|]|F|T i|; F | F 
FIT| T FITIFITITITITIFIFIT 
FIF| F F|F|FjF|F|E |T|]F|F|F 
(a) 步骤 11|121114|13131211 
tb) 
图 12-19 


12.50 证 明 po=(pVo)A 一 (Ad), 国 此 , 汉 可 用 原来 的 3 个 联结 河 A, V 和 一 来 表示 . 
Go r 例如 ,用 习题 12-29 中 的 第 二 神 方 法 来 构 (pY gq} 六 一 (pA g} 的 真 什 天 ,如 图 12-19(b). 图 
12-19(a)} 和 tb) 表明 pg 和 (pV gq) 太一 (pAg) 的 真 值 表 是 相间 的 ,因此 pv a= (pV q )A — (p A 


q). 


12.51 命题 联结 词 y MARES E, p #9 EERE p Rig" HE p yg 的 真 值 表 
解 E ME D p ER EB q -EEH pig AA. ptg 的 真 值 起 如 图 12-20 所 示 . 


T 
F 
T 
F 
图 


12-20 
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命题 12.3 三 个 联结 词 Y,， A 和 一 可 用 联结 房 ， 表 示 如 下 : 
(i)~ pp tps 
GDprAg=l ptp) tiata 
Gip Yg=lp4g) v (py q). 
12.52 证 明 命 题 12.36G). 
证 EF 构造 ~p 和 4p 的 真 值 表 如 图 12-21. 因 这 两 个 命题 有 相同 的 真 值 表 , 因此 有 一 三 


P YP. 
P | ~$ | Prp 
p| F F 
F T T 
t——t 
图 12-21 


12.53 证 明 命题 12.3(ii). 
证 F 构造 合适 的 真 值 表 如 图 12-22. 亲 这 两 个 合 题 有 相同 的 真 值 表 , 因此 pA ag 二 {py p)1 


(q Ya). 
plal pAq | ptp | gtg | (pYply (q Yg) 

Tl 
TI T T F F T 
T| F F F T F 
FIT F T F F 
F |F F T T F 
t $ 

Al 12-22 


12.54 ”证明 命题 12.3(ii). 
证 EZ 构造 怡 当 的 真 值 表 . 如 图 12-23. 因 这 两 个 命题 的 真 值 表 相 同 ,因此 pV gq 二 (pq) 人 p 


t o). 
° [° bVq | Prg itto tiata) 
TIT T F T 
T| F T F T 
F| T T F T 
F] F T F 
+ 
图 12-23 


12.6 否定 和 德 :摩根 律 

12.55 ”证 明和 念 -摩根 {De Moregan) 律 ( 见 表 12-1):{a)~(pAgq) 三 ~pVY~g;(b)~(pY a) 
三 办 内 =g. 
证 F 构造 恰当 的 走 值 表 , 如 图 12-240a) 和 (Pb) . 


" 358 = 


2000 离散 数学 习题 精 解 


产 | q 1 bAq | 一 (由 由 全 | p | —q | “bV >g 
T| T ] F F | F F 
T F F T F | F T 
F| T F T I F I 
F| E F T I T I 
t EEE 
(a) 
Ë q | bpVq |—(pVa)| p | q | “bA —Q 
T| T f 1 F F F | F 
TIF| T F F | T F 
F|T| T F T: F F 
F| F F T ! T T 
t . _+ 
(b) 
图 12-24 


12.56 E~ ~ p=p( ILE 12-1(8a)). 


12.57 


12.58 


12.59 


12.60 


< EF 构造 恰当 的 真 值 表 如 图 12-25， 


P | -p | 一 一 

T F | T 

F T F 

t i 
图 12-25 


应 用 习题 12.55 和 12.56 的 结 拉 简化 下 列 备 命题 :(a) ~(pY —q);i(b)— (— p Aq). 
Ë EF (a)~(pY~g)=~pA~~g=~phg. 

tbis pA g5 — pV gp —q. 

应 用 习题 12.55 和 12.56 HARRE TI Am: aep A —9)i(b)— (— p V — 
q). 

N EF (a-ig pV q=— pVq. 


(—(—pV —q)EE- pAn —q=p Aq. 

AE FIAMMA: (aa (— pV a), (b)—(— pA q). 
解 (9)~{~pYg)=~~pA~g=pA~g. 
beio pA npn pN ~ —-q=pVq. 


EEA E 
(a) 他 的 母亲 是 英国 人 或 他 的 父亲 是 法 国人 , 这 不 是 真 的 ; 

{b) 他 学 物理 但 不 学 数学 , 这 不 是 真 的 . 

S EF (和) 设 pp 表示 "他 母亲 是 英国 人 "和 9 表示 "他 父亲 是 法 国人 ”, 那 么 所 给 语句 是 一 ( 户 V q). 
但 ~ (pV g)==~p 信 一 g, 因 此 所 给 话 句 时 辑 上 等 价 于 语句 “他 的 母亲 不 是 英国 人 并 且 他 的 父亲 不 
EEH”. 

(HE p 表示 "他 学 物理 "和 g 表示 "他 学 数学 ", 那 么 所 给 语句 是 (pA 一 g) .但 (pA 一 qg) 二 ~p 
V- — q=-— pV gq, 于 是 所 给 语句 轩 辑 上 等 价 于 语 各 “他 不 学 物理 或 者 他 学 数学 ”. 
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12.61 


12.62 


12.63 


12.64 


12.65 


12.7 


简化 下 列 语 句 : 
(a} 销 售 额 在 减少 并 且 价 格 在 上 涨 , 这 不 是 真 的 ; 
{b) 天 不 冷 或 者 天 在 下 两, 这 不 是 直 的 . 
Ñ F (a) 由 于 ~(pAq) 二 ~pY 一 gq, 因 此 所 给 的 语 名 逻辑 上 等 价 于 "销售 莉 在 增加 或 者 价格 在 
TFE”. 
(DAT py o)=pA - q, RAEN gs B j 38 LSAT REHAN”. 
尽 可 能 简单 地 写 出 下 列 语句 的 和 否定， 
(a) 他 身材 高 日 英俊 ， 
(b) 他 有 淡 黄色 的 头发 或 监 色 的 根 睛 . 
E yz (0) 应 用 ~(pAg) 二 ~pY 一 4 得 到 :他 不 高 或 者 不 英俊 ”. 
(WEH — (p V 4)=— p A 一 9, 得 到 : "他 属 无 淡 黄 色 的 头发 又 无 监 色 的 眼睛” 
尽 可 能 简单 地 写 册 下 列 请 名 的 百 定 . 
{a) 他 既 不 富有 又 不 快乐 ; 
(b) 他 失去 工作 或 者 他 今天 不 上 班 . 
S F (aM (— pA —4)=EpV gq, 得 到 ;“ 他 窗 有 或 者 快乐 ”， 
(WAH -pY =g) =p Ag ,得 到 ;他 没有 失去 工作 并 且 他 今天 去 上 班 ” 
尽 可 能 简单 地 写 出 下 列 语句 的 否定 .(a)(~pVg)Ar;(h)pY (q A= r). 
Ñ F (a)i pyYaAr]=s~(~pY NY rE pAg) or. 
(b)-[pV ig Asr ]=E~ pA nlg Arn SpA gNr). 
通过 VY AER AEH pAg (— pV =g) (IE 12.45 比较 .) 
证 EF 应用 德 ' 摩 根 律 得 到 
一 一声 Y 一介 二 一 一 户 丰 一 Eph g. 


命题 代数 


合 题 关于 逻辑 等 价 关 系 满 足 列 在 表 12-1 中 的 各 种 定律 (恒等式 多 (此 处 上 和 了 分别 限 于 表 
示 真 假 值 为 真 和 假 的 变 元 ) .一 些 定律 已 在 前 面 证 明 过 .为 完整 起 见 , 我 们 正式 叙述 成 下 面 的 定 


JE. 
定理 12.4 命题 满足 表 12- 1 中 的 定律 ， 
表 12-1 
前 是 代数 的 定律 
FIR 
la. pY p=p l.p A pp 
结合 律 
2a.(pVa)Vr=mpV(gV r) 2b.(pAq)Ar=pA(qA:) 
交 搞 律 
da A V gap 35.0 A a= A p 
: 分 配 律 
da.pY (gMArl=(pY oAipVr) 46.pA(gVr)je(pAq)V(pAr) 
同 - - 律 
Sa. pV f=p 5b.p A EE p 
bu pb V =: tp. p A f== f 
补 余 律 
Ta. py = p=t Te. ph- p=f 
Ba. 一 — pp 8b. -t= f, 一 了 
# SB Pt 


9a. ~ (p Va)=E-— pA 9 95 -ipg = pV 一 
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12.66 应 用 表 12-1 PERRE REE: pY QA —p==— p Aa. 


证 gF 语句 理由 
IPY pA ~p === p AUpVa f1) 变换 律 
(2) =(-pAp)V(— pAq) (2) 分配 律 
(3) =/fV(—pbAq) (3) eE 
(4) =~p ^q (4) 同一 律 
12.67 应 用 表 12.1 中 定律 证 明 pV (pAg) 夺 pb. 
证 EF 语句 理由 
(le V(pAg)=Əə(pAt)V(pñAq) (1) 同一 律 
(2) 三 pAltV ao) (2) 分 配 律 
(3) => A! (3) 同一 律 
(4) =p (4) Fh- 4 
12.68 应 用 表 12.1 中 定律 证 明 一 (pV q)V(— phg) =~ p. 
W EF 语句 理由 
~ia go visp AgS pA mg v(t~pAg) (1) ARRE 
(2) =-— >p A. 4V4) (2) 分 配 律 
{3) =— p At (3) HAR 
{4) =— b) (4) 同一 律 


12.69 ”应 用 表 12-1 中 定律 证 明 p A (p V q)= >. 
ii EF DAEN QSP DACP EPN Aq) 


=p f=p. 
12.70 应 用 表 12-1 中 定律 证 明 pAl~ pV a)=p Aq. 


证 EF pAG(—-pVa4)Əm(pA-—p)V(pAq)=fV(pAq) 


=p Ag. 
12.71 应 用 表 12-1 PEIER pAg) Y~ p= p V q. 
证 EF (pAa)V — p=g—-pV(pAq)=(—pVpiyA(— pV a) 


LANS ALS pV a): A (— pV qg) 
=(—pVq)A:=mƏ- pN g. 


12.8 条 忻 语句 p>q 


特别 屁 在 数学 中 ,许多 语句 具有 形式 "如果 p 那么 g”. 这 样 的 语句 称 为 条 忻 语句 , 并 用 
pa 
来 表示 ,条 件 语句 pg 有 时 读 作 ; (1)p 推 得 gq, (2) 仅 当 9 时 才 p, (3)p 对 g 是 充分 的 , (4) 4g 
对 p 蚌 必 要 的 . 
12.72 ip An RR M q ERR FR. 用 符号 形式 写 出 下 列 语句 ， 
{a) 具 有 当天 冷 时 才 下 雨 ; 
{b) 天 冷 的 必要 茶 件 是 天 下 南 ， 
(c) 天 冷 的 充分 条 件 是 天 下 雨 . 
Ñ EF 回忆 起 , p 一 q TRE RH q 时 则 p”, “pR y BEDR Rg 对 pp 是 必要 的 ”. 因 此 {a)q 
- p, (b)p—>q, (c)g>p. 
12.73 ”就 下 列 语句 重复 问题 12.72. 
(a) 每 当天 下 十 时 天 冷 ; 
(b) 当 天 冷 时 天 下 雨 . 
EO EF (3) 现在 ,语义 "每 当天 下 十 时 天 冷 "等 价 下 “如果 天 下 坪 则 天 冷 "就 是 说 , q r p. 
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12.74 


12.75 


12.76 


12.77 


12.78 


12.79 


(OR 4 X29011 as FR 8 KP S FE" E E, p 一 — q. 
定义 复 台 语句 p rq WE p Mag HERRE. 
解 EF 语句 phg 除 p 是 页 日 g 足 假 的 情形 外 总 是 家 真 .这 个 性 质 也 可 用 图 12-26(a) 的 真 值 表 


KER. 
户 | | pro pl|ael]-e| ~pYg 
T|T| T T[|T| F T 
TJE F *+|F| F F 
FIT| T F|T| T T 
F|F T F F | T T 


图 12-26 


证 明 pg 你 辑 等 价 于 一 pV gq, 即 
b —* gq =— b V g. 

解 u= 换 句 活 说 ,条件 语句 " 若 p Na RRES ERRE p 或 者 q, EE AREA V 和 
-并 且 这 已 是 我 们 的 语言 的 一 部 分 .我 们 再 以 认为 p 一 g 是 常 出 现 的 语句 的 一 个 缩写 . 

构造 — p V q 的 真 值 表 如 图 12-26(b). SE 12-26(a) p >q 的 真 值 表 相 同 .因此 , p-> q == -- p 
Vq. 
确定 下 列 庄 句 的 真 假 值 ， 
(a) 如 果 巴 笋 在 法 国 , 那么 2+2=4; 
(by 如 果 巴 黎 在 法 国 ,那么 2+2=5; 
《ce) 如 果 巴 黎 在 英国 ,那么 2+2=4; 
(d) 如 果 巴 黎 在 英国 ,那么 2+2=5. 
解 “上 根据 图 12.26(a), 语 句 只 有 p E É B ç 是 假 时 取 假 .因此 只 有 (b) 是 假 的 . 
不 用 条 件 语句 重新 写 下 列 语 句 ， 
(a) 如 果 天 冷 , 他 则 戴 帽 子 ; 
(5) 若 产量 增加 , 工资 则 提高 . 
E E 回忆 一 下 , “车 pW g" 等 价 于 " 非 p 或 者 a", 即 

p= q =— p V g. 


WAPARE fb Sk IB J; 

fb) 产量 不 增加 或 者 气 窟 上 资 . 

构造 Lp-~9g) 一 ( 户 Ad) 的 真 值 表 ， 

Ñ EF 见 图 12-27. 
p|a pa | bAq lip*q) (pha) 
TÍT T | T T 
T|F| F F T 
F|T| T F F 
FIF] T F F 

图 12-27 


HE ~ plq p RER. 
Ñ 见 图 12.28. 
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Ë | 4 | -ê | g—b | vp—igrp) 
TİT| F T T 
TIF F T | T 
F|T| T F F 
F|F| T T i I 

图 12.28 


12.80 SUELA 4) = AY E TRER. 
E EF 构造 (pAg} 一 (pV ag) 的 真 什 表 如 图 12,29. 因 对 p M g HRE, pAg) (p V pi 
HRBET, HEEE AERA. 


t| q | pAq | pyg |[[çAg)=>(p Vq) 
T T| T | + ! T 
T|F! F T T 
FIT F T T 
FIF| F F T 

B| 12-29 


12.81 证 明 条 件 运算 关于 合 取 是 分 配 的 , 即 
b —> (q Ar)=Ə (p— q) A (0 — r). 
证 EF PUS 3 个 变 元 , 因此 真 值 表 需 23= 8 行 .所 要 求 的 真 值 表 为 图 12-30 所 表示 .我们 看 到 


两 个 俞 是 有 相同 的 真 值 表 . 

六 | 人 | 了 | ahr PGAD p4 | er (za) A (>r) 

T|T'T| T T T T T 

T|T|F F F T F F 

T|F|T| F F F T F 

T|F|F| F F F F F 

FIT T T T T T Í T 

F|T|F F T T T T 

F| EJT F T T T T 

F|F|F F | T T T T 
t + 

图 12-30 
亲 件 语句 和 变型 


这 一 小 节 考 虑 杂 件 语句 p 一 g 和 下 列 含 p 和 & 的 其 他 简单 命题 ; 
Tp PY q. q"). 
这 些 命题 分 别称 为 原 条 件 命题 p 一 4 的 逆 ( 命 题 ), 否 ( 命 题 ) 和 道 众 (命题 ). 
12.82 上 面 的 命题 中 有 娜 些 是 还 辑 等 价 于 pq? 
解 ” 睫 ”构造 它们 的 真 值 表 如 图 12-31. 只 有 道 否 命题 ~g-* ~p 逻辑 等 价 于 原 条 任命 题 pg. 
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kh | š | F 道 否 
lalt, -a| 产 *9 | rep 一 六 一 和 | 一 4 下 一直 
T| T F F T T T T 
T| F F T F T T F 
FIT T| F | T F F T 
F|F| T | T T T T T 

图 12-31 


我 们 把 习题 12.82 的 重要 结果 正式 叙述 为 如 下 定理 . 
定理 12.5 条 件 滞 句 p 一 g GREG- q> p EERE A. 
12.83 R FINEAN HE: 
(a) 如 果 约 翰 是 一 位 许 人 , 则 他 是 贫穷 的 ; 
(by 只 要 马克 学 习 他 将 会 通过 考试 . 
W EF (alp 一 dy 的 道 否 是 ~ 一 一 pp. 因此 所 给 的 语句 的 道 否 是 
如 果 约 得 不 贫穷 , 他 则 不 是 一 位 诗人 . 
(b) 所 给 语句 等 价 于 “车 马克 通过 考试 , 则 他 是 学 习 的 ”. 因此 它 的 道 否 是 
如 果 马 克 不 学 习 , 他 将 不 会 通过 考试 . 
12.84 求 下 列 各 语句 的 逆 否 ; 
(a) 埃 里 克 要 滑雪 必须 有 雪 ， 
bË z 小 于 零 , 则 z 非 正 数 . 
解 EF (a) 所 纵 语 句 等 价 于 “如 果 埃 里 这 祖 雪 , 则 天 下 党 了 ”. 因 此 它 的 道 否 是 
如 时 天 不 下 雪 , 那么 埃 里 克 将 不 滑雪 . 
(bp ~g AERE qapiq 一 户 , 因 此 所 给 语句 的 道 否 是 
mE r BEH, W x 不 小 于 零 . 
12.85 求 出 并 简化 ; apg HEERES; (b) pg 的 逆 的 道 否 ;(c)p 一 9 BRAE. 
W F (3)p 一 g 的 道 否 是 一 g 一 一 .一 g 一 一 的 道 否 是 一 一 一 - q== p " o, E RE IK 38 0 R 
ERE. . 
(b)p 一 9g 的 道 是 gp. gp 的 道 否 症 -p+ 一 9g, 它 是 p-> q 的 否 命题 . 
lpg 的 可 是 一 z 一 一 9. 一 2 一 4 的 道理 是 一 一 4 一 一 一 sq 一 p 它 是 bg 的 道 命题 . 
12.86 求 下 列 语句 的 道 否 : 
(a) E fb 8 35 S, 他 将 获胜 ; 
(b) 作 为 一 名 士兵 , 强壮 是 必要 的 ; 
(ce)} 只 有 当 他 去 疲倦 时 , 他 将 获胜 ; 
(d) 一 个 止 方形 必 是 长 方形 . 
R (a}) 如 果 他 不 获胜 ,他 则 没有 要 人 气 . 
(b) 如 果 他 不 强壮 ,那么 他 不 是 一 名 上 兵 . 
{c) 他 若 瘟 伴 , 则 将 不 会 获胜 . 
(d) 若 不 是 长 方形 , 则 它 不 是 正方 形 ， 
12.87 EH pq): E r 是 一 个 整数 且 x? 是 奇数 , 则 > 是 奇数 
证 “时 我 们 证 明道 否 命 题 - 9 一 -- p. E z 县 偶数 , 则 22 是 偶数 "是 真 的 , PL x 是 偶数 , 则 > = 
27 ,此 处 是 一 个 整数 .因此 xz?= {2n)(2n)=2(2n2?) 也 是 偶数 .由 于 道 否 语 名 ~g 一 ~ 是 真 的 ， 
因此 原来 的 条 件 语句 也 是 真 的 ， 


12.9 MRA peq 


特别 在 数学 中 , 只 一 个 常用 语句 具有 形式 “ 户 当 且 仅 当 9"”. 这 样 的 语句 用 
pTaq 


来 表示 , 称 之 为 双 条 件 语句 ， 


“363 ° 


* 364. 
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12.88 


12.89 


定义 双 茶 件 语言 pog Mp 当 且 仅 当 gq" 的 真 秆 表 . 
S EF 语句 perg EA pR 有 相同 的 真 假 值 时 为 三; 
否则 pog 是 假 的 .这 个 性 质 也 用 图 12-32 HARRAN. 
求 下 列 语句 的 真 假 值 : 

(a) 巴 黎 在 法 国 当 且 仅 当 2+2=43; 

(b) 巴 歼 在 法 同 当 旦 仅 当 2+2=5; 

{c) 巴 歼 在 英国 当 且 仅 当 2+2=4; 

{d) 巴 黎 在 英国 当 且 仅 当 2+2=5. 

S r 由 图 12-32, 由 于 (a) 的 子 语句 同时 是 真 的 , (d) 的 子 语 向 几 上 时 是 假 的 , 因此 (ay 和 (d) 是 真 
的 , 另 -方面 ,{b) 和 (ec) 是 俱 的 , 因 它 们 的 子 语句 有 不 同 的 真 候 值 ， 


定理 12.6 命题 P(p;,9,…) 和 外 (pg,…) 是 蛙 辑 等 价 的 充分 必要 条 件 是 命题 


Píp, gp, q. -) 


是 一 个 重 言 式 . 


12.90 


12.91 


12.92 


12.93 


12.94 


证 明定 理 12.6. 
证 Em RP Eala) WENE ARARE. EE Pag Qg A 
变 元 p,g,… 的 每 个 信 都 是 真 的 ,这 就 是 说 该 命题 是 - -个 重 言 式 .反之 ,从 每- - 步 都 是 可 说 的 得 P 
peg ) 和 人 (p,q，…) 县 逻辑 等 价 的 . 
EH" p 推 得 9 且 g 推 得 p" 居 逻辑 等 价 于 双 菜 件 语句 "p SHAH", E 

(p> q) Ala >p) =E peg. 
E EF 列 出 peg Hipag) A laeh HEERE 12.33. 由 于 两 个 真 值 表 相 同 , 因 此 它们 是 
还 辑 等 价 的 . 


P q | peg | pra | gp |Cra) A igp) 
T T T T T T 
T ] F F F T F 
F T F T F F 
F | F T T T T 
t + 
图 12-33 


证 明 双 条 件 语句 peg 可 用 原来 的 三 个 联结 词 Y, A 和 一 来 表示 ， 
证 EF 现 在 ,5 一 q 三 一 pvVo 和 dp 三 一 VD 因此 ,根据 习 节 12.91， 
peg= (p> q) A (q — p) (— p V gp Alaga p). 
求 下 列 语句 的 真 假 值 ; 
(a)2+2=4 当 且 仅 当 3+6=9; 
(b)2+2=7 且 仅 当 5+1=2; 
(c)1+1=2 当 且 仅 当 3+2=8; 
(d)l+2=5 HUM 3+1=4. 
W r 每 当 p 和 4g 有 相同 的 真 假 值 时 pg 取 真 值 , 因 此 (a) 和 (bb 是 真 语 言 ,但 (ec] 和 (d) 是 假 
的 .我 们 注意 到 , 虽然 (b) 的 两 个 子 语 句 2+2-7 了 相 5+1=2 都 是 殷 的 ,但 根 据 汶 各 件 语句 的 定义 ， 
tbh) 是 真 语 种， 
列 出 (pp 一 9g)V 一 (om 一 9) 的 真 值 表 . 
W r 见 图 12-34. 


E HE jp 


m = 3 4 |> 
3 j m gjs 


= "4H H 


Aja A w ajg 


vjs H% g 
= => —3 = g 
ajs = m = 


图 12-34 


12.95 JJH pe ~q) laap RER, 
解 F 见 图 12-35. 


b|q | —q| peoga | 9 直人 9 下) 
TIT F F T F 
T|F| T T T T 
FIT r T F F 
F|F +T e |+ | F 
图 12-35 


亲 件 语句 及 其 否定 


这 一 小 节 考 虑 条 件 语句 p 一 g MARIES pg 以 及 它们 的 否定 . 
12.96 设 户 表示 “他 富有 "和 q 表示 “他 快乐 "应 用 pAg 将 下 列 语句 用 符号 形式 表示 ,( 注 
意 ,假定 "他 贫穷 等 价 于 一 p.) 
(a) 他 若 富有 ,出 不 快乐 
fb) 他 醋 不 富有 又 不 快乐 ; 
(c) 要 快乐 , 必然 贫穷 
(由) 贫穷 就 是 不 快乐 . 
A ue R p MI 9" 或 其 等 价 语句 用 pa ER UA p SEARS g" 用 pog 表示 .于 是 
(ajo ~g, (b)~= pAg gp, (d)— pe — g. 
12.97 就 下 列 语句 重复 习题 12.96. 
(a) 富 有 是 快乐 的 必要 条 件 ; 
(b) 一 个 人 富有 的 时 候 是 不 快乐 的 ; 
《cy 只 有 当 他 快乐 时 ,他 才 贫 穷 ; 
(d) 富 有 意味 着 和 快乐 一 样 . 
解 EF (a)g—p, (bp ~g, le) ~ pg, daag. 
12.98 求 下 列 语句 的 真 息 值 ， 
(a) 若 ?<2, 则 -2< 一 7; (b)2+2=5 HRA 4+4=10; 
(c) 才 1+1=2, 则 2+3=6  (d)1+1=2 当 且 仅 当 4+4=10. 
R zF (a) 真 . 因 两 个 语句 都 是 假 的 . 
{b) 真 . 因 两 个 语句 都 是 假 的 . 
{ec) 假 . 因 “ 如 果 " 语 名 是 真 的 ,但 "那么 "语句 是 假 的 . 
(d) 候 , 因 两 个 语句 有 不 同 的 真 殷 值 . 
12.99 RFA ONAR: 
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《a) 如 果 2+2=4, 那 么 3+3=5 且 1+1=2; 
(b) 如 果 2+2=4, 那 么 3+3=7 当 且 仅 当 1+4=4. 
SN EF (DE. N WR EaR, HRA ROER. 
(b) 真 . 因 *“ 如 果 " 语 和 句 是 真 的 , 而且" 那么 "语句 也 是 真 的 . 
12.100 用 真 值 表 验 证 如 下 条 件 和 双 条 件 语句 的 否定 ; 
(DI~(p*g)==pA~g(b)~ (pig)spo~g=~pmyg. 
8 EF LE 12-36{a) 秆 (b). 
+ EF pegase 9g, 我 们 可 用 德 ,摩根 律 验证 语句 (3) 如 下 ;: 


~ ip >g) =~ (~ pV 有 二 一 一 直上 一 9 三 站 大 一 和， 
(a) blq | >a |-> ~q | ph-g 
T|T| T F F F 
T| F F T T T 
F|T| T F F F 
F | F T F T F 
+ + 
t “$ -peq 一 9 Pru 
F F F | F 
F T T 
T T F T 
T F T F 
t t t 
图 12-36 
12.101 WE: (alp ~g) (b)— (— pag). 
WW EF (a) (per gp > gpeg. 
(~ (~ peg) — pgp. 
12.102 WE: (a) (Por q),(b)=(— p——4). 
N EF _(a)— (p-> q)mpA— —q=pAq. 
{(b)=(~p>~qg)=~ pA ~mn pAq. 
12.103 尽 可 能 简单 他 写 出 下 列 语 名 的 否定 ， 
{a) 想 若 学 习 则 会 通过 考试 ， 
{b) 当 自 仅 当 术 温暖 时 息 游 泳 ; 
(c) 如 果 下 雪 , 他 则 不 开车 . 
E F (a) 注 意 到 ~ (pp 一 9) 皇 训 A 一 ga, 因此 该 语句 的 否定 是 ; 
地 学 习 而 不 通过 考试 . 
(Db) 由 于 一 (pg) 三 pr 一 9g 三 ~p++q, 因 此 该 详 句 的 否定 是 下 面 两 个 语 和 名 的 任何 一 个 : 
当 且 仪 当 水 不 温暖 时 他 游泳， 
当 且 仅 当 水 温暖 时 他 不 游泳 . 
OBT (s= q)EEpA — — qp Aq. MHZ B PI Sie Fe. 
天 下 雪 他 还 开车 ， 


12.104 用 尽 可 能 简单 的 句子 写 下 列 语句 的 否定 . 
(a) 如 果 天 冷 , 他 则 穿 分 塞 但 不 穿 衬衫 ; 
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12.10 


12.105 


12.106 


12.107 


(b) 如 果 他 学 习 , 那么 他 将 上 学 院 或 者 上 艺术 学 校 . 
Ñ EF (a) 设 户 表 示 " 天 冷 ",9 ER RFE”, r 表示 "他 穿 衬衫 ”. 于 是 所 给 语句 可 表示 成 p 
—={p ~r) WE 
一 [aa 一 (geA 一 门 ] 三 户 A~ (q A— r)= p A (— g V r). 

因此 该 语 名 的 省 定 蚌 ， 

R, EEE FHERA TTIE. 
(b) 所 给 语句 具有 形式 plg Vr) .由 于 

~ [p> lg V )y]=ə= p A~ (g V r) p A= p A= >, 

因此 所 给 语 条 的 否定 是 : 

他 学 习 并 有 旦 他 既 不 上 学 院 也 不 上 艺术 学 校 . 


论证 

定义 一 个 论证 .什么 时 候 论证 成 立 ? 

解 # 一 个 论证 是 一 论断 , 它 由 一 组 给 定 的 命题 Pi Po, P. 称 为 前 提 , 引出 男 一 个 命题 Q. 
称 为 结论 .这 样 的 论证 用 


Pis Paena P, FQ 
R, O EPRE R" ERIE J 82 titan F, 
Ur] 如 果 每 当 所 有 前 提 Pa P;,…, 卫 , 都 为 真 时 , Q 为 真 ,那么 我 们 说 论证 Pi, P... P. FQ 是 成 
TH. 
一 个 不 成 立 的 论证 称 为 一 个 课 论 . 
证 明 下 面 的 论证 成 立 ， 
P, p —>- g Hg (HAR). 
证 EF 这 个 定律 的 证 明 从 图 12-37 WAER. ET p 在 第 1 SD 2 TR. EE pg 在 第 
1,3 和 4 行 取 真 ,因此 p 各 p— q 同时 在 第 1 行 取 真 .在 此 情况 下 ,9 取 真 ,因此 该 论证 成 立 . 


二 | 了 | ta 
rT T 
TIF F 
F| T T 
FIF T 
Æ 12-37 


WEH TEE — F 215: pg, q Hp 
证 EF 所 要 求 的 结果 从 图 12-37 HAER BA, 这 就 说 ,在 表 中 第 三 行 p> 和 q 都 是 真 的 ,但 
在 此 情况 下 结论 p WERE. 


定理 12.7 论证 Pi Paco Pa FQ 成 立 的 充分 必要 条 件 是 命题 (PI A P. A A P.) > Q 


12.108 


12.109 


是 一 个 重 言 式 . 


证 明定 理 12.7. 

证 Er 命题 Pi Pao P, 同时 成 立 的 充分 必要 条 件 为 P A P, A = A P, 是 真 的 .因此 论证 
P Pate P, ORTAR DERIER PAPA P, 为 真 时 Q 为 真 ,或 等 价 地 , dh us 
(PAPA AP,}* 人 QQ 是 一 个 重 言 式 .于 是 定理 得 证 . 

逻辑 推理 的 一 个 基本 原理 是 说 "车 p 推 得 gq Har, M p 推 得 r”, 就 是 说 ,下 面 
的 论证 成 立 ， 


p-> q,q >r Fp — r (EE). 
证 肯 这 个 原理 是 正确 的 . 
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12.110 


12.111 


12.112 


证 EF 构造 [(p 一 gq) (lor)] 一 (pr) 的 真 值 表 如 图 12-38. 它 是 一 个 重 圭 式 ( 在 第 4 步 中 只 
会 T), 因 此 原来 的 论证 是 成 立 的 .等 价 地 , 由 于 仅 在 第 1,5,7 和 8 行 前 提 pg Aor 同时 为 真 ， 
县 在 这 些 行 结论 pr 也 是 真 的 , 因此 该 论证 是 成 立 的 . (我 们 注意 到 ,有 3 个 变 元 p, o 和 ,因此 
真 值 表 要 求 =8 f.) 


be 人 AD (pn 
T|T|T|TiíiT|T|TI|/T|T | T|T|T|TÍ|T 
T|T|[F T|T | T|F|T|FIF|T] TÍF|F 
Trilrlrlrlrirflprlrlrlnla TIT 
T|FiF|T|F|F|FIF|T|F|T|T|E|F 
F|T|T|F T|T rT T|T|T TiF|T|T 
FIT|F;F|TI|T|F|T|F|F[T|F|T|F 
F|F|T|F T Fl|r|F T T|T|FíiT|T 
F|F| F F|TF T F|T FT #£|T|F 
m 1ıļżfļ1ıaļáļıļl2 114 1|211 
图 12-38 
证 明 论 证 ; 
>q. — bF — q 
ETRE. 


证 EF 构造 [(pg)A 一 问 ] 一 一 2 的 真 值 表 如 图 12.39. 由 于 命题 [(p-g)A 一 站] 一 一 g 不 是 
一 个 重 言 式 , 因此 该 论证 是 一 个 雇 论 .等 价 地 ,由 于 真 值 表 的 第 3 行 p 一 g 和 一 p 取 真 ,但 ~g 取 
R, AEREE te. 

b | q | b—>a | —2 keg) A~ p ~q ilag) A~ plg 


TIT T F F F T 

工 | EF F F F T T 

FIT T T T F F 

F|F; T T | T T T 
图 12-39 


用 先前 的 结果 证 明 p~ q, q F— p RY. 


证 EF 语句 理由 

(1) g 是 真 的 . (1) 给 定 的 

(2) p> — q 是 真 的 . (2) 给 定 的 

(3) q> p 是 真 的 . (3) (2)65% # 

(4) 一 是 真 的 . (4) 用 (1) 和 (3) ,分 离 律 
证 明 论 证 ; 

peg qg FP 

成 立 . 


证 [PF 方法 一 ” 玖 造 真 值 表 如 图 12- 40(a) .现在 prg 在 第 1 行 和 第 4 行 取 真 ,以 及 3 在 第 1 
行 和 第 3 行 取 真 ,因而 peg 和 8 RANEA TRA, 在 此 p IRE, BREIE peg g Pp 


EWY. 
FEL H#l pego Agr 的 真 值 表 如 图 12-40(b). EFi pg) A q] = p E TERA, 


因此 该 论证 成 立 . 
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P | 8 | prq lq | peg | eog [pra)Agjp 
T| T T T| T T T 
T F T| Ë F F T 
FIT F F| T F F T 
F T F T F T 
(a) (b) 
图 12-40 


12.113 ”判定 论证 p—gq, ~q 上 一 p 的 正确 性 . 
R EF 构 章 [{p 一 yg) 作 一 g] 一 ~p 的 真 值 表 如 图 12-41. 由 于 命题 [{p 一 4) 人 一 949] 下 ~ 轧 是 一 
个 重音 式 ,因此 所 给 论证 成 立 ， 


[tp > q) 
T 


b 一 q] 一 一 


中 口 口 
m = = gja 
四 口 = 3 
m 四 y a|% 


A 
F 
F 
F 
T 
3 


sR |1|2|1 
图 12-41 


12.114 FEWE p>q, p F— q 的 正确 性 . 
解 E HË p< A p] = q 的 真 值 表 如 图 12- 和. 由 于 命题 [( 一 p 一 g) 信 pj 一 一 g 不 是 


一 个 重 言 式 , 因此 该 论证 一 p 一 g,p Hog EARE ERR pa 和 在 第 1 行 间 时 取 真 ,但 
此 情形 中 , 一 4 BE. 

A | 9 | ~p | ~p>q lop >o) AH 一 pAr] 

工 | 工 | F 工 T F F 

T|F 1 F T T T T 

F|T| T T F F T 

F|F| T F F T T 

图 12-42 


12.415 证 明 论证 : 
p>~gr>art~p 
成 立成 立 . 
证 62 构造 前 提 和 结论 的 真 值 表 如 图 12-43. 现 在 pg, r >g Mr 间 时 在 第 5 行 的 情形 取 
真 ,在 此 一 户 亦 是 真 的 ,因此 所 给 的 论证 成 立 ， 


plalr|l pe | r=q |> 
1|T|T|T F T F 
2 [T|T|F F T F 
3 1T|F| T F F 
4 |T|F|F T T F 
5 ! FITIT T T T 
&iF|T|F T T T 
7|F|F|T T F T 
a|F|F/ EF T T T 

图 12-43 
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12.116 用 先前 的 结果 重复 习题 12.115. 


W EF t] 理由 

(1) p 一 一 g 是 真 的 . {1) 给 定 的 

{2) rg 是 真 的 . (2) 给 定 的 

(3) = g> r RAH. (3) (GREE 

(4) p~r 是 真 的 . (8 用 (1) 和 (3), 二 段 律 

(5) r 一 一 户 是 真 的 ， (S) (4)B5U33F 

(6) + 是 真 的 . (6) 给 定 的 

(D ~p 是 真 的 . (7) 用 (5) 和 (6), 分 离 律 
12.117 判定 命题 ， 

P(p,g r) = [(p—>— a) A (r —q) À rl—— # 
是 否 是 一 个 重 言 式 . 
解 (根据 习题 12,115{ 或 习题 12.1151, 论 证 
P> gr gr kop 

成 立 , 因 此 所 给 命题 Pfzp,qyr) 是 一 个 重 言 式 ! 定 埋 12.6), 

论证 和 请 名 


这 一 小 节 将 上 述 定理 应 用 到 涉及 特殊 语句 的 论证 中 ,我们 强调 论证 的 正确 性 不 依赖 于 出 
现在 论证 中 的 语句 的 真 假 值 或 内 容 , 但 依赖 于 论证 的 特有 形式 ， 


12.118 


12.119 


12.120 


判定 下 面 论证 的 正确 性 : 
S1: 如 果 一 个 人 是 单身 汉 , 他 则 不 是 快乐 的 ， 
S,: 如 果 一 个 人 是 不 快乐 的 ,他 则 死 得 年 轻 . 
S$: 单 身 汉 琵 得 年 轻 . 
这 里 , 在线 以 下 的 语句 S 表示 该 论证 的 结论 , 线 以 上 的 语句 S, 和 S$, 表示 前 提 . 
解 EF 将 论证 51, sy Fs 转换 成 符号 形式 
p> ggr her. 
此 处 , p 表示 “他 是 一 个 单身 没 ”,9 表示 “他 不 快乐 ",r 表示 "他 死 得 年 轻 ”根据 三 段 律 (见习 是 
12.109), 这 个 论证 是 成 立 的 ,因此 所 给 论证 正确 . 
判定 下 面 论证 的 正确 性 ; 
$i: 如 果 一 个 三 角形 的 两 条 边 相 等 , 则 两 边 所 对 的 角 相等 
52: 一 个 二 角形 的 两 边 不 相等 . 
S: 两 条 边 所 对 的 角 不 相等 ， 
解 xr 首先 将 该 证 明 转换 成 符号 形式 5-=g, ~ p 上 一 g, 此 处 p 表示 "一 个 三 角形 的 两 边 相等"， 
q 表示 "两边 所 对 的 和 角 相等 .根据 习题 12,114, 这 个 论证 是 一 个 译 论 ,虽然 结论 S 从 s, AKLE 
得 公理 得 到 ,但 是 由 于 上 面 的 论证 是 一 个 记 论 , 因此 该 论证 不 构成 一 个 证 明 . 
判定 下 面 论证 的 正确 性 ， 
Si: 若 7 小 于 4, 则 7 不 是 一 个 质数 . 
S,:7 不 小 于 4. 


S:7 是 一 个 质数 . 
解 EF 首先 将 该 论证 转换 成 符号 形式 , 设 户 是 “7 小 于 所 和 6 是 "7 是 一 个 质数 ", 于 是 该 论证 具 
有 形式 
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12.121 


12.122 


12.123 


b—>— q. — p Fg. 
由 于 图 12.44 的 真 值 家 的 第 4 行 中 前 提 p 一 一 g 和 一 p EAH, EHE g 是 假 的 ,因此 该 论证 是 一 
TRE. 
FA EEEN ie Ip t — F RB n] piki uEt— PET SIB TF. 


plal ~g] p~~ | 一 
TÍT| F F F 
TIF] T T F 
F| T| F T T 
F F T T T 
图 12-44 

检验 下 面 论证 的 正确 性 ， 

S1: 若 5 是 一 个 质数 , 则 5 不 整除 15， 

S52:5 整除 15. 

5:5 不 是 一 个 质数 . 


A S 首先 将 该 论证 转换 成 符号 形式 p 一 一 qg,q 上 一 户 ,此 处 是 “5 是 一 个 质数 ",q 是 "5 整除 
15" .根据 习题 12.111, 该 论证 成 立 . 
虽然 这 里 的 结论 是 一 个 假 的 语句 , 但 是 所 缩 的 论证 仍然 是 成 立 的 .我 们 会 在 迎 辑 上 导出 错误 
结论 是 因为 前 提 S, 是 错 的 . 
检验 下 列 论证 的 正确 性 : 
(a) 如 果 天 下 雨 , 埃 里 克 将 会 生病 
天 不 下 雨 
埃 里 克 不 生病 
(b) 如 果 天 下 雨 , 埃 里 克 将 会 生病 . 
埃 里 克 不 生病 
天 不 下 雨 . 
解 # 首先 把 论证 转换 成 符号 形式 ，; 
lap "q, p Koa (b)p—=a, ~g F— p, 
此 处 p 是 "天 下 十 ", g 是 “ 埃 里 克 生 病 ” .根据 习题 12.110, 论证 (a) 是 请 论 , 但 根据 习题 12.113, 论 
证 (b) 是 成 立 的 . 
检验 下 面 论证 的 正确 性 : 
如 果 我 喜欢 数学 , 那么 我 将 学 习 . 
我 或 是 学 习 或 是 不 及 格 


MERTER, 那么 我 不 喜欢 数学 ， 
E # 首先 将 论证 转换 成 符号 形式 . 设 p EREKE”, g 表示 “我 学 习 ”, 以 及 r 是 "我 不 及 
格 ". 那 必 所 给 的 论证 具有 形式 


p— ug V r Fr = p. 
为 了 检验 论证 的 正确 性 ,我 们 构造 命题 pa, q V r fl r—— p HAERE 12-45. 
加 忆 一 下 ,车 每 当前 提 都 是 真 时 结论 为 真 , 则 论证 是 正确 的 ,现在 ,在 真 值 表 的 第 1 行 ,前 提 p 
一 4 和 9gVr 都 是 真 的 ,但 结论 r= p ERR, AEREE AAE. 
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p|atr| p= | aYr | —p | >o 
T|T|T| T 1 F F 
T|T|F T T Í F T 
T|F|T F T | F F 
T|F|F F F F T 
FITIT| T T T T 
FlT| F| T 1 T T 
F|F|T| T T 1 T 
F|#F|F!) T F Tr T 
图 12-45 


12.124 检验 下 闸 论 证 的 止 确 柱 ， 


12.11 


12.125 


12.126 


如 果 我 学 习 , 那 么 我 将 不 会 数学 不 及 格 . 

如 果 我 不 打 篮球 ,那么 我 将 学 习 . 

但 是 我 数学 不 及 格 . 

因此 我 打 篮 球 . 

E EF 首先 把 论证 转换 成 符号 形式 , 设 p 是 "我 学 习 ",g 是 "我 数学 不 及 将 ",r 是 “我 打 篮球 "， 

于 是 所 给 论证 如 下 ， : 
p= q. — r= p.q Fr. 

为 了 检验 论证 的 正确 性 ,我 们 构造 所 给 命题 p 一 一 9, rep q Mr 的 真 值 表 如 图 12- 46. 

现在 ,前 提 pg, — r> p fa 仪 在 第 5 行 同时 为 真 ,并 且 在 此 情形 结论 也 为 磋 , 因此 该 论证 

是 正确 的 . 


` 
号 
~“ 
| 
pa 
ici 
+ 
四 
l 
` 
l 
` 
+ 


_ 
T 


本 由 本 3 口 口 
E e: e B = = 5 
=-= 3 e = 3 = -3 
3 + TT m 3 d m 
3 m — m= dq m = "m 


逻辑 蕴涵 
E zm 如 果 每 当 命题 P(p,g,…) 为 真 时 命 古 QQ(p, 9 …) 为 真 ,那么 称 P(p,q,1 RRA 
Q(tp,9,…), 记 作 

Pip g Rp, g). 
证 明 pg EH pg. 
证 EF 考 虑 如 图 12.47 中 peg A p HARER. phg 在 第 1 和 第 4 行 取 真 ,并且 在 此 情况 
E pg PRE. HE peg FBA pg. 
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p| a | sa | pa 

T|T| T T 

T|F| F F 

F| T F T 

FIF| T T 
图 12-47 


12.127 证 明 p PRAM p V g. 
证 EF 考察 如 图 12-48 中 户 和 pVYg WERK. p ERIM? TRA, FE SID, 命题 p V 
g 亦 取 真 .因此 p 逻辑 蕴涵 pV q. 


12.128 证明 pAg BRAA peg. 
证 2 考 虑 如 图 12-49 F pAg 和 phg 的 真 值 表 . 现 在 , pAg UER 1 HERE B # Him F 
命题 pee 亦 取 真 .因此 pAg PRAA pHga 


ba b Aq peg 

T T T T 

TiF| F F 

F T F F 

F| F F T 
图 12-49 


12.129 求 逻 辑 蕴 涵 命 题 pq 的 非 等 价 命题 P(tp, 9q) 的 数目 . 
N zm 考虑 图 12- 50(a} 中 p+rg 的 真 值 表 . 如 果 每 当 Pip, aA peg 为 真 ,那么 P(p,g) 


PEAH p=g. 但 是 仅 在 第 1 行 和 第 4 行 peg 为 真 ,因此 P(p,9) 在 第 2 行 和 第 3 行 不 能 为 真 . 
有 5 个 这 拌 的 命题 ,它们 列 在 图 13-50(b) 的 真 值 表 中 ， 
Pi | P; | Ps | P: 


pg 
F|T|F|T T 
F|F|F|F F 
FIFIFIF F 
F|FITIT T 
(b) 
图 12-50 


定理 12.8 ”对 于 任何 命题 P(p,9,…) 和 各 Q(p,9,…), 下 列 3 个 语句 是 等 价 的 . 

(DP(p, go ORRA Al 9g,…); 

(让 论证 卫 (p,9,…) FAU qg ORE: 

(ii 命题 P(p,g,…) 一 Q(p,g,"…) 是 一 个 重 言 式 ， 

注 一 些 逻 辑 学 家 和 许多 教科 书 使 用 词 条 “ 章 涵 "和 我 们 使 用 "逻辑 蕴涵 ”的 意义 相同 , 而 
且 他 们 在 “ 歼 涵 "和 “如 困 … 那 么 "之 间 有 区 别 , 当然 ,正如 上 面 的 定理 所 看 到 的 , 这 两 个 性 质 不 
同 的 概念 是 有 直接 关系 的 . 
12.130 证 明定 理 12.8. 
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12.131 


12.132 


12.133 


12.134 


12.12 
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证 EF 如 果 每 当 Pgp ARR O gq,…}) 为 真 , 郑 么 论证 

Pip ge) FAC, ge) 
成 立 ,并 且 反 之 亦 然 .而 且 ,论证 已 上 @ 成 立 当 且 仅 当 条 件 语句 PP 一 和 QQ 总 是 真 的 , 即 它 是 一 个 重 言 
AOR, 定理 得 证 ， 
证 明 : 设 Pip, q. ERAN QCp,g,…), 则 对 任何 命题 Pi, P2, …, 命题 P (P, 
Pa, -- ) E A A Q(P., Pas e) 
证 EF 根据 定理 12.8, 若 Pl q. > Qlp ge) A Pg l g …) 是 一 个 重 言 
RRS REM(EM 12.2), 命题 PtPi, Pao) Q (Pi, Pi …) 亦 是 一 个 重 言 式 .因此 
PPop Py = Q(P I Py 》， 
证 明 pe — q PERA pg. 
证 EF 方法 一 构造 p< q fü pma ËJ H IË 248 12-51. 如 果 每 当 po q ARR pa 为 
真 ,那么 poog BHAN p g E, pm 一 9 在 表 中 第 2 行为 真 , 而 在 此 情况 下 p> AR. AE 
pm 一 g PERAN pg. 
方法 二 、 攀 凌 命题 {p+ 一 g)(p 一 9) 的 真 值 表 . 它 不 是 一 个 重 言 式 ,因此 根据 定 雄 12.8, pq 
PPHAH pg. 


l 
P 4 一 他 H~g 疡 一 人 
一 一 六 一 一 
T| T F F T 
T|F T T F 
FIT F T 
F| F T | F 

图 12-51 


假设 P(p,g,…) 二 QC(p,9,…) 并 且 Q(p,9,…) 二 >R(p,gqg,…). 证 明 Pp, gee) 
RP, ge). 

证 £F 由 于 PQ R QR, 因 此 每 当 P NEW Q 为 真 ,每 当 Q AAN R 为 真 ,于 是 ,每 当 P 
为 真 时 R 为 真 , 即 P> R, JEFE Br RIERA. 

EEP, Q, OSa gu OHE Alp, g Pip g e .证明 Pp, ge) 
=Q p,q). 

证 £F 由 于 P 一 Q 且 Q=P,Nm s P 为 真 时 QQ 为 真 且 每 当 Q 为 真 时 PAR KE, PA 
Q 对 于 变 元 的 相同 值 是 真 的 , 即 p= Q, 


量词 


这 一 节 我 们 将 始终 用 到 下 面 的 包含 全 称 最 词 Y 和 存在 大 词 3 的 记号 和 定理 


(Yr E Aplr) È Yz, plr) HTE r € A, p(z) 为 真 . 
(Jr € Apl) È Jz, ple) FE z € A 使 得 p(x) AR. 


这 里 , plr) A 上 的 一 个 命题 函数 (或 开 句 或 条 件 ), 就 是 说 , 对 于 A 的 一 个 a,p(a) 取 
定理 12.9( 德 :摩根 ) É plz) 是 A 上 的 一 个 命题 疯 数 , 则 
GY~(YrzEA)p(r)=( 3z€ A)— pr); 
(ü)—-(3z€A)p(z=)=(Vr€A)— plr). 


注 


定理 12.9 用 语言 来 说 , 下面 两 个 语句 是 等 价 的 ， 


(对 于 每 一 个 eaE 4A, pla) 为 真 ,这 不 是 真 的 ; 
{二 ) 存 在 一 个 a CAER pl ER. 
以 及 , 间 理 ,下 面 随 个 语句 是 等 价 的 : 


o my -a e o 


T< Y t 


12. 


12. 


12. 


12. 


12. 


12. 


12. 


12. 
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仆 存 在 一 个 a€ a 使 得 p(a) 为 真 ,这 不 是 真 的 . 
《这 对 于 所 有 的 aCA, pa) AEB. 


135 


136 


137 


138 


139 


140 


141 


142 


设 p(x) 表 示 句 子 “x +22>5" REETIIRAE plr) ETE AmA R: (a) E 
整数 集 Ni;(bJM=1-1 ~2, -3,…1ifc) 复 数 集 C. 

解 EF (a) 是 . 

{b}) 虽 然 对 M 的 每 -个 元 素 p(x) 为 假 , p(x) 仍 是 M 上 的 -个 命题 函数 . 
{ce) 否 ,注意 到 2i+2>5 没有 任何 意义 . 痪 名 话说 对 十 复数 ,不 等 式 没 有 定义 . 
确定 下 列 语句 的 真 假 值 .( 这 玉 是 全 集 ) 

(ayV r, |z]=x; fby3azryrzz=zy (c)Vz,z+12z; (d)3z,z+2= x. 
解 EE (a. Æ z = -3 Mol Azo. 

(b). xz0=1, 则 zi = zo. 

【c) 真 . 任 一 实数 是 +I>z 的 一 个 解 . 

{ 巾 假 .z+2=> 没 有 解 ， 

否定 习题 12.136 的 各 个 语句 . 

解 EF (a) Vz, z|=z= 3rz-(]Fzi=z)== r, zl Ar. 

(b~ Ja, 5r=Y r—(r2= z) V ar, r Ea. 

(o= Vz, z+12>2r=3r-(r+l>z)= r, rtl. 

(dJ= 3z,z+2=z=mVr—(r+2=x)= V x,xz+2x. 

W A=11,2,3,4,51 ,确定 下 列 语 名 的 真 假 值 ， 

(a( 3z€ A)(z+3-10); (b(Vz€CA)(z +3<10); 
(cK dz=€ A)(z=+3<5); (XV rC A)(z + 3<:7). 

E E (a). EAP PRANE z +3=10BJ 8. 

MR. A 的 每 个 数 都 满足 x + 3<10. 

(OAE zo=1, 则 zo+3 之 5, 即 1 是 一 个 解 . 

(d) 假 .着 zo=5, 则 zo+3 A , 换 避 话说 ,5 不 是 所 给 条 件 的 一 个 解 . 

否定 习题 12.138 的 各 个 语句 ， 

E EF (a)=-(3<r€A)(r+3=10)#=Z(V>*&€A)—-(zr+3=1D)==(VxEA)(z+3s10. 
(b)= (V rE A)(z+3<10)=( 3z€ A)—(z=+3<10)=( J rE A)(z + 32210). 
(cJ=(3r€aA)Xzr+3<5)=(Vz€A)=(z+3<5)=(V rE A)(zr+325). 
(dJ=- (V r€ AX z +35<7)=( Jz€ A)— (z tIS rE A) +32>7). 
确定 下 列 各 语句 的 真 假 值 ( 此 处 REER): 

(a)V z, z2= x; (b) 3d=z,2z =<; 

(b Vr,z-3< zi (d)3z,z2-2z+5=0, 

解 EF (B.B r= PRE z2= z. 

(OE. z =03%98E 2zr= =. 

(c) 真 . 因 每 个 实数 满足 z-3< z. 

(dR. A zr? -2x+5=0 设 有 实 根 ， 

设 4= 11,2,3,4| 是 全 集 . 确 定 下 列 语句 的 真 假 值 : 

(a)V z,z +3<6;(b) 3r,z+3<6;(c)3 z,2z2+ z =15. 

解 EF (a) 假 . 因 =4 不 满足 +3<6. 

(E.B >= 1WE z+3<6. 

(c) 假 . 因 A 中 没有 数 满足 2x? + z = 15. 

否定 下 列 各 语句 : a) 所 有 的 学 生 住 在 集体 宿舍 ;(b} 所 有 主 修 数学 的 是 男生 ;(c) 一 些 
学 生 是 25 岁 或 大 于 25 岁 ， 
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12.143 


12.144 


12.145 


12.146 


12.147 


2000 WR% JaA 


W EF 应 用 定理 12.9 FERH. 

{a) 有 些 学 生 不 住 在 集体 宿舍 ， 

(b) 有 些 主人 收 数 学 的 是 女生 . 

(0 中) 没有 学 生 是 25 岁 或 太 于 25 岁 , 或 换 句 话说 , 所 有 学 生 在 25 岁 以 下 . 

EE FIARA: (a) eplir) A jyg(y);(b) 3zp(z)V Y valy). 

E EE QER- pAg pN 一 gq, 因 此 

~ (V z=p(=) A 3sq(y))=— Yaplr) Y— Jyly) 

= Jz = piz) V Yy ~ gly). 


(b) 注 意 到 一 (pV g)= pA g IN It: 
- {Izpt) V V.qg(s))=-— Jzp(lr} A- Yygly) 
=Vrz-— plr) A dy ~ qls). 
否定 下 列 各 语句 ; (a) 如 果 有 一 场 暴 乱 , 那么 基 人 被 杀害 ;(b) 天 亮 并 且 所 有 大 都 起 来 
T. 
解 F (a) 广 意 到 - (pg) 三 pA 一 uy, 因 此 
“如 果 有 一 场 暴乱 ,那么 某 人 被 杀害 , 这 人 句 话 是 假 的 ” 
三 “有 一 场 暴 乱 并 且 基 人 被 杀害 是 假 的 ” 
三 “有 一 场 暴乱 并 且 每 个 人 都 活着 ”. 
(b) 广 意 到 一 (pAg) 三 ~~pY — q, IS it, 
“天 亮 并 且 所 有 人 都 起 来 , 这 是 假 的 ” 
三 “ 关 没 亮 , 或 者 所 有 人 都 起 来 是 假 的 ” 
三 “夜里 , 或 者 某 些 人 没有 起 来 "”. 
否定 下 列 各 语句 : 
{a) 如 果 老 师 缺 席 , 那 么 有 些 学 生 没 有 完成 他 们 的 家 庭 作业 ; 
人 b) 所 有 学 生 完 成 他 们 的 家 庭 作 业 并 且 老师 出 席 ; 
(c) 一 些 学 生 没 有 完成 他 们 的 家 庭 作业 或 者 老师 缺席 , 
W w (a) 老师 缺席 并 且 所 有 学 生 都 完成 他 们 的 家 庭 作业 ， 
{pb) 一 些 学 生 没 有 完成 他 们 的 家 庭 作 业 或 者 老师 缺席 ， 
{c) 所 有 学 生 都 完成 他 们 的 家 庭 作 业 并 且 老 师 出 席 . 
求 下 列 各 语句 的 一 个 反讽 ,此 处 B= 12,3,…,8,91， 
(a)V z€ B,z+5<12; (b yYzxz€B,z 是 质数 ; 
(V >€ B,z2>1; (dyYzEB,z EEY. 
N EF (a) 车 +=7,8 或 9, 则 z+5<12 PERH, k 7, 8 3 9 EEA. 
(b)4 不 是 质数 ,因此 4 是 一 个 反例 (6,8,9 也 是 反例 ). 
(c) 该 语句 是 真 的 , 因此 没有 反例 . 
(d)3 是 奇数 ,因此 3 是 一 个 反例 .(5,7,9 也 是 反例 》. 
求 下 列 各 语句 的 一 个 反例 , 此 处 13,5,7,9|1 是 全 集 ， 
(aY z,z + 3=:7; (b Vxz,z 是 奇数 ; 
OLERE 是 质数 ; (QO) Yz,|x|=7. 
N EF (a) 这 里 5,7 和 9 都 是 反例 . 
(b} 访 语句 是 真 的 , 因此 没有 反例 . 
{c) 这 里 内 有 9 EF fil. 
{由 该 语句 是 真 的 , 因此 没有 反例 . 


有 多 变 元 的 命题 函数 
这 一 小 节 考 虚 有 多 于 一 个 变 元 的 命题 函数 p(x,y,…). 如 果 一 个 表达 式 是 对 每 一 个 变 元 
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由 一 个 量词 引导 , 例如， 
Vx 3yp(x, y) 或 VzVzVyo(z,>,. z), 
BZ T BT aK — 4 ih B 8 M Bë G ll E — AAA ERT hi 8 Ea] ) Ta 8 
— Ki k. 
12.148 确定 下 列 各 语句 的 真 假 值 , 其 中 11, 2, 3| 是 全 和 集 : 
(a)3arzVy,z2<y+1;(b)Vr3y,z2+y2<12;(c)VxrVy,z2 + y2<12. 
M se (ad) 真 . 若 z=1, 刚 1I<y+LI 对 于 每 个 数 1,2,3 RAR. 
{b) 真 .对 于 每 个 ro 设 y=1 刚 并 +1<12 是 一 个 真 语句 . 
(HE. Æ z0=2 且 yo=3, 则 局 + 名 <12 不 是 一 个 真 语句 . 
12.149 (a) 3rz V y3z,z2+ y2<2z2;(b)3z lyVz,z2+ y2<2xz* E N3JER 12.148. 
S EF (QB. E za =1 B za =3,M| rity cri El 1 + 2< 18 y ERRER 1,2, 3， 
{b) 假 .车 z0=1, 则 r2+ y c2 没有 解 . 
12.150 W A= [1,2,…,9,101. 考 虑 下 列 各 句子 . 若 它 是 一 个 语句 , 则 求 它 的 真 假 值 .车 它 是 
一 个 命题 沙 数 , 则 求 它 的 真 值 集 . 
(aXVz€A)X(3yC€CA)(z+y<14); (bX Vys€ A)(z + y<14); 
((VrzC€CAXVyCA)(<+ y<14); (dX 3yC€ A)(r + y<14). 
E EF (a) 该 两 个 变 元 的 开 名 由 两 个 量 鹿 引 导 , 因此 它 是 一 个 语句 ,而 且 该 语句 是 真 语句 . 
(b) 读 开 甸 由 一 个 量词 引导 的 ,因此 它 是 另 一 个 变 元 的 命题 函数 ,注意 到 ,对 于 每 一 个 EA zty 
<1434 HRH z = 1,2, R 3, 因此 真 什 集 是 11,2,31. 
{c) 它 是 一 个 语句 并 且 它 是 假 的 . 著 zo =8 和 x = 9, M rot yol FEAH. 
(4) CET r 的 开 句 . 真 信和 集 是 A 本身. 
12.151 否定 下 刚 各 语句 ;(a) 3] x 3 y p(z=,y);(b)VzVy,p(z,y);(c) Jy dz Vz. plz, 
y, z). 
S EF (a) ~ (jz yy, plr,y)=Y rdy~ plr,y). 
(b) Y rY y, p(z.y))= 3z23y- pir, y). 
(Hl ayir, plr y DEY Yy rir~ plr, ya). 
12.152 FÆYzrJylplr) Vao). 
E EF —[(Vxz3y(a(z)Vq(y))]= JzrVy—(p(z)V g(s)) 
=3rVys[—pb(z=)A-—gü()). 
12.153 FÆJzrY y(p(r,y)>>a(z,y)). 
8 r= ~[] zY ylpla y) gle yy r3 y ple, y) gla, y)) 
=V r] yil yA —q(xz,y)), 
12.154 #E3 3 3z(p(z2)A-—g(y)). 
E =F —[3y3xz(0(z)A—q())]=#VyVr—(p(z)A—q(y)) 
=Y yY a(o plr) Y aly)). 


ETER 布尔 代数 和 还 辑 门 


13.1 基本 定义 和 定理 


集合 (第 一 章 } 和 命题 (第 十 二 章 ) 有 相似 的 性 质 , 比较 表 1-1 MA 12-1 可 以 看 到 这 一 点 . 
这 些 性 质 用 来 定义 一 个 数学 绪 构 , 在 布尔 (Boole,1813 一 1864) 以 后 称 之 为 布尔 代数 
13.1 定义 -一 个 布尔 代数 . 
解 WF 设 昌 是 一 个 集合 ,在 B 上 定义 了 两 个 二 元 运算 + 和 * 以 及 一 个 一 元 运算 ,用 "“" 表 示 . 设 0 
和 1 表示 B 的 殉 个 不 同 的 元 素 , 如 果 对 于 集合 的 任何 元 素 a,b,c, FAERIE: 


[B] 交换 律 ， 

(laja+b-<= b+a, (1b)a x A= b zuai 
[B] 分 配 律 ; 

(Daat {bc}= (a + b)x (a te), (bja x (b+ ce)=(a x*b)+ (a w c)i 
[B] 同一 律 : 

(3a)a fO =a, (3b)a < 1=a; 
[B] 补 余 律 ， 

fajata =l, (4b)a * a =0. 
那么 六 维 组 

< B+,*, ,0D,l1> 

称 为 一 个 布尔 代数 . 


上 面 的 布尔 代数 当 运 算 明 确 时 通常 月 B 表示 . 
元 素 0 称 为 零 泡 素 , 元 素 1 称 为 单位 元 素 ,a 称 为 4 的 补 , 运 算 + Tl = 的 结果 分 别称 为 和 和 积 .我 
们 常常 略 去 符 导 * 且 用 毗 过 代替 ,于 是 {2b} 和 (2a) 写 成 
(2b) a(b + c) = ab + ac, (2a) a + bc = (a + b)(a + c). 
第 一 个 式 子 为 人 们 熟知 的 等 式 , 但 第 二 个 在 通常 代数 中 不 是 一 个 等 式 . 
我 们 采取 通常 的 约定 ,除非 我 们 用 插 导 引导 ,优先 于 * ,以 及 * 优先 于 + .例如 ， 
a+ bw WERK a + (bw c) 而 不 是 (a + 5) = c, 
ax 意味 着 ax (b) 而 不 是 (a by. 
当然 , 当 a+bxr 写成 a + br 时 ,其 含意 是 清楚 的 . 
13.2 描述 具有 两 个 元 素 0 和 1 的 ( 称 为 bit( 二 进 制 数 ) 的 ) 布 尔 代数 B. 
S ë 设 + 和 * 是 B 中 的 运算 ,定义 在 图 13-1 中 .假定 补 定义 为 1 =0 和 0 =1, 那 么 B 是 一 个 


布尔 代数 ， 


(b) 
图 13-1 


13.3 Ü B, 表示 xn - bit 序列 的 集合 ,说明 如 和 何 将 B, 作成 一 个 布尔 代数 . 
解 BF 设 z 和 5 是 B, 的 nn 一 bit 序 列 .如 同 习 题 13.2, 逐 位 定义 这 些 序列 的 和 . 积 和 补 .这 就 是 说 ， 
在 一 个 给 定 的 位 置 中 , 若 a 或 5 含 1 则 a+5 会 1; 共 a 且 5 会 1, 则 4x 上 5 含 1; 若 a 不 会 1. 凤 a 会 0, 
则 a 1.382. B, 是 -个 布尔 代数 . 

13.4 设 a=1101010,5=1011011 在 ;中 (习题 13.3). 求 at+b,a#*5 以 及 a ， 


So 上 应 用 图 13-1 逐次 计算 ,以 及 = 人 ,=1 得 到 
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a + b= 1H11011,a * b = 1001010,2" = 0010101. 


13.5 描述 集 的 布尔 代数 . 
W zr 是 集合 的 集合 , 它 关 于 并 . 交 和 补 运 算是 封闭 的 .那么 名 是 一 个 布尔 代数 , 空 集 忆 作为 零 
元 素 并 且 全 集 口 作为 单位 元 素 . 
13.6 设 开 是 命题 集 台 .解释 开 择 么 是 一 个 布尔 代数 ， 
H sm 可 关于 运算 Y 和 A, 以 及 和 理 定 一 是 补 运 算是 一 个 布尔 代数 .( 在 开 中 ,我 们 认为 还 辑 等 价 的 ， 
即 有 相同 真 值 表 的 命题 是 划 等 的 .) 
13.7 在 习题 13.6 中 ,命题 的 布尔 代数 的 零 元 素 和 单位 元 素 是 什么 ? 
W EF 从 表 12-1 看 到 ,一 个 政 盾 上 是 等 元 素 , 以 及 一 个 重 言 式 是 单位 元 夫 
13.8 Ü D. = |1,2,5,7,10,14,35,701, 它 是 70 的 因子 的 集合 .说 明 Dn 怎样 作成 一 个 布尔 
RË. 
W EF 设 Do 上 的 +,* 和 "定义 如 下 ， 
e+ 让 = lem (a,b) = a 和 5 的 最 小 公司 数 ， 
a+b = .cd. (a,b) = a 和 5 的 最 大 公 因 子 ; 
a= Wa. 
那么 Dn 是 一 个 布尔 代数 ,1 作为 零 元 素 , 70 作为 单位 元 素 . 
13.9 考虑 习题 13.8 中 布尔 代数 Dw, K 10+14,10 * 14 F 10. 
8 üp 应 用 +,* 和 “的 定义 得 到 
10+ 14 = l.e.m.{10,14) = 70, 
10* 14 = g.c.d.(10,14) = 2, 
10 = 70/10 = 7. 
13.10 考虑 习题 13.8 中 布尔 代数 D. X: 
(a)z=35< (2+7);(b)y=(35x 10)+14';(c)z=(2+7)*% (14 * 10). 
解 EF NH ath, abf a 的 定义 ,还 步 计算 每 个 表达 式 . 
{a)7 =10,2+10=10, 因 此 z=35x*10=5, 
(b)35 + 10=5,14 =S E y=5+5=5. 
(el2+7=14,14*10=22 =35, HJE, z = 14 = 35= 7. 
13.11 定义 一 个 子 代数 . 
H 国 设 C 是 布尔 代数 日 的 一 个 非 空子 课 . 若 C 自 身 是 一 个 布尔 代数 (关于 日 的 运算 ), W C 
是 如 的 -- 个 子 代数 .我 们 注意 ,C 是 B 的 一 个 子 代数 当 且 仅 当 CC 关于 B 的 三 个 运算 +, * 和 ' 是 圭 
闭 的 ， 
13.12 ”判定 下 列 各 集合 是 否 是 Dw 的 一 个 子 代 数 ， 
(a)X=11,5,10,701; (b) Y = 11,2,35,701. 
H EF (a) 否 .虽然 区 关于 -和 * 是 封闭 的 ,但 5 =14 不 属于 XX. 
(E.M Y XT +, * ff EHAK. 
13.13 ”定义 同 构 的 布尔 代数 ， 
E wF 两 个 布尔 代数 B 和 日 如 果 有 -- 个 -一 对 应 关系 1;B-*B', 它 保持 3 个 运算 ,即使 得 对 B 
HEHA a,b 有 
Flath) = f(a)+ FB), flab) = f(a)* f(b), Fa) = fay, 
那么 称 B 和 B' AAHH. 
对 偶 性 和 定理 
13.14 定义 布尔 代数 B 中 任 一 陈述 S 的 对 个. 
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S EF 3 的 对 傅 是 将 原来 陈述 S 中 的 运算 + 和 = 对 调 , 并 且 交 换 相应 的 单位 元 兹 0 和 1 得 到 的 


13.15 写 出 每 个 布尔 方程 :(ayfax1l)x(0+a )=0#l(b)a ta b =a +b HRM. 


解 EF (a) 为 了 得 到 对 倡 方 程 ,我 们 交换 + 和，* ,以 及 交换 0 和 1. 计 是 得 到 


(a+0Ü)+(1*a ) = 1. 


《首先 用 * 写 出 方程 :a + (a #5)= a+6, 于 是 它 的 对 个 是 a* (a + b)= ua = 6. ENRERE 


ala + b) = ab. 
13.16 写 出 各 个 布尔 方程 : (a)alta’+6)=ab; {b})(a+1)(a +0)=a; 
c)=ac+ b IRM. 
解 F 先 用 * 写 出 每 个 方程 ,然后 交换 + 和 :+ ,以 及 交换 加 和 1. 这 就 得 到 


(aja+ab=a+b, (b)asx0+a w 1=a, (c)ab+ bc =(a-+e)b. 


定理 13.1( 对 偶 原 理 ) 布尔 代数 B 中 任 一 定理 的 对 偶 仍 是 一 个 定理 ， 


13.17 证 明定 理 13.1. 


(c)Xa +5b)(b + 


证 EF 布尔 代数 8 的 公理 集合 的 对 偶 与 原 公 理 集 合 相同 ,因此 ,如 果 任 一 陈述 是 布尔 代数 公理 
的 一 个 结果 ,那么 , 由 于 对 偶 陈 述 下 用 原 陈 述 的 证 明 中 每 一 步 的 对 侦 证 得 , 因此 对 信也 是 那些 公理 


的 一 个 结论 . 

定理 13.2 ia, b,c 是 布尔 代数 B 的 任意 三 个 元 素 , 则 有 
(i) RFR: 

(5a}a+a=a, (Sb)a wa =a; 
Gi) 有 界 性 定律 : 

(6a)a +1=1, (6b)a * 0 =0; 
(ii) RRt.: 

(Ta)a +t (a w b)= a, (Tb)a *(a +b)= ai 
(iv) 结合 律 ; 


(Ba)(a th)+ec=at(b+re), {Bb)(a x pp)xc=a#{hxe) 


R. 
13.18 证 明和 定理 13.2(i). 


证 EF {(5b)as=a*l=galata )=(away+(a xa )=(axa)+Ü=a*a, 


(5a) 从 (5b)y 和 对 偶 性 得 到 . 
13.19 证 明定 理 13.2(ii). 
证 EF (6b)a*0 =(a *0)+0=(as*0)+(a*a')=aw(0+a') 
=a*(a +Ü)=a wa =0. 
(6a) 从 (6b) 和 对 偶 性 得 到 . 
13.20 证 明定 理 13,2(iii). 
证 EF (7bj) a< (a+ b)= (a +O) (a +b)=a+(0*b)=a+(b*0) 
=a+Ü=a, 
此 处 有 界 性 定律 用 在 倒数 第 二 步 . 
(7a) 从 {7b) 和 对 偶 性 得 到 . 
13.21 证 明定 理 13.2(iv). 


证 EF {8b) 设 L=(a*x*p)xc 和 尺 =ax({b*c). 我 们 要 证 明 上 = 民 .我 们 首先 证 明 a+ 上 =a 


+ 民 . 在 最 后 两 步 应 用 吸收 律 ， 
atl =atttaxpb)rc) = (a +(a *b))* (a +c) 


=awx(a +c) =a. 
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而 且 , 在 最 后 一 步 应 几 贤 笋 律 和 在 倒数 第 二 步 由 器 等 律 ， 
arRat+ {fant{hac)) = (2 t a)x(a +b =*e)) 
=a*(a + (bx c)) = a. 
因此 a+ 工 =a+ 玉 .其 次 ,我 们 证 明 o + 上 =a +R RIA 
a +L =a +*((ax5b)*c)= (a +(awb))=*(a +c) 
=((a +a)*(a + b))*(a +c) = {lx(ta + b))* (a” + €) 
=(a+b)*(a +c)=a + (bx c). 
而 且 
二 
=l*(a + (bxc) = a + (b * c). 
因此 a +L =a +R. t 
L =L +0= L +(a*a = (L +zg)%* (L - a) 
=(a t Lxta + L)= (a +R)*= (a + R) = R. 
(8a) 从 (86) 和 对 偶 性 得 到 . 
定理 13.3 设 5 是 布尔 代数 B 的 在 一 元 素 , 则 有 
(i)( 补 的 惟一 性 ) 荐 at+zr=1l 且 axz= 小 则 工 =a 
GDJE) (ay =a; 
Cii) (9a) 0 =), (9b) t =D, 
13.22 证 明定 理 13.3(i). 


证 F 我 们 有 
a =a +Ü = a+ (a *x) = {a + a) * (a +r) 
=l*(a"+z=)= z + r. 
mH 
r=z+(=z+(aw*a)=(z+a)*(z+ a) 
=l*(+=+a )= rtg. 
AIE r=rta =a +r=a. 
13.23 证 明定 理 13.3(ii). 
证 EF REIHEN, ata =1 Bawa =0. HZA, a +a =1 B a' w a=0.B 3580951582, 


a 是 a Wh, BM a = (a y. 
13.24 证 明定 理 13.3(ii). 
证 EF 根据 有 界 性 定律 {6ay 心 +1= 1, 3FE H —E(03b), 0 < 1= 0. H3F991E kE, 1 E: 0 的 补 ， 


即 1=0 .根据 对 侦 性 ,0=1. 
定理 13.4[ 德 ' 摩 根 定律 ) (10a) (a+6) =a * b, (10b) (a#*6b) sa th. 
13,25 ”证明 定理 13.4. 
证 EF (10a) RIRE a +0)+ {a x*5)=1 和 (gag+bp)* (a + 号 ) = 人 由 补 的 锥 一 性 就 有 
a wb'=(a+b5bY .我们 有 
la+ b)+(a p=p+tat(ta *b}= +{tuta lath) 
=b+l*(ú+b)= b+a+b 
=b+ü +a = 1+a=1. 
mH 
(a+b)*(a wh) latoa jb = ((a wa) + {ha ))* b° 
=(0+(b*=a rb = (b * a) b° 
=(b*wb )ža = 0* a° = D. 
因此 a z = (a+. 
{106) 从 {10a) 和 对 偶 性 得 到 
定理 13.5 在 布尔 代数 中 ,下 列 式 子 是 等 价 的 ， 
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(la+b=b, (2)ja *b=a, (3)a + b=1, {4}a*# b =0, 

13.26 证 明定 理 13.5 PMF. 

证 EF ia b= a fE FW RW EE, RITE 

b= b +(b*a)= b+(a*h)= b+ua = apcm-+b. 
EZ i a +b= b. HE rh y Hik iki, RITE 
a=awx(a +b) = ax). 

于 是 ,a #5=a SHR 5atb=b, HD DAUES. 
13.27 证 明定 理 13.5 中 (1) 和 (3) 等 价 . 

证 EF 设 (1) 成 立 , 那 么 

a+hb=a +(a+6)= {a +a)+b=1+5b-=1. 
现在 设 (3) 成 立 , 那么 
a+b=l1l*(a+b)=(a +b)*(a +b) = (Gxa)+b = Ü+b =b, 

因此 (1) 和 (3) 是 等 价 的 . 
13.28 证明 定理 13,5 中 (3) 和 (4) 等 价 . 

证 EZ 设 (3) 成 立 .根据 德 :摩根 定律 和 对 合 律 ， 

0=1 = (ae +h) =a tbh = ax b. 
反之 ,车 (4) 成立, MJ 
l=0 = {a*b yY =a +b = a +b. 
于 是 (3) 和 (4) 是 等 价 的 . 故 所 有 4 个 式 子 都 等 价 . 
这 个 证 明 与 习题 13,26 和 习题 13.27 的 证 明 一 起 , 完成 定理 13.5 的 证 明 . 


13.2 次序 和 布尔 代数 


为 方便 起 见 , 下面 的 定义 和 记号 是 与 第 十 一 章 重 复 的 .集合 S 上 的 一 个 关系 所 如 果 有 下 列 
三 个 性 质 ， 
(1) 对 于 S 的 每 一 个 a,a Sa: 
(DEasb Hb Sa, Mak; 
(3386 a SbhHb Sce Mase, 
MERLE S 上 的 - -个 仿 序 . 一 个 集合 S 和 偏 序 一 起 称 为 一 个 偏 序 集 . 在 此 情况 下 , a < bi 
fE"“a 前 于 Bp"("a 在 5 之前”). 我 们 还 有 
a < bR a PRITE): F a S b ña Z b. 
a 2 bE" a RFE" ("a 在 8 之 后 "): 若 5 Sa. 
a > b( 读 作 "a PRETI Eba. 
E S Ju a 和 8 既 不 是 a S b 叉 不 是 5 乏 a, 它 们 是 不 可 比较 的 .如果 S 的 元 素 a FRED 
之 前 , 即 a<, HERET S 的 元 素 z 使 得 a <x 忆 5, 那 么 我 们 说 a 是 45 的 一 个 直接 前 元 , 记 
作 ab. 
一 个 有 限 偏 序 集 S 可 以 用 类 似 于 习题 11.34 的 图 来 解释 .这 样 ,在 S 的 图 中 , 元素 是 由 向 
上 斜 的 线 来 连接 , 每 当 a <<< 时 ,每 条 线 从 一 元 素 a ARD. 
贪 序 集 的 概念 出 现在 布尔 代数 的 上 下 文 之 中 是 内 为 有 下 面 的 定理 . 
EH 13.6 设 B 是 一 个 布尔 代数 .那么 B 是 一 个 偏 序 集 , 此 处 a lb EX atb=b. 
13.29 ”描述 集合 的 布尔 代数 (JE 13.5) 中 的 次 序 关系 、 
解 SF EARRA -IATA MAS A 前 于 集合 B, 这 是 因为 AUB=B 当 且 仅 当 ASB . 
13.30 措 述 命题 的 布尔 代数 诺 (习题 13.6) 中 的 次 序 关系 ， 
解 zm ERE PO g HES Q(p. 2. PE Q ZM. 
13.31 证 明 , 对 于 布尔 代数 B HE sa A 0 Xa S£ 1. CAF, 0 E B BJ FEARI E B 
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的 上 界 ,并 且 在 B 的 一 个 图 DD 中 ,0 在 也 的 底下 以 及 1 在 DD 的 硕 上 .) 
证 0 二 从 0+a=a 和 1+a=] 这 一 事实 得 到 证 明 . 

13.32 定义 布尔 代数 日 的 一 全 原子. 
S Er EBBER 4 是 0 的 - -AEREN M a 是 一 个 原子 . 

13.33 考虑 习题 13.8 中 布尔 代数 D. (70 HERAF). Dah) JiR m AEF E? El H 
Dn 的 图 ， 
解 ëm a+5=Le m.(a,b)= 0 SARH b 为 a 的 一个 倍数 . 换 名 话说, DoE A ER HF S. 
图 13-2 是 Dn 的 图 .我 们 大 到 " 零 " 元 率 1 在 图 的 底下 , 以及“ 单 位" 元素 70 在 图 的 项 上 

13.34 R Dn 的 原子 . 


Ë gD 的 原子 是 1 的 直接 后 元 ,它们 是 2,5 和 7(Dn 中 的 质 A 5, 


13.35 APAE A= [a,b,cl 的 所 有 子 集 的 布尔 代数 .注意 到 I>< ><i 
P(A) = [A la; b, h, la, cl,1b,c), fal, ibl leh Z]. 


画 出 P(A) 的 一 个 图 ， 
W F 这 里 ,车 久生 了 , 则 集合 X EA Y ZH. P{4) 的 图 如 图 图 13-2 
13-3 所 示 . 我 们 看 到 儿 在 图 的 诡 下 以 及 A 在 图 的 项 于. 
13.36 求 习题 13.35 中 布尔 代数 P(A ) 的 原子 ， 
| 解 =F OTR ZD E IE U, 如 图 13-3 所 表示 
É E i= 43 TRA jal biie}. 
定理 13.7 设 日 是 一 个 有 限 布尔 代数 , 它 有 n 
个 康子 .那么 B 有 2* 个 元 素 , 并 且 B 的 每 一 个 非 零 元 


{a, b) {a,c} tb, c} 


{a} (b) {c} 素 是 惟一 的 一 组 原子 的 和 . 
13.37 设 B 是 一 个 布尔 代数 , 它 有 少 于 100 个 元 案 . 
S. S B 能 有 多 少 个 元 素 ? 
Ø E EF 根据 定理 13.7.B #8 n ARFI, CA?" 
M 13-3 ALR. TE B REH 2,4,8, 16,32 或 64 个 元 素 . 


13.38 考虑 布尔 代数 Duo 它 由 210 的 因子 组 成 ,作出 Da 的 图 . 
WW EF 210 的 因子 是 1,2,3,5,6,7, 10, 14, 15, 21,30,35,42, 70,105 # 210. 忆 0 的 图 在 图 
13-4 P H 


13.39 R Din 的 原子 集合 A 
W 上 4A=12,3,5,7| 是 210 的 质数 因子 的 集合 . 
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13.40 


13.41 


13.42 


13.43 


13.44 


13.45 


13.3 


13.46 


13.47 


K Dat A 8 个 元 素 的 2 个 子 代 数 . 

解 EF 8=11,2,3,35,6,70,105,.2101 和 C= 11,5,6,7,30,35,42,2101 是 Duok TIER. 

K Dzio 的 子 代数 的 数目 . 

W DD; 的 一 个 于 代数 必须 含有 2,4,8 或 16 个 元 素 ， 

{i 可 能 公有 两 个 元 素 的 子 代 数 , 它 由 上 界 和 下 界 组 成 , 即 j1,210+， 

{i 由 子 Doo 有 16 个 元 素 . 因 此 16 个 元 索 的 子 代 数 是 D, E #. 

GDE -+ 元 素 的 子 代 数 有 具有 形式 11, cz,z ,2101, 即 由 上 界 和 下 界 以 及 一 个 非 界 元 素 及 其 补 组 成 . 
在 Dzio 中 有 14 个 韭 界 元 素 , 因 此 有 14/2=7 对 |x,x'|. 于 是 Dan 有 了 个 4 元 素 子 代数 . 

(iv) 任 一 8 元素 的 子 代表 S 本 身 含 三 个 原子 $1, Sa S,. 我 们 可 选取 Dw 的 4 个 原子 中 任 两 个 S, 和 
S;, 因 而 S, 必 是 其 他 两 个 原子 的 积 , 例如 我 们 可 设 S, =2, Sz =3, S, = 5: 7 = 35{ 这 就 确定 习题 
13.40 AFICH B); 或 者 ,我 们 可 设 S51 =5, So。=7, 5;=2'3=6( 这 就 确定 习题 13.40 的 子 代 数 C). 


从 Dzio 的 4 个 原子 中 有 | N =6 种 方法 选择 s. 和 S52, 因此 Da2io 有 6 个 8 元 素 的 子 代数 .因此 Dao 
有 1+1+7+6=15 FRE. 
证 明 , 在 布尔 代数 B 中 ,a < b SERED Sa. 
证 EF Rita Lb Batis WA, AAE REE, 
b= lath) ea *h = b wa, 
根据 定理 13.5, 六 +a=a I) S WEE, BRE Sa Ma y Sy NW a < b. 
如 果 布 尔 代数 B 的 元 素 M 是 单位 元 素 1 的 一 个 直接 前 元 , 那么 称 M 是 一 个 极 大 项 . 
证 明 原 子 的 补 是 极 大 项 ,反之 亦 然 . 
证 £ 根据 习题 13.42055 za BRIM a Sr S1 PE a 是 8 的 一 个 直接 后 元 当 且 仅 当 
ae" 是 1 的 一 个 直接 前 元 .或 者 换 铝 话说 a 昆 一 个 原子 当 且 仅 当 = 是 一 个 极 大 项 ， 
求 布 尔 代数 Da 的 极 大 项 ， 
解 EF 由 图 13-4,210 的 直接 前 元 是 30,42,70 和 105, 因 此 它们 是 D, BU RAM. 
求 太 = fa,5,c| 的 子 集 组 成 的 布尔 代数 P(A) 的 极 大 项 . 
解 F 据 图 13-3,4 的 直接 前 元 是 集合 ja,5), lacila, ei, 因此 它们 是 PtA) 的 极 大 项 . 

注 一 个 布尔 代数 B 是 用 和 , 积 以 及 补 运 算 来 定义 的 (习题 13.1), 然后 在 B 中 
引进 一 个 次 序 关 系 . 另 一 方面 ,我 们 可 以 用 次 序 关 系 (第 十 一 章 ) 如 下 定义 一 个 布尔 代 
数 ， 

定义 一 个 布尔 代数 B 是 一 个 有 界 的 有 补 分 配 格 . 


布尔 表达 式 以 及 积 和 形式 


定义 一 个 布尔 表达 式 并 给 出 例子 . 
Ñ EF 考虑 变 元 (或 字母 或 符号 ) ,例如 zi, za ,zs 的 集合 .关子 这 些 恋 元 的 布尔 囊 达 式 , 有 时 
记 作 Elzu e z. ) 指 的 是 任 一 变 元 或 者 是 从 - 些 变 元 用 布尔 运算 + , * 和 "建立 起 来 的 任 一 表达 
式 .例如 ， 

E = (z + yz) + (zyz tyy 
和 

F = ((rzyx + x) + rz) 

都 是 z, y, z 的 布尔 表达 式 . 
定义 一 个 文字 和 一 个 基本 积 ,并 给 出 例子 . 
解 E 一 个 文字 是 一 个 变 元 或 者 补 ( 变 ) 元 ,例如 ,T,zr yy .一 个 基本 积 指 的 是 一 个 文字 或 者 
是 西 个 或 更 多 个 文字 的 积 ,但 积 中 没有 两 个 文字 包 合 相同 的 变 元 .例如 , zz ry zy yz, ryz 
都 是 基本 积 .但 是 =: 和 zzy 都 不 是 基本 积 , HS TEER 和 z“ ,而 第 二 个 积 中 两 处 会 


13.48 


13.49 


13.50 


13.51 


13.52 


13.53 


13.54 


13.55 
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把 下 列 布尔 积 简化 成 (0 或 者 一 个 基本 积 : 

(a)ryr w MI zyzy; (b)zyz zyr Fl ryz zyz. 

解 F (a) H 32 HA rtr =0 MURR SEE y = y= y 得 到 


zy z = xr yz = oyz = Ü 


和 
Zyzy = yyt = TYT. 
{b) 我 们 有 
ZYZ IYE = rrzryyz' = Ty 
和 


Tyz zy = yy rr = Oxer = 0. 

证 明 尾 一 布尔 积 忆 都 可 简化 成 或 是 0 或 是 一 个 基本 积 ， 
证 EF 设 已 舍 有 一 个 变 元 及 其 补 , 比方 说 P= P. zP;,z Pa IEA P= x= Pi P.P, =0P, PP,=. 
假设 PP 在 两 处 富有 同一 文字 ,比方 说 P= PiPPa RA P = rzPiPzPi= =P P, Pa = P” , eih P 
是 书 的 较 短 的 记号 .继续 进行 这 个 过 程 , 忆 便 可 简化 成 或 是 0 或 是 一 个 基本 积 . 
É Pi 和 P, 是 两 个 基本 积 .我 们 说 P. 包含 在 P, 中 是 什么 意思 ? 举 一 个 例子 . 
EO F 若 己 ,的 文字 亦 是 P 的 文字 , 则 说 P 包 售 在 或 会 于 Ps 中 . 例如 ,rz S T ry 中 ,这 是 
因为 z 和 z 是 x'yz 中 的 文字 .然而 ,zs PET zy'z, 因 x’ 不 是 ayr 中 的 一 个 文字 ， 
设 P, 和 P, 是 两 个 基本 积 , Pi 含 于 P, 中 .证 明 Pi + P, =P, 并 且 举 一 个 例子 ， 
证 EF HT PST Pz 中 .我 们 有 P= Pix QQ. 于 是 ,由 吸 性 律 

Pi+P = P, + P, QEP. 


HM, rz tyrr. 
定义 一 个 布尔 表达 式 的 积 和 形式 ,并举 出 例子 . 
M eF 如 时 已 是 一 个 基本 积 或 是 两 个 或 更 多 个 但 没有 一 个 包 客 在 另 一 个 中 的 基本 积 的 和 ,那么 
我 们 说 EE 是 一 个 积 和 形式 或 报 小 项 形式 .例如 , 考 虚 表达 式 
E, = zz + y z + zyz 
和 
E; = zz + ryz + xyz. 
虽然 第 一 个 表达 式 是 积 的 和 ,但 由 于 zz Ë Fry dh, B k'ipa — RAE SK. EST, HRR E, 
可 表示 成 
E, = z= + yz + ry = zz + EY + yz = xz + yx, 
这 是 一 个 积 和 形式 .第 二 个 表达 式 E, 已 经 是 一 个 积 和 形式 . 
给 出 一 个 算法 ,把 一 非 零 布尔 表达 式 E 转换 成 一 个 积 和 形式 . 
E EF 算法 13,53 WA- ARREA E. 
第 1 步 应 用 德 ' 摩 根 定 律 和 对 人 台 律 ,把 补 运算 移 到 任 一 括号 内 直到 最 后 仅 用 恋 元 .于 是 下 将 出 文 
党 的 和 与 积 组 上 成. 
第 2 和 步 ”应 用 分 配 律 再 次 将 E 转换 成 一 个 积 和 . 
第 3 步 ” 应 用 交换 律 \ 徊 等 律 和 补 余 律 把 EE 中 的 每 一 个 积 转换 成 0 或 一 个 基本 积 ,最 后 ,应 用 吸收 
律 使 三 成 为 -一 个 积 和 形式 ， 
HES (lab) y ((a tc +c 7 变换 成 一 个 积 和 形式 ， 
解 EF 应 用 算法 13.53 如 下 ， 
第 1 护 E=((abY +e Wla Tc +b + ye (ab + e (ae + bc). 
E2 E= ubac + abbe + ac C + bec . 
第 3 步 FE= ab ' + abc + ac +0= ae + abe. 


定义 布尔 表达 式 的 一 个 完全 积 和 形式 . 
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E F 设 EUzi,zri rn) 是 一 个 ( 非 零 } 布 尔 表 达 式 .如 果 互 是 一 个 积 和 形式 并 且 每 个 积 包 会 
所 有 的 变 元 (注意 ,最 多 有 2" 个 这 样 的 积 ), 那么 称 到 基 一 个 完全 积 和 形式 . 


定理 13.8 每 个 非 零 布尔 表达 式 E(x1, zz," zx) 都 能 变换 成 完全 积 和 形式 ,并 且 这 样 
的 表达 式 是 惟一 的 ， 


13.56 


13.57 


13.58 


13.59 


(8) 


13.61 


给 出 一 个 算法 , 把 一 个 布尔 表达 式 的 积 和 形式 变换 成 一 个 完全 积 和 形式 . 
W tF (算法 13.56 输入 布尔 表达 式 下 (rr zh) 的 积 和 形式 .) 
第 1 步 HHE B Fr x, 的 基本 积 己 ,然后 用 zx, +> RPH z, + x'=1, 这 是 可 能 的 1. 
第 2 步 ” 重 算 第 1 步 直 到 所 有 的 积 包含 记 有 变 元 . 
FEl, y z)= z(y x) 表示 成 完全 积 和 形式 . 
W tr 首先 应 用 算法 13.53 然后 用 算法 13.56. 首先 我 们 有 
E = z(yz=) = z(y + g) = zy + rz’, 
HE E 是 一 个 积 和 形式 ,其 次 ,我 们 有 


E =zy+ zz = zy(z + z) + z(y + y )z 


= ryz + ayz + zy + zyz = Tyr + zyr“ + ryz, 
这 是 完全 积 和 形式 ， 
将 五 = zfz +y)+y 表 示 成 完全 积 和 形式 . 
W T 首先 我 们 有 
E = zís +y) +y = rz=+ sr +y. 
+E 


E =rz+ysz+ y = rz(y+ y) + yz(z +Z) + y (z + #)(z + z”) 
= z'yz + x y z + ryz + Z yz + ry xz + ryg + ry z+ ry x 
= ryz + zy z + zy z + x yz + ryz + m yx. 
将 E(z,y, z)= (x +y) +x'y 表示 成 完全 积 和 形式 . 
W rr 我 们 有 


E = (z + y) + ry = xy + my. 
WR E Br, y 的 一 个 布尔 表达 式 ,那么 这 就 是 下 的 完全 积 和 形式 .但 是 ,下 明确 是 3 个 变 元 x,y 和 
z 的 布尔 表达 式 ,因此 
E=xy + zy = zy (z + w') + r'y(z + z') 
= zyz + zy z + ryz + ry 
是 五 的 完全 积 和 形式 ， 
13.60 考虑 图 13-5 给 出 的 集合 A, B 和 CC 的 文 图 . 我们 


看 到 全 集 U( 长 方形 ) 划分 成 2 = 8 个 标 上 (1) 到 
全 (R. 
7 (a) 用 A,B 和 C 表示 每 个 集合 . 
ONZA (b) 设 ECA, B, ORS RS A, B 和 C 的 任 一 布 
CZy 尔 表达 式 . 给 出 E 的 完全 积 和 形式 的 几何 解释 . 
W EF (ax AB 使 用 布尔 记号 AB, 对 A Ë H 
A 8 个 集合 的 每 一 个 都 是 包 人 各 A.B 和 CC 的 基本 积 ; 
图 13-5 (D) = ARC, (2) = ABC, (3) = ABC, (4) = ABC, 


(5) = ABC, (6) = ABC. (7) = ABC, (8) = ABC. 
(b) 布 尔 表 达 式 下 表示 成 图 13-5 中 (1) 到 (8) 的 一 个 或 更 多 个 区 域 的 并 .这 个 并 (和 ]) 是 惟一 的 , 并 且 
得 到 E 的 完全 积 和 形式 ， 
首先 将 下 列 各 布尔 表达 式 表 示 成 积 和 形式 , 然后 表示 成 完全 积 和 形式 . 
(a)EËE=xr(zy +z y+yx); (b)E=(z+y)(zy Y. 
W EF (a) 首 先 ,我们 有 
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13.62 


13.63 


13.64 


13.4 


E = xry + zz y + zy z = xy + ryz. 
TE 
E = ry (z + z) + ryz = gyz + ryz + gyz = ryz + gyz. 
(b) B>, 我 们 有 
E = zy (z + y) 二 
于 是 


= (e+ 
就 下 列 布尔 表达 式 重 复习 题 13.61: 
(a)E=y(z+y yz) i(b)E=z(ayty +zy). 
E EF (a)E- (z (yz) )= yz (y + =')= yry + zz = xyz , 它 已 是 完全 积 和 形式 . 
(b) B 36, RIE E = zzy + xy + rz'y= ry + ry .于 是 
E — ry(z + z') + zy (z + m) = ryz + ryg + zy z + ryg, 
将 含 集合 A, B 和 C 的 每 个 集合 表达 式 E(A, B,C) 表 示 成 交 的 并 ; 
(a)E=(AUBX (CUB): (DE=(BNC)Y NGA U C). 


解 EF 应 用 布尔 记号 { 如 同 习 题 13.46) 并 且 将 王 写成 积 的 和 ， 


(a) E=(A+B)(C' +B)= A'B'(C'+ B)= A°B'C' + A B'B = A“B'C”, sË 
E=ANBNMC:. 
(b) E=(BC)Y(A'+ C) = (B'+ C YACU) = AB'C' + AC, E 


E={ANB NCIUANCY. 
设 E= ry + ryz + z yz EH: (arr +E =E; (bjs + EE;(c)z + EZE. 
证 EF 由 于 完全 积 和 形式 是 惟一 的 ,因此 当 A 关 0 时 ,4+E= 王 的 充分 必要 条 件 是 在 A 的 完全 
积 和 形式 中 的 被 加 项 在 匡 的 完全 积 和 形式 的 被 加 项 之 中 .因此 ,首先 求 E 的 完全 积 和 形式 ， 
E =zy (z + m) + ry + tyr 
= ry “x + xyr + zyr + zyz. 
(a) 将 r: 表示 成 完全 积 天 形式 
zz = zzy + y) = xyz + zyz. 
由 于 r 的 被 加 项 在 EE 的 被 加 项 之 中 , 因此 我 们 有 re tESE. 
(b) 和 将 xz 表示 成 完全 积 和 形式; 
z= r(y+ y)(z +z) = ryz + ryz” + ry z + tyz. 
二 的 被 加 项 zyz FEE 的 一 个 被 加 项 , 因此 >+ EZ E , 
OR = 表示 成 完全 积 和 形式 ， 
z = z (z+ m Hyt y) = ryz + ryz + z yz tayr. 


z “的 被 加 项 z y = SPE FE 的 一 个 被 加 项 ,因此 z- E= E. 
2] 


逻辑 电路 是 由 某 些 基本 电路 , AR RA, — BE EIB ETTE A 
些 电路 可 以 认为 是 包含 一 个 或 更 多 个 输入 装 径 以 及 恰好 一 个 输出 装置 的 机 器 .输入 装置 被 最 
F n- bit 序列 , 通过 电路 处 理 一 次 一 个 bit 以 产生 一 个 输出 x-bit FI. 


或 门 


13.65 


描述 具有 两 个 输入 装置 的 或 门 的 运算 , 并 给 它 的 等 价 电路 . 

RO EF 图 13-6a) 表 明 一 个 有 输入 4 Wa B PIE 38 Y 的 或 门 .这 样 的 一 个 或 门 的 输出 用 了 = A 
+ 吾 表 示 , 此 处 "加法 "是 由 图 13-1(a) 来 定义 的 ,或 者 等 价 地 ,由 岁 13-6(b) 的 真 什 表 定义 的 .这 就 是 
说 , 若 4=1 或 B=1 则 了 =], 以 及 仅 当 上 =0 且 B-=0 时 ,了 Y=0. 图 13-6fc) 表 明 一 个 电路 除了 含 
有 了 能 源 ( 例 如 , 电池 组 ) 积 - :个 输出 装置 (例如 , 一 个 灯 ) 外 ,还 有 两 个 并 联 的 开头 A MB. ER, RA 
当 开 关 A 闲 合 或 召 闭 全 或 两 个 开关 同时 闭合 时 , 灯 才 亮 .这 恰 是 或 门 的 真 值 表 所 描述 的 特性 , 此 处 
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1 表示 一 个 开关 打开 { 闭 全) 或 者 灯亮 ,以 及 和 0 表示 开关 关 着 ( 断 开 } 或 灯 不 亮 ( 注 :图 13-6 中 (a) 或 


门 ,(c) 并 联 电路 ， 
A `. 
A 
B 开关 
l| Á. 
电池 组 
(a) 或 站 b) (c) 并 联 电路 
图 13-6 
13.66 确定 或 门 如 何 处 理 下 列 二 进 制 数 序列 对 . 
(a) 110001 (b) 10001111 (e) 101100111000 
101101 00111100 000111001101 


W F 只 有 当 两 个 输入 都 是 0 时 ,或 门 输出 才 出 现 0. 在 (a) 中 ,这 仅仅 出 现在 第 五 个 位 置 中 ; 在 


(R, 仅 在 第 二 个 位 置 ; 在 {c) 中 仅 在 第 二 和 第 十 个 位 置 .因此 输出 是 
(a)111101, (b}0LL1E1L, {e)1011111211101. 


13.67 确定 图 13-7 各 或 门 的 输出 . 
W e 一 个 或 门 角 当 输入 同时 为 0 时 才能 得 到 一 个 0, 于 是 


X = 1101110111, Y = 1100110110, Z = 1111110011, 
1101100101 1000110010 1111100000 
或 
oono X 100010100 Y eoo z 
{a) (b) (0) 
图 13-7 


13.68 (a) A = 1000110, B = 10010101, (b) A = 00001100, B = 11000000 时 , 求 Y=A+ 


B. 
解 x= 只 有 当 输 入 同时 为 0 时 , 相 加 得 到 一 个 0. BEC) Y= 11010111, (b) Y = 11001100. 


13.69 描述 具有 多 于 两 个 , 例如 四 个 输入 装置 的 或 门 , 并 给 出 它 的 等 价 电 路 ， 


D Y=A+B+C+D 


T Om > 


{a) 
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与 门 


13.71 


13.72 


解 Er BL13-81a HE AtA A, B. CAD, URRH Y=A+B-C+DBI1 5 BAZ 35 
所 有 的 输入 都 是 0 时 ,输出 是 0. 模拟 开关 电路 在 图 13-8(b) 中 , 它 由 4 4383538 3E e. ER, 只 有 
当 所 有 4 个 开关 关 着 ( 断 开 ) 时 , 灯 才 不 亮 ， 
求 图 13-8(a) 的 或 门 的 输出 Y, 设 输入 数据 是 

A = 10000101， B = 10100001, C = 00100100, D = 10010101. 
E 上 一 个 或 门 仅 当 所 有 输入 是 0 时 输出 是 一 个 0, 这 仅仅 出 现在 第 2,5 和 7 个 位 置 ,因此 Y= 
10110101. 


描述 有 两 个 输入 装置 的 一 个 与 门 的 运算 ,并 给 出 其 等 价 的 电路 ， 

E EF 图 13-9(a) 表 明 一 个 有 输入 4 和 上 B 以 及 输出 Y 的 与 门 .这 样 的 -个 与 门 的 输出 表示 输入 
的 积 Y =A B, RARE, Y= AB, 此 处 "乘法 "是 用 图 13-1({b} 定 义 的 ,或 等 价 地 ,用 图 13-9{b) 的 真 
值 表 定 久 的 ,这 就 是 说 , 当 有 =1 且 8=1 时 ,Y=1; 否 则 ,了 =0, 图 13-9{c) 是 一 个 开关 电路 . 它 表 明 
两 个 开关 À 和 日 是 串联 的 .我 们 看 到 只 有 当 A HI R 所 时 闭合 时 , 灯 才 亮 ,如 果 我 们 再 假设 1 表示 电 
路 元 束 是 开 且 0 表示 它 是 闫 ,那么 这 正 是 与 门 的 真 值 表 所 描述 的 特性 . {图 13-9 中 , (a) 与 门 , (c) 串 
KER.) 


5 Y=A"B 
B 
l 
(a) 与 们 (b) (中 串联 电路 
图 13.9 
确定 与 门 如 何 处 理 下 列 二 进 制 数 序列 对 
(a) 110001 (b) 10001111 (c) 101100111000 
101101 00111100 000111001101 
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解 EF 只 有 当 两 个 输入 都 是 1 时 ,与 门 的 输出 才 是 1. 这 在 (ta) 中 仅仅 出 现在 第 一 和 最 后 一 个 位 
Bu (h) HI R IE S 和 第 6 个 位 置 ;在 (cj 中 仅 出 现在 第 4 和 第 9 个 位 置 .因此 输出 是 
(a)100001, — (b)00001100, — (c)000100001000. 
设 图 13-7 的 或 门 改 为 与 门 ,各 个 门 的 输出 是 什么 ? 
解 F 一 个 与 门 仅 当 输入 都 是 1 时 , 才 得 到 1. 这 此 
X = 0100100101, Y = 1000010000, — Z = 1100100000. 

34 (a) A = 11100011, B =10101010, 1 Z (b) A = 11011011, B = 11100111 Bf, R Y = 
A'B. 
W E 只 有 当 两 个 输入 同时 为 1 时 ,它们 相 乘 才 得 到 1, EE 
(a) Y =10100010, 《nbY=11l000011， 
撒 述 有 多 于 两 个 , 例如 有 4 个 输入 装置 的 一 个 与 后 的 运算 , 并 给 出 它 的 等 价 电路 . 
E EF 司 13-10{a) 宕 明 有 4 个 输入 及 ,B, 忆 和 也 ,以 及 输出 Y=A'B'C'DD 或 Y= ABCD 的 与 
门 . 当 和 且 仅 当 所 有 输入 是 1 时 输出 是 1. 模拟 的 开关 电路 在 图 13-10tb}) 中 , 它 由 4 个 开关 帅 联 组 成 
的 ,显然 ,只 有 所 有 开关 打开 时 , 灯 才 亮 ， 
求 图 13-10(a) 中 与 门 的 输出 , 设 输入 数据 是 

A = 11100111, B = 01111011, C = 01110011, D = 11101110. 
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图 13-10 


解 F 一 个 与 门 只 有 当 所 有 输入 都 是 1 时 才 得 到 1. 这 仅仅 出 现在 第 2, 第 3 和 第 ?个 位 置 上 , 因 


此 
Y = 01100010. 


非 门 


13.77 描述 一 个 非 门 的 运算 ,并 描述 其 等 价 的 电路 . 
解 EF 图 13-11(a} 表 明 一 个 非 门 :也 称 反 相 串 , 它 输入 A 和 输出 了 . 非 门 只 能 有 一 个 输入 ,并 且 
它 的 输出 由 输入 上 涨 加 一 杠 者 示 , 即 
Y = À. 

输出 y BIR 3 A À 的 值 相反 , 即 当 A=0 Bf, Y=1, £H 3 A=1it, Y= 0. HAEREA 13- 
11{b) 中 ， 

开关 电路 也 会 非 门 的 模拟 .具体 地 说 ,与 任 一 开关 A 一 起 , 我 们 可 以 包括 一 个 开 美 A, 55 A Hi 
Em, A 断 开 ;并 且 当 4 断 开 时 , A 闭合 .这 个 开关 A DER 11-11{c}) 中 , 称 它 为 开关 A 的 圳 码 . 
{我们 还 可 把 A 理解 为 与 下 并 联 的 灯 , 与 一 电池 组 串联 组 人 台 . 该 开关 闭合 时 , 灯 将 不 亮 , 该 开关 疡 开 
时 , 灯 才 亮 ). {加 13-11(a}( 非 门 ),{c} 补 码 开关 )， 


A J> Y=À — 
(ay El” (eë) 补 码 开关 


3 13-11 


13.78 一 个 非 门 如 何 处 理 下 列 序列 ? 
(a)110001; (b)10001111; (c)101100111000. 
解 wz 一 个 非 门 把 0 变 成 1, 以 及 把 1 变 成 0. 因 此 输出 是 
(a)001110, (b)01110000, (e)010011000111. 
13.79 当 (a)4 =10101010,(b)A =11100111,(e) A =00111100 PF, R y =A. 
W *w 将 1 变 成 0 以 及 0 恋 成 1 得到， 
(a) Y =01010101, (b) Y =00011000, (e) Y =1100001]1. 


13.5 逻辑 电路 


这 一 节 的 主要 内 容 是 下 面 的 定理 ， 
定理 13.9 膛 辑 电路 形成 一 个 布尔 代数 . 
13.80 证 明定 理 13.9. 
证 EF 或 门 ,与 门 和 非 门 的 真 值 表 分 别 与 第 十 二 章 出 现 的 命题 的 p V (村 取 , p RE q"). p A 
gR "p 并 且 gq" 和 ~p( 和 否定,“ 非 p") 相 同 . 仅 有 的 差别 是 这 里 遇 1 和 0 替代 下 和 FF. 这 桩 ,以 这 
些 门 为 电器 元 素 的 逻辑 电路 与 命题 满足 相同 的 定律 ,因此 它们 形成 一 个 布尔 代数 ， 


rm a — e o a r 


一 po ET 


> y t 
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13.81 


13.82 


13.83 


描述 一 个 与 或 电路 并 举 一 个 例子 . 
R 上 5 一 个 对 于 布尔 积 和 表达 式 的 与 或 电路 有 若干 输入 , 其 中 有 些 输 入 或 它们 的 补 码 输 到 各 个 


与 门 .所 有 与 门 的 输出 输 到 单个 或 门 ,或 门 络 出 电路 输出 .图 13- 12 是 一 个 类 型 的 与 或 电路 , 它 有 3 
个 输入 A,B 和 情 ,( 为 了 节约 空间 ,我 们 常常 略 去 门 记 号 内 部 的 文字 . ) 


图 13-12 


考虑 图 13- 12 FERRER Hih Y 表示 成 关于 输入 A,B 和 CC 的 布尔 表达 式 . 
W F 第 一 个 与 门 标注 输入 A.B 和 CC 以 及 输出 A.B.C; 第 二 个 与 门 标注 输入 A, 五 和 C 以 及 
输出 A BCC; 第 三 个 与 门 标注 输入 A 和 E 以 及 输出 A B, WE 13-13. 于 是 或 门 的 输出 就 是 电 中 


的 输出 , 它 是 布尔 表达 式 
Y=A-B.-C+A:B:.C+A:B,. 


Y=A* BseC+A+-B C + A-B 


图 13-13 


设 A = 1100110110, B = 1110000111, C = 1010010110. K (a) A + B + C; (b) 
A:B:C. 
解 F (a) 仅 当 所 有 的 输入 都 是 0 时 ,在 表示 一 个 或 门 的 和 中 才 出 现 一 个 0. 注 意 到 这 样 的 3 个 


0 只 在 第 四 和 第 七 个 位 置 上 ,因此 
A + B+ C = 1110110111. 
(b) 只 有 所 有 输入 都 是 1 时 ,在 表示 与 门 的 积 中 才 出 现 一 个 1. 这 仅仅 产生 在 第 1, 第 八 和 第 九 个 位 
置 中 .因此 
A + B + C = 1000000110. 


13.84 已 知 习题 13.83 的 序列 A,B 和 C, 求 (a) C(A+TB) (b) A (B +C). 


W # (a) 还 步 计算 : 
A = 0011001001, À + B = 1111001111, C(A + B) = 1010000110. 


(b) 逐步 计算 ; 
B +C = 1110010111, B+C = 0001101000, A(B + C) = 0000100000. 


13.8$ EN ESE ES L PJE 8 35. 
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13.86 


13.87 


13.88 


13.89 


W ¿ëm 工 的 真 值 表 由 对 应 于 输入 二 进 制 数 的 所 有 可 能 组 合 的 一 个 输出 序列 组 成 .导出 所有 这 样 
的 输入 二 进 制 数 的 组 合 的 那些 输入 序列 称 为 共 体 序列 .例如 , 如果 工 有 三 个 输入 装置 , 那么 
A =00001111, B = 00110011, C = 01010101 
形成 可 能 的 一 组 具体 序列 .一 般 地 , 若 有 * 个 输入 装置 , 则 其 体 序 列 将 有 2° 个 二 进 制 数 . 
求 图 13-13 中 逻辑 电路 或 等 价 的 布尔 表达 式 Y= 4,B'C+A'B'C+A'B 的 真 值 表 
T. 
解 F 在 布尔 表达 式 中 代入 习题 13.85 的 三 个 具体 序列 A = 00001111, B = 00110011, C = 
01010101. 在 A-B-C 中 一 个 给 定 ( 数 ) 位 是 1 当 且 仅 当 办,B 种 CC 在 该 位 置 上 为 1. 于 是 
A B» C = 00000001. 
HÆ, A'B'C=00000100 # A+B = 00110000, KIE Y = 00110101 是 输出 . 真 值 表 由 输入 序列 和 输 
击 序 列 一 起 组 成 的 ,如 
T = [A = 00001111, B = 00110011，C= 01010101, Y = 00110101}. 
已 知 5 个 输入 4,B,C,D 和 已 . 求 给 出 所有 不 同 的 可 能 的 输入 二 进 制 数 的 组 合 的 具 
体 序列 ， 
解 上 每 个 序列 将 含有 竺 = 32 个 二 进 制 数 .一 种 赋值 方案 如 下 ， 
OBETA 2:=16 个 二 进出 数 0, 随 之 是 2:=16 个 二 进 制 数 1. 
(GRET B 22= 8 个 二 进 制 数 0, 随 后 是 22=8 个 二 进 制 数 1, 然后 重复 1 K. 
《ii) 设 赋予 C 22—- 4 个 二 进 制 数 0, 随 后 是 六 =4 个 二 进 制 数 1, 然后 重复 3 次 . 
GOVERT D X =2 个 二 进 制 数 0, 随 后 是 21=2 个 二 进 制 数 1, IS ES 7. 
(7) 设 赋 于 王 20= 1 个 二 进 制 数 0, 随 后 是 20= 1 个 二 进 制 数 1, 然后 重复 15 K. 
于 是 得 到 具体 序列 是 
A = 00000000000000001111111111111111, 
B = 00000000111111110000000011111111, 
C = 00001111000011110000111100001111, 
D = 00110011001100110011001100110011, 
E = 01010101010101010101010101010101. 
(注意 到 上 述 数 组 的 列 , 从 左 到 右 , 第 一 个 32 4 — t| 38 P: ik HB JI If PF 31⁄J , RTA SAh sk i W 8 
单 的 赋值 方案 .) 
给 定 4 个 输入 A,B,C 和 DD. 求 给 出 所 有 不 同 的 可 能 输入 组 合 的 具体 序列 . 
解 se 等 个 序列 含有 24 = 16 个 二 进 制 数 . 依 习 题 13.87 的 划分 得 到 
A = 0000000011111111, 
H = 0000111100001111, 
C = 0011001100110011， 
D = 0101010101010101. 
给 定 3 个 输入 有 A,B 和 CC. (a) 求 8 个 基本 积 ， 
A-B-C, A-B-C, A-B-C, A.B.C, A-B-C, 
A'B'C, A'B'C, A'B'C. 
(b) 应 用 {a) 求 Y= ABC + ABC 的 真 值 表 工 . 
解 ¿éw 首先 注意 到 4,B I C 的 具体 序列 中 每 一 个 售 2 =8 个 二 进 制 数 .我 们 有 
A = O00001111, 
B = 0011001, 
C = 01010401. 


于 是 
= 11110000, 


A 
B = 11001100, 
€ = 10101014. 
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以 及 
A + B- C = 00000001, 
A + B» C = 00000010, 
A- B- C = 00000100, 
A+ BR- C — 00001000, 
À + B : C = 00010000, 
A- B» C = 00100000, 
A» B-C = 01000000, 
A- B- C = 10000000. 


我 们 看 到 , 对 于 每 - -个 输入 组 合 ,8 个 基本 积 恰 好 一 处 接受 值 1. 这 样 ,对 于 A=0,8=1,C=1( 妈 及 
=B=C=1) REM A-B C 等 于 1. 而且, 一 个 导出 的 积 对 于 输入 组 合 恰好 一 处 具有 值 1, 这 就 是 
说 , 它 的 真 值 表 恰 好 在 一 个 位 置 有 1 而 在 别处 为 0. 

(bk B. ABC =1 或 ABC =1 Rf, i3 A=1,B=1,C=0 X A-0, B=1,C=1 f}, Y=1; ÆN] 
Y=0. FARR THF: 


T = [A = 10e, B = 11, C = 0l, Y = 11000000]. 
{这 里 "…." 表 示 A,B 和 和 C 的 其 他 可 能 组 合 ,在 那里 Y=0.) 
13.90 求 图 13-14(a) 多 辑 电 路 的 一 个 布尔 表达 式 ， 
W ë 这 是 一 个 与 或 电路 .输入 到 第 一 个 与 门 的 是 A.B 和 已; 输入 到 第 二 个 与 门 的 是 BB 种 C; 


输入 到 第 三 个 与 门 的 是 六 和 B. 于 是 ,如 图 13-14{b) 所 示 ， 
Y = ABC + BC + AB. 


13.91 3EED13 14(a)69 2 3B iB ps rk akraq REAR Y = ABC + BC + AB 的 真 值 表 工 . 


解 er 因 有 3 个 输入 ,因此 真 值 表 将 由 8-bit 序列 组 成 .我 们 计算 如 下 : 
A = 00001111, 00110011, C = 01010101, 
A = 11110000, 10101010, BC = 00100010, 
ABC = 00009010, AB = 00110000. 

于 是 Y= 00110010. 故 所 要 求 的 真 值 表 是 


B= 
C= 
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T=[A= 00001111, 8 = 00110011, C = 01010101, Y = 00110910]. 
13.92 考虑 表示 图 13-14 的 逻辑 电路 的 布尔 表达 式 Y= ABC + BC + AB.(a) 求 Y 的 完全 
积 和 形式 .(b) 利 用 这 个 积 和 形式 去 得 电路 的 走 值 表 T. 
W EF (a) Y=AB+BC(A+A)+AB(C+C)} 
= ABG + ABG + ABC. 
tb) 检查 的 完全 积 和 形式 我 们 看 到 , 当 
G) A=1,B=1,C=0;, (ú) A=D. B=1,C=0; (ú) A=0,B=1,C=1 
时 , Y=1. 固 此 


T = [A = 100,B = 111---, C = 的 ]…Y = 11100000]. 
路 顺 序 外 ,这 和 习题 13.91 中 的 真 值 表 相 同 . 
13.93 对 于 (8) 图 13-15(a) 和 (b) 图 13-15(b) 的 逻辑 电路 , 将 输出 Y 表示 成 输入 4, 了 和 CC 
的 布尔 表达 式 . 


图 13-15 


E F (a) 输入 到 第 一 个 与 门 的 是 A 和 8B, 以 及 到 第 二 个 与 门 的 是 和 CC. 因此 
Y = AB + BC. 
{b) 输入 到 第 一 个 与 门 的 是 A MB, 以 及 到 第 二 个 与 门 的 是 ARC AE 
Y = AB+ AC. 
13.94 求 (a) 图 13-15(a), (ÐA 13-150) PEE ERRER T. 
解 WF (a) 首先 将 立 = AB + BC 表示 成 完全 积 和 形式 ， 


B 
A C 
A 
l 
(a) 
C 
A 
下 


图 13-16 


第 十 三 章 RRR] 


"395 + 


13.95 
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13.97 


Y = AB(C + C) + (A + A)BC = ABC + ABC + ABC + À BC. 
根据 检验 ， 

T = [A = 1110%,B = 0000…C = 1011, Y = 11110000]. 
(b) 首先 将 Y- AB +AC 表示 成 完全 积 和 形式 ， 

Y = AB(C+ C) + A(B + B)C = ABC + ABC + ABC + ABC. 
根据 检验 ， 

T = [À = 1100,B = 00107, C = 1011, Y = 11110000]. 

求 图 13-16 中 各 个 开关 电路 的 布尔 表达 式 ， 


E E 我 们 应 用 并 联 电路 的 和 以 及 串联 电路 的 积 , 得 到 
(a) A-(B+A C, ib) A-(C+B)+B-C. 


求 对 应 于 图 13-17 的 各 开关 电路 的 布尔 表达 式 ， 


(b) 


图 13-17 


解 EF JER E R SUL EBE EFI E 

(a) A(D+BE), (b A(B+C)+D., 

一 个 如 图 13-18(a) PF R 8) 38 08 J 38 À 5 GENERAT -ARER + E 
门 ,如 图 13-18(b) 记 示 . 求 两 个 输入 A 和 日 的 与 非 门 的 真 值 表 T. 


(a (b) 
E 13-18 
W F 与 非 门 的 输出 是 了 = A.B TS RH in: 


A = 0031,B = 0101,A + B = 0001, Y = À : B = 1110. 
这 就 是 说 ， 


"396: 


2000 离散 数学 习题 精 解 


T = [A = 0011, B = 0101, Y = 1110]. 
一 个 如 图 13-19(a) RERA Wi os A BJekaEl 1 ff F— [TB E — aE! 1, 


13.98 
如 图 13-19(b) 所 示 . 求 有 两 个 输入 A #H B 的 或 非 门 的 真 值 表 工 . 


(b) 


图 13-19 


解 OEF 或 非 门 的 输出 是 Y 了 =A+B. 计 算 它 的 真 值 表 如 下 ; 
A=0011,B=010,A+B= 0111, Y = À + B = 1000. 


这 就 是 说 ， 
T = [À = 0011, B = 0101, Y = 1000]. 


13.99 JBi— F APP R 2R31KSK Y = A + BC + B 的 逻辑 电路 . 
8 EF 这 里 有 A 和 BECERA- -个 或 非 门 也 产生 图 13-20 的 电路 . 


图 13-20 


个 对 应 布尔 表达 式 Y= AB+A+C 的 逻辑 电路 . 


-13.100 
EF 这 里 4 和 B 是 输 到 -个 与 非 门 以 及 4 和 C 是 输入 到 一 个 或 非 站 以 产生 图 13-21 的 电 


画 一 
8 
路 . 


13.6 极 小 布尔 表达 式 和 案 蕴涵 
这 一 节 定 义 并 且 研 究 布 尔 表 达 式 玉 的 极 小 积 和 形式 ,以 及 应 用 没有 给 予 证 明 的 如 下 定 


FE; 
定理 13.10 如果 一 个 布尔 表达 式 E 是 一 个 极 小 积 和 形式 .那么 E 的 每 一 被 加 项 是 EE 的 


TRAR. 
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13.102 


13.103 


13.104 


13.105 


13.106 


13.107 


13.108 


对 于 积 利 布尔 表达 式 E R E, RRE 中 的 文字 数目 ( 按 重 次 计算 ), Es 表示 玉 中 被 
IAR. R FEI E HE, 和 Es: 
(a)E = zyz +z x= tyr +r, (b)E =z yx + zyz + y+ yz + r z; 
(OE = zy£ + r "y zt + arzt; {DE =(xy +z) + zy. 
E EF 只 要 扫 各 表达 式 的 文字 数目 相 加 和 计算 被 加 项 数目 : 
(a) E,=3+2+2+1=8, Fs=4. 
(b) E,=3+3+1+2+2=1ll, Es-=5. 
(c) E,=3+4+3=10, Fs=3. 
(d) 由 于 开设 有 按 积 和 形式 写 出 ,因此 E, ME, 没有 定义 . 
假设 五 和 亚都 是 称 和 形式 并 且 与 一 布尔 表达 式 等 价 . 定义:(a) 王 较 下 简单 ,(b}E 是 
极 小 的 . 
解 EF (a) E, < F. E. Es Fs, NAE E, =< F, B. Es< Fs, 则 已 较 下 简单 ， 
Cb) 如 果 不 存 在 等 价 的 积 和 表达 式 较 F 简单 ,那么 卫 是 极 小 的 . 
定义 基本 积 的 合意 ， 
解 EF 设 Pi 和 Ps: 是 两 个 基本 积 . 如 果 恰 好 存在 一 个 变 元 , 比方 说 z, 补 元 (为 xz) 出 现在 P, 
和 P, 的 一 个 之 中 , 而 其 非 补 元 (如 zi) 则 在 另 一 个 之 中 ,那么 P 和 P, 的 合意 是 P, 和 P, 删除 >, 
及 z, 后 的 文字 (没有 重复 文字 ) 的 积 【 我 们 准 有 定义 Pir M P;= x 的 一 个 合意 .) 
E P, 和 P, 的 合意 Q, EAL: 
(a) Pi i= zyz s F| P, = zy t; 
(b) Pi= zy fl P;= y; 
(c) Pi=x yz fl P;= z yt; 
(dj P i= z yz fil Ps = zyz . 
Ñ$ ëm (a) 删除 ?和 >, 然后 Pi M P, BY FAO E S AF Q = z s. 
(b 删除 yw 和 y Q= z. 
(c) 由 于 Pj A P, 不 含 互补 变 元 ,因此 它们 设 合意 . 
(dj 由 于 P Ifl P. 分别 全 有 互补 变 元 x 和 x 以 及 sz 相 x ,因此 它们 没有 合意 . 
E Q EP 和 FP; 的 合意 .证 明 Pi + P. + Q=Pit+P;. 
证 EF 由 十 文字 可 交换 ,不 失 一 般 性 ,我 们 可 设 
P, =ajaz'at, Pa 一 baby bg, 
Q ajay abibr bs. 
RE QSQit tr) = Qi + Q . 因 Q: EP Pit Q£ = Ph XAA Q: 会 Pz, Pat Q = Pz, 因此 
P, +Ps + Q=P + P, + Qt + Q = (P, + Q:) + (P, + Qz) 

= Pi + P... 
定义 一 个 布尔 表达 式 的 素 蕴 新 . 
解 F 设 P 是 一 个 基本 积 , 若 


P +E = E, 
且 没 有 其 他 的 含 于 P 的 基本 积 具 有 这 样 的 特性 , MA P 是 E HRS E (HE W, 在 命题 布尔 代数 
H i p+ E= F RA P JE 382838 E", 因而 有 此 术语 "于 省 ”.) 
P=xz E E = zy +xyz + z yz WAAR? 
解 Em JA 3313.6. RHA PHE=E, {E z + EZE H = + EZ E AIE P B E BJ — T 8 Š 
W. 
地 述 合意 法 算法 ,( 注 ARREN- 1 3 Ku S RETIE RER E H 
RAMLERE 是 其 所 有 素 昔 涵 的 和 .) 
解 算法 13.108{ 合 章法 ) 输入 -个 布尔 表达 式 E= PI + Py + t P, WE P, 是 基本 积 ， 
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13.109 


13.110 


13.111 


13.112 


13.113 


第 1 纱 ”删除 包含 任 一 其 他 基本 积 已 的 任 一 基本 积 P,. OHERA, K IF). 

523 EP HP 6 8 Q 不 含 诸 P 中 任何 一 个 , 则 加 上 Q. OREJA 13.105, 这 是 容许 的 .) 
Zar 重复 第 1 步 和 { 或 ) 第 2 步 直到 这 两 步 都 不 能 被 应 用 为 睛 . 

K Ë = ryz + z” + zyz + ry z+ x yw WJ E SA WN. 

解 EF 应 用 合意 靶 ( 习 题 13,108) 到 E: 


E =xyxz + z x tayr + z y z (zz BE r'r) 
= ryz + r'e + ryz + ry z+ Ty ( zyz 和 xyz HER) 
= r= + x y z+ ry (ayz A ryz BLS ry) 
=r = + mryz=+ ry+ zy (zz Hr = HEE) 
= zr = + xy+ zy (z yx BS z y) 
=T +zry+t ry tyr. {zz 和 zy HAR) 


现在 , 合 瘟 法 中 两 步 都 用 不 上 了 .( 前 两 个 积 的 合意 实际 上 等 于 最 后 一 个 积 ,最 后 两 个 积 等 于 第 一 
个 积 ,) 因 此 现在 忌 表 示威 它 的 所 有 素 蕴 泣 rr, ayr y 和 yx 的 和 . 

i E 表示 成 所 有 它 的 索 蕴 涵 的 和 .叙述 求 王 的 一 个 极 小 形式 算法 . 

解 算法 13.110 输入 一 个 布尔 表达 式 王 = Pi + Pitt Pa EIE P, SEE E DRAR. 
iF 将 每 个 素 曹 遂 开 示 完 全 积 和 形式 . 

3⁄2 3 逐次 删除 那些 被 加 项 出 现在 剩 下 的 圳 曹 滔 的 被 加 项 之 中 的 素 蓝 涵 . 

E=x“x +zy+T zy + 只 已 表示 成 所 有 它 的 索 理 洱 的 和 (习题 13.109), £ E 的 一 
个 极 小 和 . 

解 zF 应 用 习题 13.4 算法, 我们 有 


r = xx (y+ y) = ryz + ryz, 


zy =zy(z + z') = zyz + ryz’, 

zy = xy lete) = ryz + ryz, 

yz = yz (z + z') = ry + ryz. 
由 于 r'r 的 被 加 项 x yz Hl z y z ARERR A hii ch, EI H; 938 > z 副 除 .于 是 

= zy + ry + yz. 

HEB K NS E E 6), MEARAN, DERRE E ARDEA. RIAS, 还 可 以 
不 删除 > z MAE y X BBA 2 k B I M EEH. 
Ë E= xy + zyz +z yz ROE HRAM; (bE 的 一 个 极 小 和 . 


解 EF (a) 应 用 习题 13,108 算法 (合意 法 ) 到 三 如 下 ， 


E = ry + ryt + tyz + rz (xy 和 ryz 的 合意 ) 
= zy + Ty + rr (zyz BA xe) 
= zy + ryz + xz tyr (z yz' Marr HAE) 
= zy + rz + yz". (z yz BF ye) 


现在 合意 法 中 两 步 帮 应 用 不 上 了 ,因此 zy ,zz Hy WEE WRAN. 
(b) 二 用 习题 13.110 AE RAE ETE RAE RIA 
zy = xy (z= + z) = ryz + xyz, 
rz = rw (y + y ) = ry + xyz , 
yr = yz (z + z) = gyz + gyr. 
只 有 zxz 的 被 加 项 zyz Maye 出 现 其 他 率 昔 含 的 被 加 项 之 中 ,因此 可 将 r* EA ERK E. 这 
H, E = ry + yz E: E BJ — F 5k hl. 
ËL Ë = xry + y t + z ye + ry st 重复 习题 13.112. 


8 EF (aq 应 用 习题 13.108 算法 (合意 法 ) 到 E 得 到 
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E= zy + yt + ry + ay zt + rz (zy A eya 的 合意 》 


= ayt ytt aye +d (zy tt BA ret) 

= ryt ytt z yw + oara + yg (zy Ñ z yz" 的 合意 ) 
= ryt ytt zz + yz (r yz 8 yz) 

= zy + yt + rzt + yz + zt (zy Wyr 的 合意 ) 
= zy + y't-+ get + yg + rt + rz {zzt 和 zxt HAE) 
= zy + yt + yg + zt + Ae (zw BB arz) 

= zy + yit yz + mt + zz + el. (yt Hyr HSE) 


现在 合意 活 商 步 帮 庶 用 不 上 了 .因此 三 BJ SSS AE E xy, y t. yr, zt, x= 和 = 
(b) 应 用 习题 13.110 FE, Ska ET 52 SI 883 on HR. 81 y, SR 5 W W WB 2 £ # BJ 3k hui, g a 
F] E= y t + rz + yz JE E 的 一 个 最 小 和 . 


13.7 卡 诺 (Karnaugh) 图 


卡 诺 (Karnaugh) 图 是 求 至 多 含有 6 个 变 元 的 布尔 表达 式 的 素 蕴 涵 和 极 小 形式 的 图 表 法 ， 
其 中 相间 变 元 的 基本 积 用 方 格 表 示 , 我 们 将 仅仅 处 理 2,3 和 4 个 变 元 的 情形 ,在 卡 诺 图 的 前 后 
论述 中 ,我 们 将 次 普 使 用 术语 " 方 格 " 和 “基本 积 ”. 


13.114 定义 邻接 基本 积 . 

W EF 设 P.W P, 县 两 个 基本 积 ,如果 P. 和 Ps 有 相同 的 变 元 并 县 它们 恰好 有 一 个 文字 不 同 ， 

其 不 同 之 处 必须 是 一 个 补 元 在 一 个 积 中 而 非 补 元 则 在 另 一 个 积 中 .那么 称 P| 和 P, 是 邻接 的 . 
13.115 证 明 两 个 邻接 积 {( 方 格 ) Pi 和 P, 之 各 是 少 掉 一 个 文字 的 基本 积 . 

证 EF j} Fitar vadb b, 和 Py= ayat'by b, EPE a A b 是 文字 ,而 :1 是 一 个 变 元 . 

那么 

P, + P, =ayva, (t + £ Yb) l b, 
= avva (D brth, 
= ar "ab b. 

EH P. 和 P, 少 掉 一 个 文字 . 
13.116 RHEE P. 和 P, 之 和 和 ,其 中 

(a) Pi = ryz fl P, = zy; 

(b)P,= x ya fÚ P, ryti 

(c)P = a yzt A P, = zyz t; 

(d)P, = ayz 和 P= zyzt ， 

E EF (aP + P, = ryz + ry z = yz (y +y )= zz (1)= arz. 

(b)P, + P, = z'yzt + r'yz't= m yt[z + == ryt(1)= zr 

Cc)P, 和 P. 不 是 邻接 的 .具体 地 说 ， 

Pi + P; = r'yzt + zyz t = [z + r)y(z + gt = (1)y01): 
= yt 

ER P 和 P, 少 掉 两 个 文字 . 

(中国 Pl 和 P, 有 不 同 的 变 元 , 因此 它们 不 征 刍 接 的 .具体 地 说 ,在 同一 卡 诺 图 中 ,它们 将 不 作为 三 

烙 出 更. 
两 个 变 元 的 情形 
13.117 措 述 两 个 变 元 的 卡 诺 图 . 


Ñ F 对 应 于 布尔 表达 式 E(x,y) 的 卡 庶 图 为 图 13-22(a) 所 表示 的 , 卡 庶 图 可 以 视 为 文 图 ,此 


处 z 圳 示 图 的 上 举 部 的 点 , 疼 13-22(b) 的 阴影 部 分 ;y 表示 左 半 部 的 点 ,图 13-22{c) 的 阴影 部 分 . 
BE. z ARAH TERIS: y ARER GFRGA. TE, 具有 两 个 文字 的 四 个 可 能 的 基本 积 
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TY TY 
用 图 的 四 个 方 格 玉 表示, 如 图 13-22(d) 所 标注 的 .注意 ,两 个 这 样 的 方 格 按 上 述 定 义 是 邻接 的 当 且 
位 当 几 何 上 是 邻接 的 (有 一 个 公共 边 ). 


y y 


(a) (b) xz 为 阴影 (ç) 2 为 阴影 


图 13-22 


13.118 从 几何 上 描述 有 两 个 变 元 的 卡 诺 图 的 素 蕴涵 . 
E £F 任 一 完全 积 和 布尔 表达 式 E(r, y) 在 一 个 卡 诺 图 中 用 恰当 的 方 格 作 核 对 标记 来 表示 . 
Eir, y) 的 一 个 素 蕴 酒 或 是 一 对 分 接 方 格 或 是 一 个 孤立 方 格 , 即 它 不 与 下 (xz,y) 的 其 他 任何 方 格 
邻接 . 

13.119 用 卡 诺 图 求 下 列 完 全 积 和 布尔 表达 式 : 
(sa 五 1==zy+zy (b)E;j= zy+ xz y+zx'y, (c)E,= zry+ z y HRA W8 u3% 5 
形式 . 
E EF (a) 对 应 于 zy 和 zy 的 方 格 作 核对 记号 , 如 图 13-23(a) .注意 E, 由 一 烷 昔 涵 组 成 ,两 个 


邻接 方 格 由 图 13- 23(a) 中 的 圈 求 标明 .这 对 邻接 方 格 袁 示 变 元 z, AE z E E, 的 (惟一 } 素 区 
BTE E, =r 是 极 小 种 . 


(bb) 对 应 于 xy,z y üz y 的 方 格 作 核对 记号 ,如 图 13-230). E E: 含有 两 对 邻接 方 格 { 用 两 个 
圈 标 明 }, 这 里 包含 E, bAT. EER y 和 水 平 对 表示 xz， 因而 y 和 x“ 是 E; BJ 8 98 88 T 
RO E; = r 二 +y 是 极 小 和 ， 

{c) 对 应 于 ry Mey 的 方 格 作 校对 记号 ,如 图 13-23(c) .注意 五 1 由 岗 个 表示 zy 和 zy 的 孤立 方 
格 组 成 ,因此 zy fz y EE RAM, F E E= zy+ z y 是 极 小 各， 


三 个 变 元 的 情形 

13.120 描述 三 变 元 的 卡 嵌 图 . 
解 E 对 应 于 布尔 宸 达 式 E(x,y,*) 的 卡 庶 几 为 图 13-24{a) 所 表示 的 . 汗 意 , 愉 有 8 个 具有 3 
个 交 字 的 基本 和 各， 


EYI, ryz Iy z, ayz YY, 
HE., 显 见 ,这 8 个 基本 积 对 应 于 去 庶 图 的 8 个 方 格 .而 且 , 为 了 使 图 13-23(s) 的 每 对 邻接 积 是 几 
何 包 接 的 ,图 的 左边 和 右边 必须 是 相同 的 .这 等 价 于 沿 着 相 问 的 边 切 制 , 弯 曲 和 腔 合 该 疼 得 到 图 
13-24{(b) 所 画 的 柱 体 .此 处 邻接 积 现在 用 具有 一 条 公共 边 的 方 格 米 表 瓜 . 
13,121 将 图 13-24(a) 具 有 二 个 变 元 的 卡 诺 图 视 为 一 个 文 图 .确定 由 变 元 z, y 和 >z 表示 的 | 
W, 


P4 
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(a, 


FJ 13-24 


8 EF 变 元 = 仍然 用 图 的 上 半 部 的 点 来 表示 ,如 图 13-25(a) 的 阴影 部 分 , 变 元 y 仍 用 图 的 在 半 
部 前 点 来 表示 , 如 图 13-25(b) 的 阴影 部 分 .现在 变 元 * 用 图 的 左 和 有 的 四 分 之 一 部 分 的 点 表示 ,如 
图 13-25tc} 的 阴影 部 分 .这 样 ,z' 用 图 的 下 兴 部 点 表示 , y 用 图 的 在 半 部 点 表示 , = 用 中 间 两 个 下 
分 之 一 部 分 点 表示 . 


yz yr yr y'r 


(a) + 为 阴影 (b) 了 为 阴影 (c) z 为 阴影 


Æ 13-25 


13.122 和 证 义 三 变 元 卡 诺 图 中 的 基本 第 形 . 
W 关于 有 3 个 变 元 的 卡 诺 图 的 一 个 基本 矩形 ,我 们 指 的 是 一 个 方 格 , 两 个 邻接 方 档 ,或 者 是 
四 方 格 , 它们 形成 长 一 宽 四 或 长 二 宽 二 的 和 矩 形 ,这 些 禁 本 矩形 分 别 对 应 于 3 TLE, 个 文字 成 浓 
1 个 文字 的 基本 积 . 此 外 ,用 基本 第 形 表 示 的 基本 积 正 好 是 出 更 在 矩形 的 每 一 方 格 中 的 那些 文字 的 
积 . 

13.123 求 由 图 13-26 所 表示 的 上 证 诺 图 中 每 个 基本 和 矩形 表示 的 基本 积 P. 


yz y yz yaz D yz y yaz yz ye y'r A 


图 13-2 


E r 在 每 种 情形 中 , 求 出 现在 基本 怎 形 的 所 有 方 格 中 的 那些 文字 , P 便 是 这 祥 的 文字 的 积 . 
(a) 工种 = 同时 出 现在 两 个 方 阁 中 ,因此 已 =zz . 
(b) zx 和 = 同时 出 现在 两 个 方 阁 中 , AE P = ez. 
(c) RA z 出 现在 所 有 四 个 方 格 中 ,内 此 P = <. 
13.124 很 设 一 个 布尔 囊 达 式 Elzr,y,z) 表 示 在 一 卡 诺 图 中 , 比方 说 , 在 怡 当 方 烙 标 上 核对 记 
号 来 表示 它 . 如 何 求 E HRADE 的 一 个 极 小 和 呢 ? 
E um 的 一 个 素 萄 冰 是 E 的 一 个 慑 大 基本 算 形 , 即 不 全 任何 更 大 的 基本 第 形 的 基本 矩形 ,下 
的 -个 极 小 和 是 由 王 的 一 个 极 小 覆盖 , 即 最 少 个 概 天 基本 矩形 (它们 包含 五 的 所 有 方 格 ) 组 成 的 . 
13.125 应 用 卡 诺 图 求 下 列 完全 积 和 布尔 囊 达 式 的 素 理 涵 和 极 小 形式 : 
(a)E = ryz + ryz + z yz + z y z; 
(b)E;= ryz f ryz + ry z + z wz + a y zi 


-402 + 


2000 离散 数学 刁 题 精 解 


(c) Es, = zyz + ryz + z' yz +z yz tayr. 


解 EF (a) 对 应 4 个 被 加 项 的 方 格 作 核 对 记号 ,如 图 13-27(a). 我 们 看 到 E, 有 3 + 5065 = #8 
涵 ( 极 大 基本 虐 形 ), 这 些 是 zy, yr 和 x'y'z, 为 赛 疾 下 ,所 有 这 3 个 积 是 必须 的 ,因此 E, 的 极 小 和 
是 
E, = zy + yz + ry z. 
(b) 对 应 5 个 被 加 项 的 方 格 作 核对 记号 , 如 图 13.27(b) ,注意 E, AARAA. 一 个 是 表示 
-3 的 两 个 邻接 方 格 , 另 一 个 是 二 长 二 帘 方 格 { 跨 越 相同 的 边 ), CER x .为 覆盖 E:, 这 两 个 积 都 是 
必须 的 ,因此 E, 的 极 小 和 是 
E, = zy + z. 
{0c) 对 应 于 5 个 被 加 项 的 方 格 作 核对 记号 , 如 图 13-27(e) ,如 这 些 圈 表明 的 , A4 RAM zy, 
yrr May .然而 ,在 玉 ， HR EZT, 上映 个 庶 图 中 具有 一 个 , 即 yz Rre 是 需要 的 . 因此 E, 
有 两 个 极 小 和 ， 
E, = ryt yr try 


=ay + zz + ry. 


四 个 变 元 的 情形 
13.126 ”描述 四 变 元 卡 诺 图 . 


13.128 


W F 对 应 于 布尔 表达 式 El, y, 1) 的 卡 诺 图 为 图 13-28 所 表示 的 .图 中 16 个 方 格 的 每 一 
方 格 对 应 于 下 列 16 个 如 用 方 说 的 行 和 列 的 标记 所 表明 敢 积 ， 


zyz, gyt, ryz, zyrt, zyrt o,r yet 

之 一 .我 们 看 到 线 上 和 左边 的 标注 使 得 邻接 积 恰 好 一 个 文字 不 同 ， 
再 者 ,我 们 必须 识别 左边 和 右边 { 因 我 们 有 3 个 变 元 ) 而 且 我 们 还 
> 必须 识别 顶 过 和 底 边 .【 这 些 识 别 引出 一 个 称 为 环 面 的 果 核 状 面 ， 
并 且 我 们 可 把 我 们 的 图 视 为 实际 上 是 一 个 环 面 . ) 


fd = zY zY 


ú 13.127 定义 四 变 元 卡 诺 图 的 一 个 基本 矩形 .基本 矩形 

y SEREHE- 43 JAB 3848 I| 3 
系 ? 

xy 


W EF 一 :个 基本 矩形 是 1 个 方 格 ,2 T 358 J 38, K 
一 宽 四 或 长 二 帘 二 盾 形 形成 的 4 个 方 格 ,或 者 长 二 宽 
站 和 矩形 形成 的 8 个 方 格 , 这些 矩形 分 别 对 应 于 四 ， 

三 ,二 和 一 个 文字 的 基本 积 . 极 大 基本 算 形 是 素 蕴涵 .布尔 表达 式 EC y, zx,1) 的 极 小 化 技巧 和 前 


面 的 相同 . 

RE 13-29 所 表示 的 卡 诺 图 中 等 个 基本 矩形 表示 的 基本 积 P. 

R zz 在 每 一 情形 中 , 求 出 现在 基本 宛 形 中 的 所 有 方 格 的 那些 文字 .了 是 这 祥 一 些 的 文字 的 
积 ， 

(ajz, y HM > 同时 出 现在 2 个 方略 ,因此 P= ryz. 

(by 只 有 yy 和 = 出 现在 所 有 4 F rit, 因此 P = yr. 

(oj 只 有 + 出 现在 所 有 8 个 方 格 , 国 此 P = :. 


图 13-28 


PETE 布尔 代数 和 识 辑 | 


13.129 


13.130 


13.131 


图 13-29 


i E RRE 13-30 卡 诺 图 给 出 的 布尔 表达 式 . (a) 将 EE 表示 成 完全 了 积 和 形式 ;(b) 求 
E 的 一 个 极 小 形式 . 
和 解 g(a) 列 出 7 个 作 核对 沁 号 的 基态 积 得 


E =xyrt + zyz't + zy mt + Z y gt + X” y zt y 
+ ryz + ryz. 
(bk W I K3R AJI yz, 这 是 因为 只 有 和 = 出 更 y 
在 所 有 四 个 方 格 中 . 邻接 方 格 的 水 平 对 表示 xyz ,以 及 搭 接 顶 种 
底 边 的 方 档 袁 示 yz4 .对 于 一 个 笑 小 履 盖 .所 有 这 二 个 矩形 是 必 S 
须 的 ,因此 


E = yz + zyz + yz t 
A E Abn. 
求 图 13-31 卡 诺 图 给 出 的 变 元 z, y, =, + 的 布尔 表达 式 图 13-30 
El 和 Ea 的 极 小 和 . 


图 13-31 


解 EF 在 图 13-31(a) 中 只 有 > 出 现在 长 二 宽 四 的 极 大 基本 息 形 的 所 有 8 个 方 格 中 ,以 及 所 标 
明 的 邻接 方 格 对 表示 .rzt . 商 个 矩形 对 于 极 小 覆盖 是 必须 的 ,因此 


E, = y + zt. 


是 E HDA. 

在 图 13-31(b) 中 ,4 个 拐角 的 方 属 形成 一 个 长 二 宽 二 的 极 大 基本 短 形 ,由 于 只 有 y 和 : 出 现在 
所 有 4 个 方 格 中 ,因此 它 表示 yf. 长 四 宽 -- 的 航天 基本 和 矩形 表示 zy ,以 及 两 个 邻接 方 格 表 示 
vat ,对 于 一 个 极 小 窗 盖 ,所 有 三 个 捧 形 是 必须 的 , 因此 


E; 一 s + ry + s m 


PJ: E, 的 极 小 和 . 
应 用 卡 诺 图 求 


-403 ， 


,404 ， 


2000 AEA EYBA 


13.132 


13.133 


E = zy + ryz + z yx + x yt 
的 一 个 极 小 和 和 . 
W F 我 们 将 表示 各 个 基本 积 的 所 有 方 格 作 核对 记号 .这 就 是 说 ,我 们 把 表示 zy 的 所 有 4 个 
方 格 ,表示 .cyz 的 2 个 方 格 , 表示 z y z 的 2 个 方 格 ,以 及 甫 示 ryer 的 一 个 广 格 都 作 核 对 记 叶 , 如 
图 13.32. 图 的 一 个 极 小 因 盖 由 3 个 标明 极 大 基本 和 矩形 组 成 ,因此 


E = zz + y z + yt 


Æ E 的 -个 极 小 和 ， 


图 13-32 图 13-33 


应 用 卡 诺 图 求 

E = yt + yz + yt + zr'y et 
的 极 小 和 . 
解 EE 我 们 将 对 应 于 基本 积 yr 的 4 个 方 客 ,对 应 于 yz 的 4 个 方 格 , 对 应 于 yx 2 3. 
以 及 对 应 于 xy zt 的 一 个 方 格 都 作 核对 记号 .这 就 给 出 图 13-33 的 卡 诺 图 . — E JF RE Hik 3 
个 标明 极 大 基本 给 形 组 成 .这 样 


E = zt + yz try 
是 EE 的 极 小 和 . 
求 图 13-34 卡 诺 图 表示 的 表达 式 下 的 一 个 极 小 和 ， 
解 w 本 有 5 个 用 4 个 圈 和 1 个 虚 环 标明 的 喜 昔 宾 . 然 而 , 对 于 覆盖 所 有 方 格 , 虚 环 是 不 需要 的 ， 
而 4 个 圈 是 要 的 .这 样 ,这 4 个 图 便 给 出 EE 的 极 小 和 , 即 


E = reat + ayz + ryz + z'x'. 


图 13-34 图 13.35 


13.434 RA 13-35 卡 诺 图 表示 的 表达 式 王 的 一 个 极 小 和 和 . 


13.8 


解 tF 有 5 个 素 萄 涵 , 用 5 个 图 ,其 中 2 个 是 虚 图 标明 它们 , 为 覆盖 ryt TE RETEA 
之 一 是 必须 的 .这 样 


E = x” + yt + zy + yz f“ = ry + yt + zy -rrt 


Ë E É) 2 PRUNA. 
极 小 与 或 电路 


13.135 ”什么 是 极 小 与 或 电路 ? 


EO EE 如 果 一 个 与 或 电路 对 应 的 布尔 表达 式 是 :个 极 小 和 和 , 旭 称 这 个 与 或 电路 是 极 小 的 ， 
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13.136 设计 -个 三 输入 极 小 与 或 电路 工 , 使 之 得 到 下 面 的 真 依 表 ， 
T = [A = 00001111, B = 00110011, C = 01010101, = 11001101]. 
Ñ Cm 我 们 可 以 从 该 真 值 表 读 出 工 的 完全 积 和 形式 ; 
L=A.B.C+A.B.C+A'BCHIA.B.C+A.B.C. 
结合 图 13.36{g 所 示 卡 庶 图 ,我 们 看 到 工 在 其 拟 小 覆盖 中 有 两 个 素 瘟 潘 互 和 AC, 因 而 了 = 芋 + 
AC R L 的 极 小 和 .图 13-36(b) 给 出 工 的 相应 极 小 与 或 电路 . 


图 13-36 


13.137 设计 一 个 极 小 与 或 电路 , 使 之 得 到 下 面 的 真 值 表 ， 
T = [A = 00001111, B = 00110011, C = 01010101, L. = 10101001]. 


E EF 从 真 值 表 我 们 有 完全 积 和 表达 式 
L=A.:B.C+A'B'C+A.B.C+A.B'C. 

L 的 卡 庶 图 为 图 13- 37{a) 所 去 .有 三 个 用 二 个 图 指明 的 素 曹 肖 . 因 此 工 => ABC + AC + BC EL 

的 -个 极 小 和 ,相应 的 极 小 与 或 电路 为 图 13-37(b) 所 表示 的 


IO 
| Y| | 


(a) 


图 13-37 


13.138 重新 设计 图 13-38(a) 中 电路 L 使 之 成 为 一 个 极 小 与 或 电路 ， 


图 13-38 


解 EF 首先 逐次 标 出 每 个 门 的 输入 和 输出 , 求 电路 的 输出 直至 到 输出 L = AB+(A +B) + 


- 405 - 
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13.139 


13.140 


13.141 


AB. RERE PEA EERE 


L= AB+AB+A+B=A+B. 


最 后 的 表达 式 显然 是 工 的 一 个 极 小 和 ,图 13- 38(b) 表 明 相 应 的 极 小 与 或 电路 . 
重新 设计 图 13-39(a) 中 电路 L. 便 之 成 为 一 个 极 小 与 或 电路 ， 


BC BC BC BC 


| L 
(b) 


图 13-39 


BC BC BC BC 


= ss 


图 13-49 


8 cr 该 输出 是 L=4BC+ABC+AESC.L 的 卡 诺 图 在 图 13-39(b) 中 . 它 表 上 明 工 = AB + 
AC 是 个 极 小 和 ,其 相应 的 极 小 与 或 电路 为 图 13-39(c) 所 表示 的 . 

重新 设计 图 13- 40(a) 的 电路 L 使 之 成 为 一 个 极 小 与 或 电路 . 

W EF Bii Æ L= ABC + 站 BC + ABC. L 的 卡 庶 疼 在 图 13-40{b} 中 . 它 表册 工 = AB + BC 
是 一 个 极 小 和 , 其 相应 的 极 小 与 或 电路 为 图 13-40(c) 所 示 . 

设计 一 个 极 小 与 或 电路 工 , 借 此 3 个 开关 4,8 和 CC 可 控制 相同 的 大 厅 灯 光 . 

解 GE 一 个 给 定 的 开关 可 以 基 开 (闭合 ;或 关 ( 断 开 ) 分 别 用 1 和 0 表示. 不管 3 个 开关 是 怎样 的 
状态 ,尾音 个 开关 的 改变 将 改变 1 JS BL. 如 果 电 路 与 灯 处 于 “ 开 "( 用 1 表示) 的 奇 性 和 籽 处 


于 "“ 关 "(用 0 表示 ) 工 偶 性 , 郑 么 该 电 有 路 因 此 蒜 得 所 票 求 的 功能 .这 些 条 件 得 到 下 面 的 真 值 表 : 
T — [A = 00001111, B = 00110011, C = 01010101, L. = 01101001]. 


从 真 值 表 我 们 看 到 


L- ABC+ ABC + AB C + ABC, 
并 且 这 是 工 的 一 个 极 小 和 ,可 用 图 13.41fa) 卡 诺 图 验证 它 是 正确 的 . 工 的 相应 极 小 与 或 电路 为 图 
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13-41(b) 所 表明 的 . 
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13-41(b) 所 表明 的 . 


